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Polinomios Simétricos

Polinomios Simétricos

Consideramos el algebra de polinomios simétricos
Q[x1, x2, - . - ,XN]S’V,
donde p(x1,...,xn) € Q[x1, X2, ..., xy]°N si
P(Xo(1)s Xo(2)s - - - Xo(N)) = P(X1; - - s XN),

para todo o € Sy. Las bases de Q[xi, ..., xy]>" son polinomios
simétricos, los cuales estdn indexados por particiones.
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Polinomios Simétricos

Definicion

Sea A = (A1,...,An) una particién. Algunas bases polinomios de
Q[x1, X2, . .., xn]°N estdn dadas por:

@ Monomiales:
N A A
my(x1, ..., xn) = X{1x57 - x4 sym.
@ Elementales:

e = m(lr)

© Sumas de potencias: py = x{ +x3 + x5+ ...
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Polinomios Simétricos

Ejemplos:

m11) (x1,%2,x3) = 1X2X3 + X2X1X3 + x3x1x2

ez(Xl, X2

)
)
62(X1,X2, 3)
) =
) =

X
X1X
X

1X2 + X1X3 + XoX3
63(X1,X2, X3

P3(X1, X2, X3

X1X2X3

X1 +x2 +X3
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Polinomios Simétricos

Polinomios de Macdonald

Sean g, t pardmetros formales independientes y sea
x = (x1,...,xn). Consideramos el dlgebra de polinomios simétricos

Q(q, t)[x]*".

Teorema

Para cada particion \ existe un dnico polinomio simétrico
P/(\q’t)(x) = P/(\q’t) € Q(q,t)[x] tal que

Pg\q,t) — my + Z (qt)
H<A

(Pus Pr)g,t =0 si X # p.

donde (py, P,u>q,t = 0ur2x Hf(z)\l) 1 t)\ Y\ = Hi21 i) n;!
(ni(\) es la cantidad de componentes de X igual a i).
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Polinomios Simétricos

Funcion de Schur y polinomios de Jack

Los polinomios Pf\q’t) dados en el teorema anterior son llamados
polinomios de Macdonald.
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Polinomios Simétricos

Funcion de Schur y polinomios de Jack

Los polinomios Piq’t) dados en el teorema anterior son llamados
polinomios de Macdonald.

Definicidon

Definimos un polinomio de Jack con pardmetro o como

P (x) == Iim P (x),

t—1
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Polinomios Simétricos

Funcion de Schur y polinomios de Jack

Definicidon

Los polinomios Piq’t) dados en el teorema anterior son llamados
polinomios de Macdonald.

Definicidon

Definimos un polinomio de Jack con pardmetro o como

P (x) == Iim P (x),

t—1

Definicidon

Definimos una funcién de Schur por

— 1im P
sa(x) = olzlgnl Py (x).
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Polinomios simétricos en el superespacio

Polinomios simétricos en el superespacio

Consideramos el algebra de polinomios simétricos en el
superespacio

S
Q[Xl,... ,XN,91,... ,9[\/] N,
donde tenemos las siguientes relaciones:

XiXj = XjXi,
0:6; = —0,0;
X,'9j = 9J'X,'

Las bases de Q[xi,...,xn,01,...,0n]°", las indexamos por
superparticiones.
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Polinomios simétricos en el superespacio

Superparticiones

Una superparticién es un par N = (A?; N°) donde N° es un particién
usual y N? es un particion sin partes que se repitan.
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Polinomios simétricos en el superespacio

Superparticiones

Definicion

Una superparticién es un par N = (A?; N°) donde N° es un particién
usual y N? es un particion sin partes que se repitan.

Ejemplo: A = (5,2;4,1)
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Polinomios simétricos en el superespacio

Algunos polinomios simétricos en el superespacio
indexados por superparticiones

Consideremos A superparticién de grado (n| m), donde
A= (/\1,...,/\m;/\m+1,... 7/\/\/).

Definicidon

Definimos los monomiales en el superespacio como:

. A N A A
mA(XL, XN 01, -, On) = 01 OmXg T Xy e X e XN 4 sym
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Polinomios simétricos en el superespacio

Algunos polinomios simétricos en el superespacio
indexados por superparticiones

Consideremos A superparticién de grado (n| m), donde
A= (/\1,...,/\m;/\m+1,... 7/\/\/).

Definicidon

Definimos los monomiales en el superespacio como:

. A N A A
mA(XL, XN 01, -, On) = 01 OmXg T Xy e X e XN 4 sym

Ejemplo:

: 2 2 2
m2,1,1) (X1, X2, X3; 01, 02, 03) = 0102x7 xax3 + 0201x5 x1x3 + 030253 x2X1

+ 02(93X22X3X1 + 9193X]?X3X2 + 0301X§X1X2
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Polinomios simétricos en el superespacio

Definimos los polinomios elementales en el superespacio e, y €,
donde r > 1:

e = m( 1) Y gr = m(o;lr)
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Polinomios simétricos en el superespacio

Definicion

Definimos los polinomios elementales en el superespacio e, y €,
donde r > 1:

e = m( i1r) y gr = m(o;lr)
Ejemplos:

e(x1, X2, x3;01,02,03) = x1x2 + x1x3 + X2x3,

&(x1,x2,x3;01,02,03) = O1x0x3 + fox1 X3 + O3x2X3
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Polinomios simétricos en el superespacio

Definimos las sumas de potencias en el superespacio p, y p, donde
r>1:

Pr=Xx{+x5+x3+... y pr=01x{ + 0ax5 + 03x5 + ...
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Polinomios simétricos en el superespacio

Definicion

Definimos las sumas de potencias en el superespacio p, y p, donde
r>1:

Pr=Xx{+x5+x3+... y pr=01x{ + 0ax5 + 03x5 + ...
Ejemplo:

p3(x1, %2, x3; 01,02, 03) = x¢ + %5 + X3

53(X1,X2,X3; 91, (92,93) = 91Xf + (92X§ + 93X3?.
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Polinomios simétricos en el superespacio

Polinomios de Macdonald en el superespacio

Teorema

Dada una superparticion A = (A?; \°) de grado fermionico m,
existe un tnico superpolinomio simétrico Py = P/(\q’t)(x, ) con
x=(x1,...,xn) y0=(61,...,0n) tal que:

Ppn = mp + lowerterms,
((PalPa))qe =0y N#Q,

donde el producto escalar es definido por

((palpa))as = (~1)Ezng" H 1;:
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Polinomios simétricos en el superespacio

Definicién (Superpolinomios de Jack)

)

Dado N\ una superparticion, denotamos P/(\a
Jack definido por

el superpolinomio de

PR = lim P

=
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Polinomios simétricos en el superespacio

Definicién (Superpolinomios de Jack)

a)

Dado N\ una superparticion, denotamos P/(\
Jack definido por

el superpolinomio de

PR = lim PR

Definicién (Superpolinomios de Schur)

Dado N\ una superparticion. Definimos tres clases de
superpolinomios de Schur

sS .= P/(\O’O)

Sy 1= P/(\OO’OO)

sy = lim P( *)
a—1
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Reglas de Pieri

Caso Simétrico

Regla de Pieri para Schur

Sea \ una particién y r > 1. Entonces
ersy = Z Sy
%

donde la sumatoria es sobre todas las particiones p tales que p — A
es un vertical r—strip.

Camilo Gonzélez Palma (Universidad de Talca) Reglas de Pieri para Superpolinomios de Macdonald



Reglas de Pieri

Reglas de Pieri para Polinomios de Macdonald

Teorema (Macdonald,1995)

e P = 37 4plad)
%

donde la sumatoria es sobre todas las particiones tales que p — A
sea un vertical r—strip y * son coeficientes conocidos en Q(q, t).

hg\q t)(s) =1- qa/\(s) t/A(S)-i-l
hg\qvf)(s) —1— qa>\(s)+1t/)\(s)
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Reglas de Pieri

Coeficientes:
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Reglas de Pieri

Coeficientes:

BO(s) ' hz\q7t)(s)
T EHH
e = ?+i‘ -+.j+i—

2 2
(@t _plat) , 1 =97 1—qt° (qr)
&Ps2) =Pas) + 1-gt 1—qt (421

(1-¢’) (1-¢F) (1-q) (1-1),ay

(- ®) (1 8) (La) (@5 6
1-¢% 1-¢** 1-q¢®> 1-qt° (g9

t 1-¢33 1—q?t2 1—q22 1—gqgt G211
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Objetivo de trabajo: Encontrar una regla de Pieri para
superpolinomios de Macdonald.

Sea A una superparticién. Recordemos que tenemos dos tipos de
polinomios elementales en el superespacio: e, y €,.

Es decir, debemos ver

e P\ =77y &P =7,
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Antecedentes Histéricos: (Caso Simétrico)

e Reglas de Pieri para funciones de Schur fue demostrado en
1893 por Mario Pieri.
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Antecedentes Histéricos: (Caso Simétrico)

e Reglas de Pieri para funciones de Schur fue demostrado en
1893 por Mario Pieri.

e (1989) Stanley probd las reglas de Pieri para polinomios de
Jack.
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Antecedentes Histéricos: (Caso Simétrico)

e Reglas de Pieri para funciones de Schur fue demostrado en
1893 por Mario Pieri.

e (1989) Stanley probd las reglas de Pieri para polinomios de
Jack.

e (1995) Macdonald probé las reglas de Pieri para polinomios
de Macdonald utilizando una familia de operadores D].
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Avances

e (L. Lapointe, M. Jones, 2016)
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Avances

e (L. Lapointe, M. Jones, 2016) Reglas de Pieri para Superschur
sq

ersg. = E SKC
A

donde la suma es sobre las superparticiones A del mismo grado
fermidnico de Q, talque A*/Q* es un vertical r—strip, ademas de
otras condiciones cuando una de las cajas mueve un circulo.
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Avances

e (L. Lapointe, M. Jones, 2016) Reglas de Pieri para Superschur
sq

ersg. = E SKC
A

donde la suma es sobre las superparticiones A del mismo grado
fermidnico de Q, talque A*/Q* es un vertical r—strip, ademas de
otras condiciones cuando una de las cajas mueve un circulo.

g5y = 3 (15T
A

donde la suma es sobre todas las superparticiones A de grado
fermidnico el grado fermidnico de Q + 1, A*/Q* es un vertical
r—strip, ademas de unas condiciones sobre el nuevo circulo.
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

e (Lapointe, Desrosiers, Mathieu, 2011)
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

e (Lapointe, Desrosiers, Mathieu, 2011)

erP\) = «PYY
Q

donde la suma es sobre todas las superpartciones Q tal que Q/A es
un vertical r—strip y * son coeficientes para cada A en Q(«).
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

e (Lapointe, Desrosiers, Mathieu, 2011)
erP\) = «PYY
Q

donde la suma es sobre todas las superpartciones Q tal que Q/A es
un vertical r—strip y * son coeficientes para cada A en Q(«).

&P =S «P)
Q

donde la suma es sobre todas las superparticiones Q2 tal que /A
es un vertical r—strip.
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

e (Lapointe, Jones, Gatica )
Reglas de Pieri para superpolinomios de Jack. Tenemos los
siguientes operadores:
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Accién de gt, Q y & sobre superpolinomios de Jack.

W (s) = aap-(s) + e (s) + a, b )(s) = aane (s) + Ia+(s) + 1.

(a
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Accién de gt, Q y & sobre superpolinomios de Jack.

h/(\a)(s) = aap«(s) + he(s) + a, hf\a)(s) = aape(s) + In+(s) + 1.

Proposicién (Lapointe, Desrosiers, Mathieu, 2012)
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Ejemplo

qL D — .+ gaJrg . a+§ D
@) O S
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Ejemplo

qL D — .+ gaJrg . a+§ D
@) O S

O | 3041 24
@) +

3042 2041
O
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Tenemos las siguientes relaciones:

ne, = {gn—lv qJ_} = gn—qu + qlgn—la n>1

en = €oen — [Q, en] = even — Qen + €,Q, n > 1.

Reglas de Pieri para Superpolinomios de Macdonald
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Tenemos las siguientes relaciones:

nep, = {gn—lv qJ_} = gn—qu + qlgn—la n>1
€, = €pep — [Q, en] = een — Qe +€,Q, n>1.

Ejemplo:

a3(3a 4 2)(10a2 4 19a + 5) pla)
2(4a +1)(a +2)(5a + 1)(1 + a)2(1 + 3a)(2 + 5a)  (2171)

+
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Extensiéon a superpolinomios de Macdonald:
., t
@ Tener una formula de evaluacién para P/(\q’ )
(g,t)
@ Calcular [|Py""]]q,e-

@ Extender Q, g para superpolinomios de Macdonald y ademas
calcular la accién. Buscar una relacién como la anterior.
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Conjeturas

Conjetura:

a*(s)+1 tl® (s)

(@)[12 _ |A? l—gq
HPA H - ql | H 1— qa®tl(s)+1
seB(A)

Ejemplo:

P = (1 —q)*(1+q)
G = a1 qr)

H’D(q
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Evaluacion:

Sea

Cht) H (1

seB(S)

Camilo Gonzélez Palma (Universidad de Talca)
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Evaluacion:

Sea
qvt) H (1- s)tl*(s)-i-l) /(\qvt)_
seB(S)

La evaluacién de un polinomio F(x;#) en el superespacio de grado
fermionico m es dada por

Enm[F(x;0)] := [a9m"'301":(x;9)

Vin(s) X=Up, s XN=UN

i1
donde u; = m y Vm(X) = H1§i<j§m(xi - XJ)
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Evaluacion:

Sea
qvt) H (1- s)tl*(s)-i-l) /(\qvt)_
seB(S)

La evaluacién de un polinomio F(x;#) en el superespacio de grado
fermionico m es dada por
0p,, - -~ O0p, F(x;0
Enm[F(x;0)] == [ v F( )]
m(S) X=U1," XN=UpN
i—1
donde uj = m Yy  Vim(x) =Ili<icjem(xi — X))
Conjetura:

EunlMP o) = 5 T (1= g tev ).

(ij)ESA
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Extensién de operador qL

Conjetura:
g = > Ai(t) Ziy i xi ™1 Oy,
ie{1,...,N},Ic{1,...,N}
donde
txi — X
Ai(t) = S
(t) H =X
J#I
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Objetivos y Avances: Reglas de Pieri en el superespacio

Avances hasta ahora

e Utilizando polinomios de Macdonald no simétricos probamos que
la suma es sobre vertical r—strip:

e P =3 P,
Q

donde la suma es sobre los Q tal que /A es un vertical r-strip.

&P =3 «PG,
Q

donde la suma es sobre los Q tal que /A es un vertical r—strip.
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Polinomios de Macdonald No-Simétricos.

Polinomios de Macdonald No-Simétricos y
Superpolinomios de Macdonald

Ejemplo:
Sea A = (A1, A2; A3, \s) donde el grado fermionico de A es 2,
(x;0) = (x1, X2, X3, Xa; 01, 62,03, 04).

P/(\q’t)(x,e) — Z Ke0162(1 — K(12))(1 + T3)Epr,
0€54/(52%53,4)

donde

AR = (Am,.. . AL AN A1)
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Polinomios de Macdonald No-Simétricos.

Polinomios de Macdonald No-Simétricos

Los operadores T; satisfacen las relaciones del adlgebra de Hecke
afin (0<1<N-1)

(Ti— 6)(Ti +1) =0
T,' T,'+1Ti = Ti+1 Ti Ti+1
TiTj=T;T;, i—j#x1l(mod N).
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Polinomios de Macdonald No-Simétricos.

Definimos los operadores de Cherednick como:

Y=t NUT Ty T T

|—

Notemos que los operadores Y; conmutan entre ellos, y por lo
tanto pueden ser diagonalizados simultdneamente. Sus funciones
propias son llamados polinomios de Macdonald No-Simétricos y
son indexados por composiciones.
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Polinomios de Macdonald No-Simétricos.

Definicidén

El polinomio de Macdonald No-Simétrico E,, es el tinico polinomio
con coeficientes racionales en q y t que satisface

EW = x" aF Z bm/XV y

v<n
Y;E, = 7;E, paratodoi=1,..., N,

donde 7j; = g t—"n(),
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Polinomios de Macdonald No-Simétricos.

Observaciones:

@ Operadores D] del caso simétrico clasico, no han podido ser
extendidos al superespacio de manera explicita, por lo que no
podemos seguir la idea de demostracién del caso simétrico
clasico.

@ En el superespacio, ha sido necesario utilizar propiedades de
los polinomios de Macdonald No-simétricos, tales como reglas
de Pieri.
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Polinomios de Macdonald No-Simétricos.

Gracias!!
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