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RESUMEN DE LA MEMORIA
PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: HERNAN CASTRO ZUNIGA
FECHA: 25 DE AGOSTO DE 2006
PROF. GUIA: SR. JUAN DAVILA

CONCENTRACION EN UN PROBLEMA ELiPTICO 2-DIMENSIONAL
CON CONDICIONES NEUMANN DE EXPONENTE GRANDE

En este trabajo de titulo se presenta un estudio de la ecuacion

—Au+u=0 en{
ou
— =u” en 0f),
ov
donde €2 es un dominio en el plano de frontera suave y p es un parametro que tiende a infinito.
Tal estudio tiene como objetivo final probar la existencia de una familia de soluciones que

presenten concentracién en puntos de la frontera de Q.

Para obtener tal resultado, se ha procedido siguiendo un esquema de reduccién finito-
dimensional, lo que consiste, en términos generales, en buscar una solucion de la forma U + ¢,
donde U es una funcién escogida adecuadamente y ¢ es un término de ajuste, cuya existencia
estd ligada a un problema en dimension finita. El marco analitico funcional que se plantea, es
el mismo utilizado por del Pino, Kowalczyk y Musso en su estudio del problema de Liouville,
pero siguiendo lo realizado por Dévila, del Pino y Musso, quienes analizan un problema de
frontera asociado al del Liouville, y lo expuesto por Esposito, Musso y Pistoia respecto a un
problema interior analogo al que aqui se presenta.

La primera parte de esta memoria trata con la eleccion de una buena aproximacién inicial,
la funcién U, de modo que se tenga el comportamiento asintotico esperado, y que el error
obtenido sea lo suficientemente pequeno. El trabajo continta al reescribir la ecuacion original,
para obtener una ecuacion no-lineal en términos de ¢. Para estudiar dicha ecuacion, primero
se realiza un completo analisis de la invertibilidad de un problema lineal asociado. En segundo
lugar, se analiza la existencia en una ecuacion no-lineal auxiliar via un esquema de punto
fijo, entregando, ademas, las condiciones necesarias de regularidad sobre la soluciéon para
reducir el problema de existencia de soluciones del problema original, al de encontrar puntos
criticos de una funcién finito-dimensional. Finalmente, demostramos que dicha funcion finito-
dimensional admite al menos dos puntos criticos y que tales puntos criticos resultan ser los
puntos en donde se produce concentracion.

Finalmente, se formulan algunas interrogantes respecto a posibles mejoras en el resultado
obtenido. Asi también, siguiendo lo realizado por Adimurthi y Grossi, como lo desarrollado en
trabajos de Ren y Wei respecto al problema interior asociado, se conjeturan ciertos resultados
que se podrian obtener respecto al comportamiento asintotico de la solucion de minima
energia de este problema.
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Capitulo 1

Introduccion

Sea Q2 un dominio acotado en R? con frontera 92 suave (de clase al menos C?). El trabajo
de titulo que se presenta a continuacion trata del andlisis de soluciones al problema

—Au+u=0 -en
o (1.0.1)

— =u” en 0f),

ov

donde v denota la normal exterior a 92 y p > 1 es un exponente grande.

El propésito final de este trabajo de titulo es probar un teorema de existencia de soluciones
que se concentran en puntos de la frontera de ().

1.1. Breve Marco Histdrico

Para abordar este problema, la técnica utilizada es el llamado “Método de Reduccién
Variacional de Liapunov-Schmidt”, que a grandes rasgos, no es méas que una aplicacion
avanzada del Teorema de la Funcién Implicita (para una exposicién més detallada al respecto,
una buena referencia es lo expuesto por Nirenberg en [Nir(1]).

Una de las primeras aplicaciones de este método en la bisqueda de soluciones concentradas
a ecuaciones diferenciales, se puede encontrar en un trabajo de Floer y Weinstein [FWS86],
quienes muestran que la ecuacion de Schrodinger unidimensional

2

i = — 3 e + V(0o — 1, en Rx {t > 0)



Introduccién: 1.1 Breve Marco Histérico

posee soluciones del tipo standing waves que se concentran cerca de cada punto critico no-
degenerado del potencial V', bajo las hipdtesis que: v > 0, V es acotado y h es suficientemente
pequeno. Este resultado posteriormente fue extendido, utilizando el mismo método, por Oh a
més dimensiones, construyendo soluciones con multiples peaks, [Oh88|, [Oh90]. A partir de la
publicacién de Floer y Weinstein, el uso del método ha sido desarrollado y mejorado durante
las ultimas dos décadas, siendo posible encontrar en la literatura variados resultados respecto
a concentracién de soluciones de ecuaciones diferenciales ([dPDM04, [dPF97, [dPKWO05, [GGIS,
GW99, [GWWO00, NPT92, WWO8] entre otros).

La adaptacion que utilizaremos, es la presentada por del Pino, Kowalczyk y Musso en
[dPKMO05]. Ellos analizan el problema de Liouville

Au+e?e"=0 en(
u=0 en 0,
introduciendo un nuevo marco analitico-funcional dentro del esquema de reduccién varia-

cional. En [dPKMO05], los autores prueban, bajo ciertos supuestos sobre la riqueza topoldgica
de 2, que dado cualquier entero positivo m, entonces existe una familia de soluciones u,, tal
que

lim &2 / e = 8mm,

e—0 Q
més precisamente, prueban que e2e“ se concentra como m masas de Dirac en puntos criticos

de un funcional que depende de la funcién de Green para —A, bajo condiciones de tipo
Dirichlet.

Asimismo, en el problema de Neumann estudiado por Davila, del Pino y Musso en
[DAPMO5],
—Au+u=0 enf
ou
5
se repite el esquema y el marco funcional antes mencionado, para probar que existen al
menos 2 familias de soluciones tales que para cada m > 1

h’m&t/ e's = 2mm,
e—0 90

mas aun, vuelven a caracterizar los puntos en los que se produce concentracién, mediante la
localizacion de puntos criticos de un funcional que involucra una funcién de Green asociada a
este problema, que, de hecho, resulta ser la misma funcién ¢,, que introducimos mas adelante.

e en 0f),

Finalmente, mostramos lo desarrollado por Esposito, Musso y Pistoia en [EMP06], re-
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specto al problema
Au+u? =0 en ()

u>0 en
u=0 en 0,
puesto que el resultado obtenido por ellos es el que intentamos repetir para nuestro caso.

Tal resultado dice que dado un entero m > 1, y p > 1 suficientemente grande, existe una
solucién que satisface

puy ()Pt — 8me Z Oe; -
j=1

Al igual que en [dPKMO05], los puntos en donde se produce concentracion, estén ligados a la
bisqueda de puntos criticos de un funcional definido a partir de la funcion de Green para
—A bajo condiciones de borde tipo Dirichlet.

1.2. Preliminares y enunciado del Teorema

Para comenzar, consideremos

[o |Vul® + u? ‘
- Py S :uEH}ng 0 Iyw).
(S lu[7F) oo (\{0}

Ip(u)

Gracias a que la inclusién H'(Q) — LPT1(9Q) es compacta para todo p > 0, obtenemos que
S, es alcanzado por una funcién u, € H'(Q), que se conoce como la solucién de minima
energia de . Respecto a estas soluciones, la bibliografia es mas bien escasa, por lo
que sélo tenemos como referencia lo hecho por Ren y Wei, [RW94, RW96|, respecto a las
soluciones de minima energia para el problema

A P=0 Q
{ u+u en (1.2.1)

u=0 en 0,

es decir, la funcién de HJ(€2) que minimiza el funcional

fQ |Vul?

(f,, [ul )75

y es solucién débil de (1.2.1). En esos trabajos se muestra que dicha solucién, tiene norma
L*° acotada y acotada lejos de cero, uniformemente en p, para p suficientemente grande. Mas
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aun, pasando a una subsucesion, muestran que
V.| p+1
p|Vup|™ y puj

se comportan como una delta de Dirac en torno a un punto critico de la funcién de Robin
H(x,z), donde H es la parte regular de la funcién de Green del Laplaciano, con condicién
de Dirichlet homogénea, es decir H(x,y) = G(z,y) — log m y G solucion de

—AG(z,y) =216, x en )
G(z,y) =0 x en OS).

Sobre la solucién de minima energfa para ((1.2.1)), tenemos también lo hecho por Adimurthi
y Grossi, [AG04], y por El Mehdi y Grossi, [EMGO04], quienes describen de manera més precisa
el comportamiento de u, a medida que p tiende a infinito, luego de identificar el problema

limite del tipo Liouville para ([1.2.1)) dado por

Au+e*=0 en R?

e’ < oo,
R2

y mostrar que ||u,|_ — /e cuando p — oo.

Basandonos en los trabajos antes mencionandos, podriamos conjeturar que lo mismo se
tendrd en nuestro caso. Es decir, debiéramos ser capaces de mostrar que, para u, € H'(Q)
soluciéon de minima energia de , la norma L*° permanecerd acotada y lejos de cero,
y més aun, procediendo como en [AG04], podriamos identificar el siguiente problema limite
para (|1.0.1))

( Av=0 en Ri

ov
v e en E)]R?F

/ e’ < 00,
IR 2
| Jor2

y mostrar que |lu,|| — /e cuando p — oc.

(1.2.2)

Observacion 1.1. Dado que lo necesitaremos, es conveniente mencionar que gracias a lo re-
alizado en [LZ95, [Ou00, [Zha03|, las tnicas soluciones de ([1.2.2) estan dadas por la familia

24
Vi) (21, 22) = log CED e (1.2.3)

donde t € R y p > 0 son parametros.
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Ahora bien, en esta memoria haremos el proceso “inverso”, en el sentido que comenzaremos
por construir soluciones de ((1.0.1)) a partir de v(; ), que luego de una transformacién adecuada,
parezcan como una suma de soluciones de (|1.2.2)), concentradas en puntos de la frontera
&, ., &, amedida que p — oo.

Tal como lo anunciamos, la funciéon de Green para el problema de Neumann dada por

_AxG(‘Ta y) + G(l‘7 y) =0 en )

1.24
gG (x,y) =2m6,(x) en 0L ( )
I/Z’

y H(z,y) = G(z,y)—log ﬁ, su parte regular, juegan un rol fundamental en la localizacién
de los puntos donde se presenta concentracién, mas precisamente, si definimos, para & € 90,

la funcion "
i=1 i

tenemos entonces el siguiente teorema, que es el resultado principal de este trabajo de titulo:

Teorema 1.1. Sea m > 1 un entero. Entonces para p > 1 suficientemente grande, existen
al menos dos soluciones u, de (1.0.1)) que satisfacen

puy ()Pt — 2me Z Oe,

j=1
donde & = (&,...,&m) € 0 es un punto critico de @,,. Mds precisamente, existe una
secuencia & = (&§7,...,&) € 9™ convergiendo a &, tal que u, — 0 uniformemente en

Q\ U;nled(fﬁ) Y

sup  u,(r) — Ve,
IEBd(ff) p=e0

para cualquier d > 0 y cualquier j =1,...,m.

1.3. Descripcion del método utilizado
A continuacién se describe lo realizado en las distintas partes en las que se dividié la
demostracién del Teorema [1.1]

En la Seccion [2.1] entregamos una primera aproximacion para la solucion que estamos
buscando, que llamaremos ansatzﬂ que sera construida a partir de una familia de traslaciones

!Palabra de origen alemdn. Se puede traducir como: planteamiento, adivinanza.
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y escalamientos de la funcién v ), de modo que el error asociado, por tratarse de una
aproximacion, tenga el tamano apropiado, mas precisamente, luego de medir el error en una
norma en L°°, este converja a cero a una tasa lo suficientemente rapida cuando p tiende a
infinito. Para tales efectos, serd necesaria la eleccién certera de los parametros de escalamiento
antes mencionados, como de la norma a utilizar en L.

Luego, en la Seccion analizamos una ecuacion lineal relacionada a nuestro problema.
El objetivo final de esta parte de la demostracién es analizar la existencia de soluciones para
dicho problema lineal, situaciéon que, debido a la naturaleza altamente singular del operador
involucrado, lleva la mayor parte del trabajo asociado a la demostracion.

A continuacion, en la Seccion [2.3] gracias a los resultados obtenidos respecto al problema
lineal anterior y un resultado de punto fijo, resolvemos un problema no-linear auxiliar, que
nos permite realizar una reduccion variacional en la Seccién 2.4l Esto consiste en reducir
el problema de existencia de una solucion para , a encontrar puntos criticos de una
funcién en dimensién finita, que estd intimamente ligada al funcional de energia asociado al
problema ((1.0.1)).

En la Seccién [2.5] realizamos una expansion asintdtica del funcional de energia, e iden-
tificamos a ¢, como el término principal de dicha expansién. Finalmente en la Seccion [2.6
probamos el teorema, al demostrar que la funcién ¢, posee al menos los dos puntos criticos,
a partir de los cuales, obtenemos las soluciones anunciadas por el Teorema [I.1]



Capitulo 2

Estudio del Problema

2.1. Buscando el Ansatz

Esta seccion esta dedicada a la busqueda de la aproximacién adecuada para una solucién
de (1.0.1)). En primer lugar, entregamos un ansatz que resulta no ser el mas indicado, pero
que sin embargo, da el pie para la construccién del ansatz final. Esta ultima construccion se
basa en la existencia de soluciones para un problema lineal en el semi-plano.

2.1.1. Ansatz inicial - error 1%

En primer lugar, notemos que u satisface (1.0.1]) si y solo si v(y) = 59%111(53/—1—5), y € Qe

satisface
—~Av+ 80 =0 en Qs
ov
5 =’ en an,g,

donde 5¢ = %.

Con esto en mente, pensamos construir una solucién aproximada de ((1.0.1)) que tenga un
punto de concentracién. A partir de (1.2.3)), se define, dados £ € 92 y § > 0, la funcién

26
|z — & — dua(E)*

donde vg(x) denota la normal exterior a €2 en z. En lo que sigue, sélo escribiremos la depen-

(2.1.1)

ug(x) = log
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dencia en el dominio de la normal cuando sea necesario. Notemos que

T —§

uelz) = v(A(

)) — log,
donde v(y) = v(01)(y) y A : R* — R? es una rotacién tal que

Ava(€) = vz (0). (2.1.2)

Un primer ansatz para una solucién que presente concentracién en un punto £ € 05 viene
dado por

Ue(z) = —— (ue(z) + He(x))

con H¢ un término de correccién definido como una solucién de

—AH& + H{ = —u§ en Q
OH, g (2.1.3)
_— u§ _—
£y e £y en Of).

Respecto a H¢ tenemos el siguiente

Lema 2.1. Para cualquier 0 < a < 1
He(w) = H(z,€) — log 26 + O(6°),

uniformemente en Q, donde H(x,y) es la parte reqular de la funcién de Green definida en
([T24).

Demostracion Se tiene que

OHe e _ O
o ¢ v
I SN C S 7 (3) A

|z — &= w9 |z — &= dv(9)
20+ 2(x — & —dv()) - v(x)

|z — & — dv(&)|
Notemos que si & # £ entonces
i 2 () _ 97— 8) - (2)
=0 O ¢



Estudio del Problema: 2.1 Buscando el Ansatz

Ahora, la parte regular de la funciéon de Green satisface

1
—AIH(:B,y)jLH(x,y):—log—’ ’2 x €
r—=y
OH (z —y) v(z)
x,y) =2————2> 1 € 0.
o, (7Y o =y

Definimos z(z) = H¢(z) 4+ log2d — H(z, ), que satisface

1
—Az+ z=log —lo
@ —¢* | — & = s (©)[*
0z _OH, (z—€) v(x)
-z P _ 9
v v |z — &

Al igual que en el lema 3.1 de [DAPMO05], se tiene que para todo ¢ > 1

=A%+ z[| o) < CO.

0z

- < Ot/
ey < CoHi,

La(69)

yparal <q <2

De donde, gracias a la teorfa L, se sigue que para 0 < s < 1
q

2llprenaey < C8V1,
y por las inclusiones de Morrey, se concluye que

I2llgn oy < €811

para cualquier 0 < v < % + %, lo que demuestra el resultado con o = %.

Asumamos ahora que 0 = pe~ 2, donde % < pu < C. Gracias a esto, tenemos que

Uele) — e v Ug@):og%) SixAe.

p—00

mas aun, si el pardmetro p satisface la siguiente relacion

log 2p* = H(&, €),
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podemos controlar el “error” R(z) := UP(z) — 2% (x) para que este sea pequeiio a medida
que p se hace grande. Mds precisamente, trabajando en una norma adecuada en L*(0f),
podemos decir que para p suficientemente grande

IR(@)], < (2.1.4)

=l Q

Ahora bien, para construir una solucién de que presente concentracién en m puntos
&y, &, € 09, el candidato natural seria

Z j<x>+H£j<x>) )

j=1 pr- 1(5]”_

donde §; = pje 2 y ug;, He; son como en (2.1.1) y (2.1.3) respectivamente. Nuevamente,

una elecciéon adecuada de los pardmetros p; nos permitird controlar el “error” R(x), mas
precisamente, si pedimos que los puntos estén separados uniformemente, es decir, |§; — &| >
d > 0 para todo j # iy

1

W
log2u} = H(&;, &)+ “LG(&,)),
i#£] ,uZ

entonces, para p suficientemente grande se tendrd la misma estimacion (2.1.4)).

Sin embargo, esto no sera suficiente para construir las soluciones buscadas, pues, como
veremos, las estimaciones sobre un problema lineal y el término no-lineal que aparecen méas
adelante, hacen que un error de tamafio - sea insuficiente para plantear un esquema de
punto fijo para resolver el problema no-lineal. Lo mismo acontece al realizar la expansion de
la energia de nuestra solucién.

Para mejorar la estimacién sobre el error R(x), necesitamos ir mas alld en la aproximacion
propuesta, agregando términos de mayor orden a ug(x) + He(x).

2.1.2. Un problema en el semi-plano

Con el propédsito de mejorar el error en el ansatz anterior, serda necesario un pequeno
estudio de la ecuacion

Ap=0 en ]Ri
BL) (2.1.5)

W e’mp=e"g en 0]?&,

10
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donde
20

+ (g + p)?

v () = V(o) = log 2

La existencia de soluciones para (2.1.5)) es un tema a revisar, pues como se demostré en
[DAPMO05], cualquier solucién acotada del problema homogéneo

Ap=0 en R 216
0 2.1.6
a—f — e =0 en OR?,
resulta ser una combinacién lineal de
1 1 To + W
zou(x) = ——(x - Vo, lx)+1)=— -2
OM( ) M( u( ) ) [ 33%—%(11724'#)2
y
ov, 1

#1() Oxq (z) 22 4 (w9 + p)?

Luego para resolver ([2.1.5)) bastard verificar condiciones de ortogonalidad respecto a estas
soluciones, como lo demostraremos en la siguiente

Proposicién 2.2. Sea g € C'(OR2) tal que para xo = (0, —p), p >0 y k > 0 se cumple que

g(z) = O(log" |z — z|)  cuando |z| — o0, (2.1.7)

y ademas verifica las condiciones de ortogonalidad siguientes

/ e zopg = 0= / e’ 21,9. (2.1.8)
ORZ ORZ

Entonces ([2.1.5) admite una solucidn ¢ € C*(R2). Mds ain, tenemos que para todo 0 <
a <1 ypara |x| — o0

6(2)] < Cre [Vo(2)] < O—o g [V20(2)| < ©

2.1.9
|$| — ‘:L_yl—i-a ( )

‘:L_’2+a’

donde C es una constante que depende de ||g||Lp(8]Ri), para algin p = p(a) > 1.

Demostracién Sea D := B(0, i) C R?% ey = (0, —i), veamos que podemos construir

11



Estudio del Problema: 2.1 Buscando el Ansatz

una solucién para (2.1.5)), usando una solucién de

AYp=0 en D
o (2.1.10)

— —2up =g endD,
ov

Consideremos ® : RZ — Dy ¥ : D — R?, definidas como

T — X9

o) = ——3 + .
|z — x|

vy = L0 4w,
’y—yo|

que no son més que una Transformada de Kelvin respecto al punto xy (resp. yo) trasladada
en yo (resp. o). Notemos que ®(OR3) = 9D \ {yo}, que ¥(ID \ {yo}) = OR?, mas atn,
Vod(zx) =z en R2y ®oWU(y) =y en D\ {y}. De lo anterior, también notamos que la
funciéon ® manda el infinito a yy (que es lo que permite simplificar el andlisis en infinito).

Sea entonces 1 una solucién de (2.1.10)) para g(y) = 2ug(¥(y)), y definamos
Or(x) = Pr(P(x)).
Veamos que ¢y, asi definido nos entrega una solucién de (2.1.5)), en efecto, tenemos que
1

|m—m0|4

Adp(z) = Aty (®(2)),

luego, para x € R?, se tendrd que, como ®(R2) C D, A¢g, = 0 en R?. Ademds, se tiene que

ok

14
a]R%r

(1,0) = Vﬁbk(ﬁlao)'VRi(xho)

= DT®(x1,0)Vir(®(21,0)) - vge (21,0)
= (D®(x1,0)vg> (21,0)) - Vibi(P(21,0))
1 Oy

2p 1
2 (@ 0) 4 (2 (a1,0))

= (g (z1,0) + g(21,0)).

12
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Donde ésta tultima igualdad se obtiene pues

1 . B 2u
mg(@(m,@)) = x%—l—qu(\Ij(q)(xl’O)))

= e"10g(2,0)).

Asi, tenemos efectivamente que ¢ es solucion de ([2.1.5]).
Analicemos ahora el problema de existencia para (2.1.10)):
AYp=0 en D
o

— —2up =g en dD.
v

Notemos que tiene estructura variacional, luego se puede escribir en términos fun-
cionales de la siguiente manera, encontrar ¢ € H = H'(D), con el producto interno usual,
tal que

v+ Ky =G, (2.1.11)

donde K : H — H es un operador compacto autoadjunto. En efecto, consideremos el prob-
lema de encontrar ¢ € H, tal que

/VZ/J-V(]ﬁ—?/J/ wgb:/ Ggo Ve H, (2.1.12)
D oD oD
donde g € L*(0D), que se puede escribir como
(Y, 0)u — (¥, 0) 12Dy — 2u(, ) 29Dy = (9, @) 2(9D)-
Definimos entonces L : H — H*, k: H — H* y G € H* como:

E(W)(9) = — /D vo—2u [ vo

Go) = [ g,
oD
Antes de seguir, notemos que gracias al Teorema de Riesz, la ecuacién
Ly=F, FeH" (2.1.13)

tiene una solucion tnica, luego, se puede definir el operador lineal continuo 7' : H* — H,

T(F) =1, donde v es la solucién de (2.1.13)). Dado lo anterior, podemos escribir (2.1.12)) en

términos funcionales como: Encontrar ¢ € H tal que L(¥) 4 k(v) = G, esto, gracias a la

13



Estudio del Problema: 2.1 Buscando el Ansatz

invertibilidad de L en H, es equivalente a encontrar ¢ € H tal que

v+ Tok()=T(G).

Sean entonces K = T ok : H— Hy G =T(G) € H. Vemos que K es un operador
compacto y autoadjunto, luego, la Alternativa de Fredholm nos dice que la ecuacion (2.1.11))

tiene solucion si y solo si
G € Ker(I + K)*.

Ahora bien, tenemos que Ker( + K) = {Zo, Z1,, )]} donde

Zou(y) = 20,(¥(y)) = —2y2,
2uu(y) = 21,(Y(y)) = —2u1.

Ademiés, G € Ker(I + K)* ssi G(%,) = G(%1,) = 0, luego para tener existencia para el

problema (2.1.10]), necesitamos que
/ééou =0y /gém = 0. (2.1.14)

oD oD

Luego, si verificamos las condiciones de ortogonalidad ([2.1.14)), encontraremos 1 solucion de
(2.1.10), y por lo dicho al comienzo, una soluciéon ¢ de (2.1.5)).

Veamos que las condiciones ([2.1.14]) son equivalentes a las condiciones (2.1.8) del enun-
ciado. En efecto, para ¢ > 0, escribiendo 9D como 0D = 0D N B(yo,&)|JOD N B(yo,€)¢ y
recordando que ®(OR%) = 9D \ {yo}, tenemos que existe M = M, > 0, tal que

O([-M, Mc]) = 0D N B(yo, €)°,

m&s aun, tenemos que M. — oo cuando € — (. Teniendo esto en mente, mediante la
parametrizacién de 0D N B(yo, )¢ dada por

r: =M., M.] — 0D N B(yo,e)°
t —r(t) =o(t0) ’

podemos calcular

dr

dt.
dt

M,
/ géw - / 2ﬂg(t7 O)Ziu(t7 0) ‘
ODNB(yo,e)¢ — M,

1Esto es gracias a que cualquier solucién en H'(D) de (2.1.12)), con § = 0, resulta ser acotada, y por lo
tanto, gracias al resultado mencionado al comienzo, una combinacién lineal de Zo, ¥ Z1,

14



Estudio del Problema: 2.1 Buscando el Ansatz

Ahora, de la definicién de r(t) y de @, tenemos que

dr 1 9 9
— = (2 —t?, —2ut
de donde
drif 1 1 e
dt 24+ u? 2

Juntando lo anterior, tenemos que

M,
/ GZip = / 0 g(t,0)2;,(t, 0)dt.
ODNB(yo,2)° —M.

Luego

M
| om= [ et 0p 0+ [ o
oD — M. ODNB(yo,e)

Para concluir, debemos probar que

/ ggw —0 y
ODNB(yo,e) ¢—0

M, oo
[ e (e, 00m, 0,00 — [ e 00g(2,0)z,0)dr

M. e—0 —0o0

Esto tltimo es una consecuencia directa de que g(z) = O(log" |z — z¢|) cuando |z| — co. En
efecto, para € > 0 suficientemente pequefio, tenemos que si |y — yo| < €, se cumple que

3(y) = O(log" |y — wol),
Ziu=—2y1=0() vy

- 1
Rop = 2y = ——+ 0(6)7
L
luego

G200 < Clog" ly —wolyn| v 1§F1] < C'|log® |y — yo| 1|
< Ce |log" [y — wol| < C'|log" [y — yol| + Ce [log" |y — yol| -

15
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Con esto en mente, basta estimar faDﬂB(yo 9 ‘logk ly — vol

€
/ !logk ]y—yoH < C’/ log® rdr
0DNB(yo,e) 0

1

, pero

Por lo tanto, f ODNB(yo.c) GZi, = O(e log” e), lo que prueba la primera parte. Para la segunda
integral, basta notar que

00 M o)
/ 0 (¢, 0) 2 (£, 0)dt — / (1,005, (1, 0)dt = 2 /M €0 (¢, 0) 2, (£, 0)dt
=O( e”“(m)zw(m) log” |z — xo| dx),

ORZNB(0,M)°

pero, tenemos que para cualquier k£ > 1

/ e’ () ziu () log" |z — 20| < 00,
OR?

+
luego

/ e @z, (2) logh |z — 20| dx = o(1),
ORANB(0,M)°
donde o(1) es una cantidad que tiende a 0 cuando M tiende a oco.

Ahora, gracias a (2.1.7), g € LP(0D) para todo p > 1, luego, gracias a la teoria LP (ver

[LM62] para mds detalles), tendremos que ¢ € W!T*P(D) para todo 0 < s < %. Esto, junto
2

con las inclusiones de Sobolev nos permiten decir que ¢ € C%(D), para a = 1 — Top:

En lo que sigue supondremos que (o) = 0, pues en caso contrario, podemos definir

V(y) = ¥(y) — 2p(yo) 21,(y),

que también es solucién, pues Z; es solucién del problema homogéneo y cumple con @Ek(yo) = 0.

Veamos que si tenemos (2.1.7)), entonces tenemos las condiciones de comportamiento en
infinito dadas por (2.1.9) para ¢. Para ello analicemos el comportamiento de 1) cerca de
Yo € OD.

Sea 1y > 0 pequefio y consideremos § € D N B(yo, o)\, ¥ # Yo, y R = 3|y — yo|. Para
el caso en que B(y, R) C D, se cumple que Ay = 0 en B(y, R/2), luego ¢ es de clase C*>
en B(y, R/2), mas aun por la armonicidad, tenemos que para cualquier multi-indice (3, con

16
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6] = s

| D7(5)] < R2+s 1911 (B5,R/2)

luego podemos decir en este caso, como sabemos que 1 € C*(D), que

IV (9)] < Q’ [V2(g)| < < (2.1.15)

R R?’
donde C' es una constante que depende de «, mas precisamente, de alguna norma LP(0D) de

g, donde p = p(a).

En el caso en que T := B(y, R) N dD es abierto (si es un punto, el caso anterior también
vale), sea B := B(y, R) N D, entonces tenemos que 1 satisface

AYp=0 en B

8—w—2/ﬂb—g en Y.
ov

Notar que una solucién de este problema resulta ser suave, pues g lo es en T. Definamos
entonces, ¥(y) = Y (Ry + ), que satisface
AYp=0 en B

8_¢ = 2,uR;D en T,
v

donde h(y) = RG(Ry + 7).

Antes de continuar, recordamos las definiciones de las normas y semi-normas para los
espacios de Holder: Para 0 < a < 1 y k entero no-negativo, se definen

s sup |f(|$$):yl|”£y)’
T#Y
o = [Dkf]a,B - ‘Sﬂ"l:pk [Df] B’

|f|k,a,B = ||f||ck,o<(3) = ||f||ck(B) + [f]k,a,B'

Con esto en mente, gracias a estimaciones Holder para este problema (ver [GTO01] por
ejemplo), podemos decir que para todo 0 < a < 1

W‘zaé < C(’WHLI + WlaB)

17
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ademds, como cerca de 3o, § = O(log" |y — wo|), tenemos que
|h]y 05 < CRlog" R. (2.1.16)
Asi, gracias a (2.1.16) y que ||1/~’||L1(B) = |¥[| 1) < €, nos permite decir que
[U]s,05 < C(1+ Rlog" R),
lo que llevado a la funcién original, nos dice que

log" R
Rlta )’

¢y <CO+

y si consideramos ahora r( suficientemente pequeno, tendremos entonces que R ~ 0, y por lo
tanto

log" R
Vls.08 < Cpima
De aqui obtenemos también que
log" R
<C :
|w|1,a,B — Ra
Luego tenemos que
_ log" R 9 log" R
V@) < C—=,  |[V0)| < O (2.1.17)

esto junto con ([2.1.15]), nos permite decir que para todo ry suficientemente pequeno, y para
todo y € B(yo,70) N D

log” |y —
IVo(y)| < Cw, (2.1.18)
2 10gk|y_yo|
V2(y)| < C———r-
|?J—yo|

Usando ([2.1.18)), y recordando que estamos suponiendo ¢ (yy) = 0, gracias al Teorema del
Valor Medio, podemos decir que

()| < Cly — ol ™ log" |y — wol (2.1.19)

18
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Solo queda ver que se tiene la estimacién para ¢. Recordemos que ¢(z) = ¢(P(x)), luego
1

|z — 20

V2¢(z)| < C<|a:—:co! V2 (D (2))| +

Vo(z)] < ——— [Vi(®(2))]

1
s IveeE).

y gracias a las estimaciones sobre 1, tenemos que, para |x| — oo

1ogk |z — 0
)| < C———m———,
log® |z — x
Vé(z)| < O—’f |x ’2_2', (2.1.20)
— g

log" |z — x|

|V2(b(x)‘ < C

|z — x0|3_a ‘

Para concluir, cambiamos « por 1—q, y notamos que para 0 < & < o < 1y |z| suficientemente
logk\x—m(ﬂ C—

|z—z0]“ ||

grande (gracias a que |z — 29| > p > 0, Vo € RY).

Finalizamos esta secciéon con algunas observaciones respecto a este resultado.

Observacion 2.1. Si tenemos un mejor comportamiento de ¢g cuando |x| — oo, podemos
mejorar la estimacion ([2.1.9). Més precisamente, si suponemos ahora que g(z) = O( )

Bk

tendremos que §(y) = O(|y — y0|k) y por lo tanto la estimacién (2.1.16)) queda como
|iL|1,o¢,B S CRH_k'

Lo que nos permite decir que para |z| — oo, tal como antes,

1 1 1
’(ﬁ(il?)‘ < C| |a+k’ ]V¢( )l ~ W y ‘V2¢($)‘ < CW (2121)

Observacion 2.2. Notar si g es una funcién simétrica respecto al eje y, es decir
g(x,0) =g(—x,0), VzxeR,

y una solucién ¢ (si es que existe) de ([2.1.5)), se puede escoger ¢ simétrica que sea solucién
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del problema, pues basta tomar

7 Qﬁ(l’,y) +¢(_I7ry).

1

2.1.3. Mejorando el Ansatz - error o

Con el fin de obtener una mejor cota sobre el “error” R(z), es necesario modificar el ansatz
inicial. Para ello, utilizaremos funciones ¢, soluciones del problema analizado en la seccién
anterior, escogiendo adecuadamente el lado derecho g.

Consideremos el problema

Ap1=0  enRZ
Dby (2.1.22)

D e'g1=c"g en ORZ,
v €¢1 € g1 n +

donde v(x) = v1(z) = log w; N

1
g =a(v—1)— 51;2.

En virtud de la Proposicién [2.2] para obtener soluciones de este problema, debemos
comprobar las condiciones de ortogonalidad (2.1.8)), donde en este caso zy(z) = zo1(z) y
z1(x) = z11(x). En primer lugar, notemos que g; es una funcién simétrica (v lo es), luego

/ 6”912’1 =0,
OR2
+

independientemente de la eleccién de «;. Para obtener la otra condicién de ortogonalidad,
bastara ajustar el valor de a;. En efecto, tenemos que podemos escribir zy(z) = z- Vo(x)+1

luego
02
/ e’grz0 = / e’ (041(1) -1) - —) (x - Vou(z)+ 1)dx
ORZ ORZ 2

= / (e”(t’o)(v(t, 0) — 1)%’(75, 0)t + e"®0 (u(t,0) — 1)) dt
- 1

e}

00 8 U2
—/ <e vt L (t O)a—(t,O)t—l—e”(t’o)E(t,O)) dt,

o0
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integrando por partes ambas integrales, obtenemos que

/ 2€Uglzoz(a1+1)/ 2611_/ ze’UU.
OR2 ORZ oR2

Luego escogemos «; tal que
(oq + 1)/ e’ = / e’v,
ORZ ORZ

més precisamente, dado que |, oR2 e =2ry | oR2 e’v = —2mlog 2,

a; = —(1+log?2), (2.1.23)

tenemos que ambas condiciones de ortogonalidad se satisfacen, y por lo tanto ten-
dremos una solucién ¢; para (2.1.22)). Mds atin, como g;(z) = O(log” |z — x0|), tenemos que
¢, satisface . Ademas, por la Observacion , podemos asumir que ¢; es simétrica.
Construida esta funcién ¢y, definimos wy(y) := ¢1(y) + a1v(y) y ¢ como una solucién de

Agpy =0 en ]R%r

) (2.1.24)
% —e'¢pyg=¢€"gy en (’3]Ri,
donde 1 ] ) ]
g = Oég(U — ].) —vwy + 5’03 + 511)% - 511)11}2 + §U4.

Nuevamente, para tener la existencia, debemos verificar las condiciones de ortogonalidad.
Como antes, y dado que estamos suponiendo que ¢ es simétrica, g, también lo es y por lo
tanto la ortogonalidad respecto a z; es inmediata. Ademas, notamos que escogiendo ay tal

que
3 2 2 4
042/ e’zo(v—1) = / e’z <vw1 A L U—) , (2.1.25)
OR2 OR2 32 2 4

tendremos la otra condicién de ortogonalidad, y por lo tanto una solucion ¢, para .
Dado que g5 es una funcién simétrica, podemos asumir que ¢, también lo es. Ademas, dado
que ¢, satisface (2.1.9), tenemos que go(x) = O(log* |z — x0]), ¥ por lo tanto, ¢, también
satisface (2.1.9)).

Construidas estas funciones, podemos mejorar el ansatz inicial, al incorporar términos
de mayor orden en la expansion de éste. Como al comienzo, para exponer la idea con mas
claridad, primero entregamos un candidato a solucion que presenta concentracion en un punto,
para luego pasar al caso general.
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Dado £ € 012, sea p > 0 un numero fijo, que solo depende de la geometria de €2, tal que
F:B,(0)NAQ—¢) — MNR2,

es un difeomorfismo y M es una vecindad del origen tal que F(B,(0)NA(02—¢)) € MNOIR2Z,
donde A es la rotacion definida al comienzdﬂ Ademas pedimos que F preserve area. Sea
n: R?* — R una funcién de corte, tal que n = 1 para |z| < £, n = 0 para [z| > p, 0 < n < 1.
Finalmente, para k = 1, 2, definimos las funciones

b1 = On(SF (A — ©)n(Alx — )

Wi () = drelr) + oo ( A — ).

Asi, nuestro ansatz final para una solucién que presente concentracion en el punto & € 02
es

Uela) = (ug<x> + Hea) + (w1e(o) + Higla)) + 5 (wae(a) + Hz,gcx») . (2.1.20)

,uﬁ

P
donde v = €% 11) , u¢ definida como en (2.1.1)), H es la solucién de (2.1.3)), y Hy¢ representa
Z

p
un término de correccion, que esta dado por el siguiente analogo al lema [2.1

Lema 2.3. Sea Hj ¢ solucion de

—Alf[kf + [z[]ﬁg = Awk,g — Wg¢ en §)

OH, = (e“5 — %) en 051,

ov v

entonces, para 0 < a < 1, se tiene que
Hye(z) = aH(z,€) — aglog 26 + O(5),

donde, al igual que antes, H(x,y) denota la parte reqular de la funcion de Green (1.2.4)).

La demostracion de este lema se encuentra al final de esta seccion.

p
5 1

Al igual que al comienzo, supondremos que § = pe 2, 5 < p < C. Buscaremos una

solucién de ((1.0.1)) de la forma u = Ug, + ¢¢;, donde ¢¢; denota un término de orden superior
en la expansion de u. Asi, en términos de ¢ (en adelante omitimos la dependencia en &), el

2Notar que se estd omitiendo la dependencia en ¢ tanto de la rotacién A como del enderazamiento F'
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problema a analizar es

—Ap+¢=0 en €
2.1.27
%—W¢+N(¢)+R en 05, ( )
donde W = pUZ™", N(¢) = (Ug + ¢)» — UP — pUL™" y R = U? — %%, Con el propésito
de estimar el error R, trabajaremos con la siguiente norma en L>*(0f2): Dado £ € 9Q y

h € L*(09), definimos

12l 00 = sup (%) h(z)| . (2.1.28)

zco0 |\ (Jlt — &+ 0

En esta norma, tenemos la siguiente mejora respecto a la cota sobre el error R anunciada al
comienzo, junto con una estimaciéon del término lineal W que aparece en ([2.1.27))

Proposicién 2.4. Dado & € 0N2, sea p solucion de
2 2y [ G1 | (2
g2 = F(6,6) + (6. €) ~ og2) (%42 )

donde H(x,y) es la parte reqular de la funcion de Green (1.2.4), 6 := pue™?, a1 y ay estdn
dados por (2.1.23) y (2.1.25) respectivamente. Entonces existen C, D > 0 y pg > 1, tales que
para todo p > pg

1. ||R||*,BQ S 1%;
2. |W(x)| < De"s®  mas atin, tenemos que para |x — &| < %’\/5, by = Az — &)

e W) 1 v (y)

W(z) = 5 (1+Z—)(w1,s(y) —v(y) — 5

)+ O(]%log3(|y| +1))), (2.1.29)

donde Wy (y) = on(3F(0y)) + apv(y)

En la demostracion de esta proposicion usaremos los siguientes lemas, cuyas demostra-
ciones se encuentran al final de esta seccién

Lema 2.5. Sea ¢ una solucion de (2.1.5)), con g de clase C*(R?), que verifica [2.1.7) y
IVg(z)| = O(|z| " log® |z]) cuando |z| — oo. (2.1.30)

Definimos
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donde F', A, n y & son como antes. Entonces, para cada v € 082, |x — & < &,

0
ov

donde oy = A(x — &) y0 < a < 1.

=) = e [0(5y) + g(w)| + O,

Lema 2.6. Si a,b, c son funciones tales que

a) —Cilog(ly| +1) < a(y) < Cs,
b) [b(y)] + le(y)| < Cslog(ly| + 1),

entonces
b c\* 1 a? 1 a® b
| I O § P b+ LT
(+p—l—p +p3) e {-I—p( 2)—I—pQ(c ab+ =+ 5
a’h vt log® (|y| + 1)
A0 Yy poe Wy
S+ o)+ o D)

Demostracién [Proposicién Para simplificar la notacion, trabajaremos en la variable
auxiliar 0y = A(x — £). Notemos que gracias a la eleccién de He y Hy,

8U€ 1 1 a¢1 6¢2
= Lue@) = EFLE ug () il € ue ()
Gy() (e +p(81/ (x) + aze )—1— <8V()+0z26 ))

pr- 15;0
Por una parte, tenemos que gz £ se puede escribir como
0
Oh ) — (m( Fen)lon) ) - val6)

= 5643 F(00)V(5) Avl8y) + 51(60) V(5 F(5)) DF(5y) Ava(y),

J

Para |z — £| > £, tenemos que €« = O(0), ¢p(+F(0y)) = O(6%) y Vor(3F (8y)) = O(6'+),
para cualquier 0 < o < 1, de donde

oU, 0F) 1 1
—(z )’ < ﬁ<1+ + )
ov pr1§eT p P?
@
p
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En esta region, tenemos también que U = O(%) uniformemente, luego

Ug(2)? < (g)p

p

asi obtenemos para |z — &[> £

() (=) < (€)' +2)

(2.1.31)

Por otra parte, tenemos que gracias a la eleccion del pardmetro i, podemos hacer la siguiente
expansion del ansatz en la variable y

1 1. 1 N
Ue(@) = — [p oY)+ e(y) + siaely) + O +9 M , (2.1.32)
pr 19op

luego para |y| < ﬁg’ podemos usar el lema y obtener

1 0 Ii 1 P

U§($) _ - [1 + U(y) + wLEZ(y) + w2,€3(y) +0 (_<5a +6 |y|)>:|
pr-1 b b p b

v(y) 1 1

g T <U71,5(y) ¥ <y>) = () = )0+ 30°0)

pr-1p-T1

_'_
1. 1 o
F3e0) = G ) + go')) + 0 (ol + 1) + 201l 575 ).

ademds, gracias al lema [2.5] tenemos que

o) o
To) = o |1 2 1)+ 01 0) - 0) o (nel) + () + 00) + 02
e 1/ v2(y) 1 /. .

— [ (et = 2 5 () w0t + 0
#3ud) — g + 50'w)) + 0]
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luego
U, et® 11 1, N N
Ue(z)? — £y — (@) = W 2 v(y) + 5 (y) —wily) — wie(y) | (wi(y) — w1e(y))
1
10 (—310g6<1 +lyl) + 61yl +p25a)] |
p
Para seguir, supongamos primero que 0 < [y| < 55, con 3 = 5% y o como antes. En este

caso, tenemos que

|w1e(y) — wi(y)] = \¢>1(% (69)) — ¢1(y)| = Oy — 6~ F(dy)) = O(S [y*) = O(6%), (2.1.33)
Yosig5 <y < f usando para ¢y,

B1(y) — wi(y)] = |¢1<§F<5y>> )

<Colyf sup

< 06,

para algin 0 < 6 < 1/2. Luego, juntando ambas estimaciones, se logra que, para 0 < 6 < 1/2
y para todo 0 < |y| < ﬁg

(000 + 52200 = w1(0) = 10)) (01 0) = 1)) = O2),

pues en esta region, v(y) = O(p) vy ¢1(y) = O(1). Asi

oU. evW) 1
ey — [o (Elogﬁu Iyl +p% +p259>] |

P __
Ue(a)’ — - Ea

y por lo tanto

VN (e O s 1log"(gl+ 1)
((lx—£r+5)3> (vetar - Grw) | < e+ 0! (G

C
et (2.1.34)

IN
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267

02 =0 (35537

luego, notando que en esta region podemos utilizar el comportamiento asintético de ¢y y sus

. . . U,
derivadas, tenemos que al igual que al comienzo de la demostracion 55 (x) = O ( 5 17 + g),

o (Jy[+1)2
1 1
R)=0(—~—).
(@) <mqm+mﬁ

Vs B B L B A
((|x—g|+5)§) (Ug( )= )) —O(p(|y|+1) ) =0(—=). (2.1.35)

Juntando las tres estimaciones anteriores, se concluye la primera parte de la demostracion.

P
Finalmente, para ﬁg < |y| < £, tenemos que como <1 + %) < el

asi concluimos que

luego

Wl

Para la estimacion sobre W (z) = pU¢(z)P~!, notamos primero que una modificacién del
lema [2.6] usando las mismas hipdtesis, permite concluir que

a b e\ ! 1 a? 1
1+—+—+—) :e“[l—l——(b—a——>+0(—log4y+1)},
( p p* p p 2 p? (Il +1)

luego, para |y| < 37
W(z) = pUr(z)

= 20 [ () o) o)) + 0 w01+ 1)

e () 1

= S [ (91e) - o) - 30200 ) + O o'+ 1)

Anélogamente al caso de U/, podemos decir que si [y| > &, W(z) = O(p(%)p_l), y si
ﬁg < |yl < & W(z) = O(e%™), lo que nos da como resultado la segunda parte de la

26
proposicion.

Para producir una solucién que presente concentracién en £ = (&1,...,&,) € 0Q2™, con-
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sideraremos

é ﬂxl ( )+ Hj(z) + %(wu(x) + Hyj(x)) + ]%(wzj(x) + sz(x))) . (2.1.36)

“'@

donde u; :=ug;, Hj := He,, wij := wie, y Hij := Hig;,1=1,2.

En lo que sigue supondremos, sin perder generalidad, que p; = p, para todo j = 1,...,m,

donde p; es el pardmetro asociado al enderazamiento F;. Ademds definimos ; = Aj(Qg_gj ).
J
Para poder probar un anélogo a la proposicién necesitamos redefinir la norma utilizada

para considerar los m puntos

m

I g0 = sup (Z lmg) W) . (2.1.37)

_b
2

donde 6; = pje 2y é < p; < C son pardmetros. Asi obtenemos

Proposicién 2.7. Dados &, ...,&, € 09, tales que |§ —&;| > 2p > 0 para i # j, sean
W1, - -y [ tales que

log 267
log2u; = H(&,&) <1+;+p2) - ng : <a1+%)

+2 (M) G(&, &) (1+%+%), (2.1.38)

J#i

donde H(x,y) y G(x,y) estdn dadas por (1.2.4) y ay estdn dados por (2.1.23)) y (2.1.25]).
Entonces existen C, D > 0 y py > 1, tales que para todo p > po

1 Rl o0 < 5

2. [W(x)| < D> e @ mas ain, para lr —&| < g\/é_i, tenemos que

W) = S+ —(iuly) = o) = 50°0) + O log' (yl + 1)) (21.39)

Demostraciéon Para demostrar esta proposicion, solo diremos como utilizar los calculos de
la proposicion . Primero, notemos que la estimacion (2.1.31)), es decir, para |z — &;| > p/2,
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para todo ¢ = 1,...,m, sigue siendo valida en este caso. Para hacer la estimacién “cerca”
de &, (|lz — & < p, algin i), notemos que gracias a los lemas y tenemos que, si

vi(w) = v(Ai(5))
LRy
>

i

1 1
(Uj + H; + ];(wu + Hyj) + E(U)Zj + Hz;‘))

“'@

1 1
(uj + H; + Z;(wlj + Hyj) + ]?(U)Qj + sz))

.7
1 1
+ L <Ui+Hi+_(w1i+Hli)+_2(w2i+H2i)>
i p p
7 Q o
_ ( (6. 6)(1+ +—§>+0<6j+|as—sj|>)
i b
«a o log 26?2
T (H<si,si><1+—1+—§>— 8207 oy + 02y logzuz)
/’Lip_l p p P p
Y 1 1 o
il (p o)+ Suni(e) + () + OB + | — &I)) |
pl! b b

luego, gracias a la elecciéon de los pardmetros 1i;, obtenemos que en esta regién

Uie) = — - (p+ 0o+ June) + Suala) 4+ 0 F +l=6)), @140
P 1517 p p

que es idéntica a (2.1.32)), por lo tanto las estimaciones (2.1.34) y ([2.1.35)) se pueden repetir.
Similarmente, se obtiene la misma expansion (2.1.29)) para W (z) = pUg’_l(x).

|
Observacion 2.3. Notar que de (2.1.38)), se desprende que
1 1
[ = exp | =H(&,6) + ZG (&, &) | @ +0(=)), (2.1.41)
2\/e — p

lo que nos permite decir que el sistema ‘) admite una solucién para p suficientemente
grande, y mas aun, que se cumple que < p; < C, para todo j =1,.

Observacion 2.4. Con respecto al término lineal W, podemos decir méas que lo dicho en la
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Estudio del Problema: 2.1 Buscando el Ansatz

proposicién anterior. Notemos que si |z — ;| < ¢ para algin j € {1,...,m}, obtenemos que
1 p=2 1 2 L—QU,(I) )
p|Ulz) +0(=) < Cp(———)" e 7 "W = 0(e™).
p pﬁéj?j
Esta cota sigue siendo cierta si |z — &;| >, Vj = 1,...,m, luego concluimos que
LY @)
D (U(x) + O(—)) =0() 4. (2.1.42)
P’ ;

Demostracion [Lema Con el fin de no recargar la notacion en esta demostracion, supon-
dremos sin perder generalidad que £ = 0 y que A = I. Al igual que en la demostracion del
lema[2.1] definimos z(z) = Hy¢(z)+ay log 262 — a H(z, €). Vemos que z satisface la ecuacién

1
—Az + 2 = Awg e — wie(r) + g log —5 + ag log 262 en )

||
0z Oue z-v(z)
— = ve — -2 o00.
5y — Ok (e 5 e en
Notamos que al igual en el lema [2.1] se cumple
’ % < C§t/a
v La(9Q)

Recordemos que por la definicién de wy ¢, tenemos que

s
wkg(w) = Prg(@) +arv(s)
242
= z) + aylog ———
Pre(2) + ax AT
1
= z) + oy, log 26 + ay, log ———
Pre(z) + ax log k glx—éu(0)|2

luego

[=Az(z) + 2(2)| ) = HAﬁbk,f(l') — Prg(x) + (log # — log m)

La(Q)
Por una parte, tenemos que para 1 < g < 2

1 1
log—5 —lo

- < 9.
P = aw(0)P

La(Q)
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Estudio del Problema: 2.1 Buscando el Ansatz

Analicemos entonces los términos relativos a ¢y ¢, es decir, tenemos que acotar

|1AGke() = bre(@) | o) < N1ADke(@) Loy + 1086 (@)] o)

Por una parte tenemos que

ho= [l as

SO AURER Y
QNB(0,r) QNB(0,r)c

= Ji+ Ja,

donde r es un radio a escoger. Como ¢ ¢ es acotada, tenemos que J; < Cr?. Para |z| > p,
dre = 0, luego solo nos interesa la regién r < |z| < p. Notemos que si 6 'r — oo, entonces
671 |z| — oo, luego tendremos también que 61 F(z) — o} lo que nos permitirfa usar (2.1.9).
Bajo este supuesto, tenemos que

[Pre(z)| =

IN
Q

IN
Q
TN TN

luego Jo, < C' (g)qa. Por otra parte

L - / A (re())[ da

- / ot / .
QNB(0,r) QNB(0,r)c

= J3+J47

Al igual que antes, como A(¢y¢(z)) es una funcién acotada, tenemos que J3 < Cr?. Para Jj,
tenemos que (usando notacién reducida en que indice repetido se suma)
82 1 1 9% 1 OF; OF 19¢y 1
G (GF(z) = = °F J “ 9Ok
o GF@) = Gg s GT @) gy, W @+ 55, GF@) g @)

3de hecho, dado que F es un difeomorfismo, |F(z)| > Cr en esta regiéon
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de donde
AoGFOe -] < 5| Vatre)| pre+ Vo)) are)
- C 52+a +C 51+a
= B2 F(z)te | § F(x)ite
< 0 (Gt )
Luego,
Bon) = |AGGFEIE) + 80D F) + 2V (G F) - Vol

N [(1 1
< C(—) (—2+—+1).
T r r
Ahora, si escogemos r < 1, tenemos que
(’)‘a
Adrel@)l < C (5 )

Juntando todo lo anterior, tenemos que

N\
el ()
r
5& q
2
I2§C(r +())

Luego, escogiendo r = ¢” con 0 < 3 < 3%y p suficientemente grande (de modo que 0 < 1),
tenemos que para 1 < ¢ < 2

1Ak () = dre(@)] gy < CO* = O(8%),

con 0 < A < 1. Finalmente, la conclusion es igual que en ({2.1)), es decir,
A
”Z”CW(Q) < o,
1,1
para0<7<§+a.

Demostracién [Lema Como antes, supondremos que A = I y que £ = 0. Ademés,
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trabajaremos en la variable expandida y = %, con dominio en {25 = ©/§. Como 09 es de
clase al menos C?, se puede representar como el grafo de una funcién suave en torno a 0,
es decir, fijamos R = p/2 (el valor definido al comienzo de esta seccién), de este modo
0N B(0,R) = {(z1,22)/x9 = G(x1)}. Ademas, por los supuestos sobre A y £, pedimos
que G(0) = G'(0) = 0. Usamos también la funcién G, para escribir el enderezamiento como

F(z) = F(x1,72) = (1,22 — G(21)).
Dado lo anterior, nos interesa estimar para y = (yi, y2) € 08,

99

Cly) = |05,

(6y) — "W [&(53,) + g(y)] ‘

= [ VoG r - DFED v, (0) - e [d000) + 900

< VO FE) - (DF(G) -0 () — VOG0 om0 +

Vo) vy 0) — < [30) + 900
< CGi(y) + Caly)-

Consideremos 0 < r < R, un nimero pequeno a determinar, y consideremos primero el caso
r/d < |y| < R/§. Para acotar Cf, notemos que DF(dy) = O(4 |y|), ademas, dado que F' es
un difeomorfismo, F(dy) > C0 |y| luego, si 6 'r — oo,

Cily) < Colyl [Vo(3F(oy))

5 1+«
< Cély (m)

5 51+a
C- =0 .
oF = 05

;r»Oé

Ahora, escribamos 925 como el grafo de la funcién Gs(y;) = 6 'G(dy;). Notemos que
G5(y1) = G'(0y1) = O(6 |y|) para todo |y| < R/d. Asi, tenemos que para y € 0Q2sNB(0, R/§),
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C5(y) se puede escribir como

Ca) = [ VoGP voulo) =[50+ 900

G5(y1) 99 (1
VGs{y)? + 10210
1 ¢ 1

N MEIEY

= Cs(y) + Cu(y).

IA

F(0y))

+

F(6y)) — '™ [é(y) + g(y)} |

. : .
Para estimar C3(y), notemos primero que ‘ NEES]

< |z| para todo x € R, luego

G < 1G22 3R

5 1+«
< Coly (m)

_ 0(51—&-04).

/”'a

Finalmente, para Cy4(y), tenemos que

. a¢' ! —a¢ 1 / 2] 00 1
'W@w SF( y) — 3y2<5F(§y>>‘ < |G5(y)] a—m(gF(éy))‘

O62 [yl? (——

|y‘ (‘yyl—‘ra)

= 0(0°|y["™") = O(8"*).
Por otra parte, se tiene que para B := Qs N (B(0, R/0) \ B(0,r/d)),
1
e'® — "GFO| < |y — Z F(5y)| sup |Ver®)|
0 2€B

53 52
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L 1 1 v(z
e'®g(y) — e”(éF“y)’g(gF(éy)) <ly— 5F(y)l sup |V (e"®g(z))|

53 r
< C|Gs(y)| ﬁlogk’g

2

<P ogh
r o

pues Gs(y) = O(0|y|?). Juntando lo anterior, obtenemos que para r/6 < |y| < R/d, y

cualquier 0 < a < 1
51+a

C(y) = O(—— + 6. (2.1.43)

7-»06
Ahora, para 0 < |y| < /4, solo usamos el acotamiento de las funciones, con que que obten-
emos que C4(y) < C'r. En cuanto a Cy, vemos que C3(y) < Cr y que similarmente, para los
términos relativos a Cy(y), tenemos que

96 1
‘ ST o FOY) - a2<5F<5y>> <

Asi, Cy(y) = O(r +r* + %), de donde concluimos que para 0 < |y| < /6,

2
’

C(y) = O(r +r*+ 3)

Luego, escogiendo r = §73%, tenemos que C(y) = O(0%) para p suficientemente grande.

Usando la misma elecciéon de r en ([2.1.43)), se concluye resultado.

Demostracién [Lema Sea f(x) = (14 7)P, gracias a una expansion de Taylor para el
Logaritmo, obtenemos que

x? s xd

log f(x )—$—2—+@+O(p ),
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asi para z = a + £ + 5, usando las hipétesis sobre a(x), b(z) v ¢(x), obtenemos
p p

CL2 3

log f(x) = a + %(b -+ %(c b+ )+ 0(]% log (ly| + 1)).

Para concluir, usamos la expansién de Taylor para la funcion exponencial, e* = 1+x + %:ﬁ +

a b c\? 1 a? 1 a? 1
1408020 ) e, “(b— =)+ —(c—ab+ —) + O(= log* 1
<+p+p2+p3) ’ eXp(p( 2)+p2(c b <p30g(‘y’+)))

1 a? 1 a> b d’b  a*
— e (14 (b= )Vt —(¢c— .27z
e ( +p(b 2)—l—p2(c ab + 3 + 5 5 8)

2.2. Analisis del Operador Linealizado

El propésito de esta seccién es analizar el problema lineal siguiente: Dado h € L*(052),
encontrar ¢ y cq,...,c,, tales que

/

A+ b =0 en )
06 -
P W¢=h+ ;cje 7Zy; en O (2.2.1)
o0

donde W(z) = pUg(x)P~t y Zj(x) = zi(Aj(“fg?j)) donde z; son las funciones definidas
J
anteriormente. Dado que lo necesitaremos més adelante, hacemos explicitas las funciones Z;:

1— 25] (Aj(x—=E—06;v(§5)))2 i=0
(z) = {

lz—&;—6,v(&;)I? ’
_ 95, Aile=g—dv (&) =1

T ja—g—0,uv(g)P

7.

ij

Proposicién 2.8. Consideremos p > 0 y m un entero positivo. Entonces existe pg > 1 y
C > 0 tales que para todo p > py y cualquier familia de puntos &, ..., &, € 0S) tales que

& —&l>2p Vi#], (2.2.2)
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y cualquier h € L®(09), existe una tnica solucion ¢ € L¥(Q),cq,...,cm € R de (2.2.1]).
Mas atin, se tiene que
||¢||Loo(Q) < Cpllhll, s - (2.2.3)

Antes de demostrar esta proposicion, necesitamos analizar un poco el comportamiento de
las funciones Z;;, cuando se proyectan a €.

Lema 2.9. Sea PZ;; solucion de

0PZ;;
ov

=e"Z;; en df)
entonces, para cada 0 < a < 1, tenemos las siguientes expansiones en C(ﬁ)
PZy = Zo; — 1+ 0(87), PZyj = Zy;+ 0(55),
mas atin, en Cie(Q\ {})
PZy = 0(5;), PZy;=0(5;).
Demostracién Para no recargar la notacién, supondremos sin perder generalidad que A,

es la identidad. Veamos primero el caso ¢ = 0. Definimos f; = PZy; — Zy; + 1, y vemos que
f1 satisface

—Afl + f1 = —Z()j +1 en )
8f1 o u 3Zoj
E =€ ZO] W n 0f).

Tal como en el lema , bastard realizar las estimaciones en L4(Q2), con 1 < ¢ < 2, para
concluir. En primer lugar
(z — & — ov(&))
|

_goga_
/Q|1 o /Q |z =& — 0;v(&))

_ / + / .
QNB(¢;,265) QNB(g;,265)¢

dx

26; =
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Pero

1 q
|z — & — 6;v(&)]

q
dx < 05;?/
QﬂB(éj,Q(sj)
25;
< C’éjq»/ s'79ds
0

<0,

/903(53',25;')

2. (x =& — 5j’/(5j))22
& &)l

L o;v(&5)

Ahora, notando que para |z — &;| > 20;, | — &;| < 2|z — & — 6;v(&;)|, tenemos que

[ fylema o
QNB(&;,26;)¢ M — 5; - 5 v (&)

1
dz < O / S —
QﬂB(gj,Q(Sj)c r— f‘

D
< C’(S?/ s'79ds
2

8

2
2

< 09,
donde D = diam(f2). Las estimaciones anteriores nos dicen que
[=Af1 + fill Loy = O(55)

Por otra parte, para hacer la estimacién en el borde, es conveniente recordar que como estamos
suponiendo que A; = I, luego tenemos que para todo z € 92

(@ —&)-v(@)| < Cle =g 1—v@w(§) < Cle—& (2.2.4)
1+ v(2)s| < Clz =&l v(z)h| < Clz =gl
Ahora bien,
0Zo; 5, (@ =& = 0r(&§))e (@ =& = 0jv(§))av (&) - v(2)
= 7 —49; 1
v Tz — 5] ;v (&) |z =& — ov(&)]
— 26; V(1)) -
[z =& — ov(&)]
luego
gy 9%y s 14wy o1 —v(a) v(§))(@ —§ — 4iv(E))
Yoy Mo =& 0w | — & — 5;v(&)*

— 4; (x — & — ov(§))2(x — é:f) : V(:L‘)’
|z =& — 0, (&)
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Estudio del Problema: 2.2 Analisis del Operador Linealizado

lz—&;1
usando y teniendo presente que m < C, para todo x y para todo d;, obten-

emos que

v v — & —dv(§)]

Ahora, fijando r > 0 pequeiio, obtenemos que para |z — &;| > r

et Z[)j — < C

8Z0j

v

v —

< C(Sj,

considerando el cambio de variable §;y = = — §;

q

azoj 1

/ e — = 0(5]/ dy
OQNB(&;,7) 9,;NB( 0r/§ ) !y —v(0)]
r/d;
< C9;
0 1 -+ S
lo que nos dice que
0
H fi = 0(5)/%) (2.2.5)
v L4(09)
Asi, para 1 < ¢ < 2, obtenemos que
of
=8+ Al + |52 =0

Veamos ahora el caso i = 1. Como antes, definimos fy = PZ;; — Zy;, y vemos que f satisface
la ecuacion

—Afo+ fo=—Z4 en {2
Ofs .. 07
E:eﬂle—a—Vj n Of).

Para |[v — &;| <20, y 1 <¢ <2

q
ONB(g; 26;) onBe 26, | | —&— 66
25,
< 05?/ s'7ds
0

<Ca
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Repitiendo lo hecho en el caso i = 0 (pues en ambos casos la estimacién es igual), obtenemos

1
/ | Z15]" < 0/ —_—
QNB(&;,26;)° QNB(£;,26;)° |z — &l

D
< 05?/ si79ds

26;
< CoL.

Asi, para 1 < ¢ < 2
[=Afe+ f2HLq(Q) = 0(4;).

Para el término de frontera, notemos primero que

0%y _ s wvah (== Er@hlr—&) v

v a—g—ouef o —€— 6,0
1 4p2l8 =8 GOhwvia) - v(E)
N )
luego
e Zy; — % — 452 (=& —=0w())i(v(z) v(&) —1) 495 v(z)

v el e =g — (P
— 45; (x =& —dv(§))i(z — fi) -v(x)
o€~ 6w (©)

usando ([2.2.4]), obtenemos que

J

074 0;
euj Zl‘ o J S C J ,
Tov |z =& = d;v(8)]
luego podemos realizar la misma estimacién que en , es decir
dfs 1
o
v Lq(ag)
Por lo tanto para 1 < ¢ < 2
dfa 1
=8+ bl + | 22| =00
L3(0Q)

La conclusiéon es andloga a la realizada en el lema [2.1] por lo que la omitimos. Para las
estimaciones en C,.(2\ {¢;}), basta notar que las funciones 1 — Zy; y Z;; son de tamano J;
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lejos de @ﬂ.

Para demostrar la proposicion seguiremos los calculos realizados tanto en [DdPMO05]
como en [EMPO6], dividiendo los célculos en 4 proposiciones. En primer lugar estudiaremos
la ecuacién

—Ap+p=f en

2.2.6
8¢ —W¢=h en 0, ( )
v

donde seguiremos utilizando la norma ||-||, 5, para estimar h € L*®(09), e introducimos,
para f € L*>(Q2), la norma

m

17100 = s (Z |+ - )g) (o).

Al respecto, tenemos la primera de la proposiciones

Proposicion 2.10. Existe po > 1 tal que para todo p > py y cualquier solucion ¢ de ([2.2.6))
que satisface ademds las condiciones de ortogonalidad

/ €ujZij¢ = O, Vi = O, 1 j = 1, oo, (227)
o0

entonces

161l ooy < ClIPNL 00 + 1 F1ng)-

Para demostrar esta proposicion, es necesaria la construccion de una “barrera” para poder
S . W
probar un principio del maximo para (2.2.6) “lejos” de los puntos &;.

Lema 2.11. Para p > 1 suficientemente pequeno y 0 < o < 1, existe Ry > 0 y una funcion
suave 1 1 Q\ UL, B(&k, Rody) — R tal que

_A@Z) + Qﬁ >c (1 + Z m) en §) \ U?:lB(fka R()(sk)
L% s 1+Z en 90\ UM, B(€x, Rod)
v _5 ‘1+g k=1 y L0
Qﬁ >0 en ) \ U?:lB(fka R()(sk)
L P >1 en QN (U?:18B<£k, Ro(sk))

4esta estimacién se puede mejorar, pero no necesitamos mas que eso en este trabajo.
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Donde las constantes Ry > 0 y ¢ > 0 pueden ser escogidas independientemente de p. Ademds
0 < ¢ < M uniformemente en Q\ U, B(&k, Rodx).

Demostracién [Proposicién [2.10] Gracias a la barrera del lema [2.11} podemos deducir el
siguiente principio del maximo: Si ¢ € H'(Q \ U™, B(&, Rody)), satisface

—A¢ + qb Z 0 en( \ Uzlle(éka Ro(sk)

¢ _ We¢ >0 en dQ\ U B(&, Rody)

ov
QZS Z 0 en Q2N ( lelﬁB(fk, Rgék)),
entonces ¢ > 0 en Q \ UL, B(&, Rod). Sean f,h acotadas y ¢ una solucién de (12.2.6)

que satisface (2.2.7). Al igual que en [DAPMOA], podemos estimar |[¢|| ;o q) en términos de
171l 005 1 f e ¥ la siguiente norma interior

loll; = sup 9]

QUL B(&k:Rodr))

Repitiendo lo hecho en [DAPMO05], obtenemos que

161l oo ) < CUIRNL o0 + 1 fllse o + 191]3)- (2.2.8)

Suponiendo por contradiccién que existen p, — oo y puntos &7, ..., & € 0§ que satisfacen

(2.2.2) y funciones ¢n, hn, fn tales que [[¢n| ey = 1, |Anll, 90 = 0, |f]l.cq — 0, tales que
para cada n, satisfacen (2.2.6)) y (2.2.7)). Gracias a ([2.2.8]) y los supuestos anteriores, tenemos

que ||¢nll; > d > 0 para todo n. Con esto, podemos asumir que para algin j, se tiene que

sup |pn| > d > 0.
QQB(§j7R05j)

Definamos qgib(y) = ¢n(5j7nA;1y + &;n), luego estimaciones elipticas nos permiten decir que

¢2731 converge uniformemente en compactos a &700, una solucion de con p = 1, luego, por
el resultado mencionado anteriormente, se puede escribir como una combinacion lineal de z
y 2. Por otra parte, gracias al Teorema de Lebesgue (como ||¢7 ]| < 1), podemos pasar las
condiciones de ortogonalidad al limite, para obtener que

/ ezdl =0, i=0,1,
ORZ

lo que contradice QZA)(])O # 0.
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Demostracién [Lema [2.11] Siguiendo lo realizado en el lema 4.3 de [DAPMO05], definimos
(r = &) v(E)

wlj(l‘) - 5; rl+o

donde r = |z — &; — d;v(&;)|. Un calculo directo muestra que

o

Athy; = O(=2)  en Q.

r2+o‘

Ahora, para ¢ > 0 suficientemente pequeino, y R; suficientemente grande (pero independiente
de p), tenemos que

O ; 07
81/] > crlia para Rid; <r <e.
También definimos i
%j(l') =1- r_]"’
que satisface
5o
2
—Ayy; = 0o ﬂﬁ y
Oy o7 )
a_ljj = (Tlio) S1 R15j<7“<5.

Luego, para C} suficientemente grande, pero independiente de p, tenemos que

3j = P15 + Cjiby;

satisface .
—Ahz; + 13y > UQTQﬁ para Ri6; <r <e.
Ademés, recordando que para |z — ;| < p, W(z) = O(e¥) = O(f—é), obtenemos que
s, 07
ayj — Wipg; > c'rlia para Rid; <r <e.

Para concluir, definimos n; € C*(Q), talque 0 <n; <1, n; =1en QN B(&,e/2) yn; =0
en QN B(&j,¢)¢, con |Vn,;| < Cy |An;] < C en €. Luego para vy solucién de

—Awo—f—l/}():l en €2

O
E =1 en 39,
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la funcion .
¥ =Cvo+ anwsj:
j=1
con C' una constante suficientemente grande, satisface las condiciones requeridas (la de-

mostracién continia de manera andloga a la hecha en el lema 4.3 de [DAPMO05] por lo cual
la omitimos).

Proposicién 2.12. Existe py > 1 tal que para todo p > py y cualquier solucion ¢ de ([2.2.6))
que satisface ademds las condiciones de ortogonalidad

/ €uj21j¢ = 0, Vj = 1, e,y (229)
N

entonces
9]l Leq < TP, 50 + 1 llh0)-

Demostracién Siguiendo a [EMP06], probaremos esta proposicién por contradiccién, en
donde suponemos que py ||hnll, 5o = 0, Pu || fall.o — 0, pero solo se satisface (2.2.9). Luego,

tendremos que la funcién limite ¢/_ debe ser proporcional a zy, mas precisamente

¢l (y) = Cizo(y) en Cp (RY).

La contradicciéon se obtendra al probar que C; = 0 Vj = 1,..., m. Para ello, utilizaremos la
funciones Zy; como base para construir funciones test apropiadas. Comenzamos por definir
s, #1 solucion de
As =0 en ]Ri

B (2.2.10)

5 e’s =¢€"(20+ (v —1)) en ORZ
v

La existencia de s y [y esta garantizada por 2.2l Més ain, dado que lo necesitaremos més

adelante, tenemos que

VA2
[ome €728 1
=7 = == 7; =3 (2.2.11)
oR2 € zo(v — 1) —2m
Definimos también ¢ como una solucién de
At=0 en Ri
ot (2.2.12)

2
— —et=¢" en 81R+.

ov
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Si bien es cierto, [2.2] garantiza la existencia de ¢, con el fin de fijar ideas supondremos que
t(y) = 2z0(y) — 1, que efectivamente es una solucién de (2.2.12)). A partir de estas funciones y
Zyj, construimos

g9i(x) = s;(x) — B11og 267 Zo; () + PLH (&, &)t;(x)
donde

55(8) = s( Fy(Ay(r — )nl Ay — ) + buoy(o)

J

() = (AT 8) — 1 = Zoy() — 1.

J

Antes de continuar, debemos corregir esta funcién para llevarla a 2. Para tal efecto, definimos
Psj(x) = sj(z)+ Hs;(z), donde Hs; es un término de correccién definido como una solucién
de

—AHs; + Hs; = As;j — s en
8Hsj o uj 8Uj
o = 51 <€ $> en 0f2

Tal como en el lema , podemos decir que Hs;(x) = f1H(x,§) — f1log 267 + O(6) para
cualquier 0 < a < 1. También, definimos PZy;(z) y Pt;(z) = PZy; — 1, donde PZ; esta
dada por el lema [2.9, Construidas todas estas funciones, definimos

Pg;j(x) = Ps;(x) — 1 log 267 PZo;(x) + B1H (&5, &) Pty(x)

Ahora, notemos que gracias a la expansién anterior y el lema antes mencionado, obtenemos
que

Pgj(x) = gj(r)+ BiH(z,§) +0(05)  en C(9), (2.2.13)
Pgij(z) = [iG(x,&;) + O(65) en Cioo(Q\ {§}). (2.2.14)

Notemos que la funcién Pg; satisface

—APg;+ Pg; =0 en )
0Pg;  0s; ou;
85] - 6_85 + <euj a %) — Bilog 207" Zy; en 0Q (2.2.15)

+ B1H (&5, 85)e" (t; +1).

En lo que sigue, para no recargar la notacién, omitiremos la dependencia en n, ademas

definimos R = p/2. Entonces, tenemos ¢ solucién de (2.2.6). Multiplicando (2.2.15)) por ¢ e
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integrando por partes, obtenemos que

0Pg;
/ <_g] — Wng) o= / hPg; + / fPy; (2.2.16)
oo \ OV oQ Q

Debemos analizar cada uno de estos términos. En primer lugar, estimemos |, o0 MPY;:

/thgj - / (Z |5U—€k:‘+5k ) (Z Ix—€k|+5k)3>ng

121l 00 /zm (Z (7 — &l +5k>g) Pyj,

k=1

N\W

IN

pero
V5
3 ng = +
o0 (|lx — &| +6,)2 00NB(&;,R)  JOONB(E;, R)°
- [1 —+ [2.

Para estimar [;, hacemos el cambio de variables §;y = A;(z — ¢;), de donde
I / L Pgi(65; A7y + &)
1= —— Pgi(0AT y +§
oa,nBo.R6) (Jyl+ 1) 7 ’

1

= —% v(y)
/an ;nB(0,r/6;) (|y| + 1)%

1
0;(6;45 y+§j>+51/ .
a;nB(0,R/5;) (|y| +1)2

1 1
- 10g252/ (Ul 1) + B1H(E;,&; / —t(y
1 J a;nB(0,R/s;) (|y] + ) Z0(y) W H ( J ]) o,n508/5) (7] + 13 (y)
1 1
Y / T HG Ay 6,) + 0072
aemonsy (ol £ DT Y &) HORTR)

1
= —Bllog%?/ ———2(y) + O(1)
02;nB(0,R/5;) (|y| +1)2
= O(|logd;])
= O(p).

Para I, basta notar que lejos de §;, la funcién Pg; es uniformemente acotada, y

VS oi/s),

(Jo — & +6;)2
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luego I = O(4/9;), de donde

/(9 Vo Pg; = O(p).

o (|Jz—&|+06;)2

Para completar la estimacion de esta parte, debemos acotar, para k # j, términos de la

forma [, %ng. Como antes, hacemos la separacién en |z — | < Ry |z — &| > R.
T—Ek|+0k) 2
Nuevamente, como Pg; es uniformemente acotada en |z — | < R, tenemos que

VO
3P i = 0(1).
/BQmB(gk,R) (|z — & + 0x)? g9; () (1)

Para el otro término, notamos que Pg; = O(|log ;) (solo cerca de &;), luego para 0 < o < 3,
tenemos que

/ VO py) = oW [ Pg;(x)

anBe Ry ([T — &l + 08)7 OONB(&x, R)°

= O(e’%).

Con esto concluimos que
/ hPg; = OWIIA. o).
o0

De manera analoga, tenemos que

/Q FPg; = O fllure):

El lado izquierdo de (2.2.16)), debemos analizarlo con mas cuidado. En primer lugar, escribi-

1mMos
dPg;
[ -wea)o = | v o
o9 v OONB(§;:R\/65)  JOONB(§RNB(ER/E)  Joan( U BléR)e

oy
Z O0NB(&x,R)

K]

= J1+J2+J3+ZJ4I<:~
k#j

0Py,
ov

Veamos primero J3 que es el término mas simple. En primer lugar, necesitamos estimar

47



Estudio del Problema: 2.2 Analisis del Operador Linealizado

en esta region. Tenemos que

0Pg; 0s; L O, N - .
ayj = a—yj + 5 (e i — 8_1/]> — By 10g2§J2.e i Z0; + BLH (&, &)e"t; + BLH(E;,€;)e
0 1 | -
- % (S((S_FJ(AJ<x - 5])))”(Aj(x - 5]))) + 616“3 — ﬁl log 25?6 JZOj
j

+01H (&5, 85)e" (t; + 1)

Ahora, gracias al lema , mas precisamente en ([2.1.43)), podemos decir que en esta region

5t (G B G -G -g) ) =06, 0<a<

luego, como € Zy; = O(63) y € (t; + 1) = O(63), tenemos que

9Py,
ov

Esto, la estimacion (2.2.14)) y el hecho que en esta region e* = O(9;) y W(z) = O(p(%)pfl),
nos permite decir que

= Bie" + O(517).

Jg - O((SJ)

Para estimar Jy, al igual que en la estimacién anterior (notar que seguimos estando uni-
formemente lejos de §;), tenemos que

Pg; = BG(x,&)+ 0(55)

OPg; s N
oy = e 00,

pero respecto a W, debemos separar los casos. En primer lugar, para |z —&| < Ry,
tenemos la estimacion ([2.1.39)), es decir, para oy = Ax(x — &)

_ ev(v) ( 1 vQ(y)) +O(10g4(|y| + 1))) .

1+ ]_?(wlk(y> —uly) - — p

48



Estudio del Problema: 2.2 Analisis del Operador Linealizado

Juntando lo anterior, obtenemos que para k # j

OPg; .
/ (%2 -wro)o = 5 [ "1
OQNB(&,R/5%) v OQNB (&, RV/5%)

O 1
-5 | C G )0+ 00
OQNB (&, RV5%) k p
_ ﬁl / evggk
90NB(0,R/v/3;)
G ) / 3 + o(1)
8QkﬂB(O,R/m)

= o(1),

donde la ultima estimacion es gracias a que

R C’k/ e’z = 0.

/aﬂmB(o,R/\/m OR%

Ahora, para R\/0;, < |v — &| < R, solo podemos decir que W (z) = O(e*), luego, como en
esta region e = O(0,) y G(z,&;) = O(1),

0Py, _
( ay - WPQJ) ¢ -

/amB(gk,R)\B(sk,R\/m

5 | (e~ W(@)Gl,£) 6 + O
IONB (&, R)\B(&r,RV3Y,)

0 / W () + O(52)
OQNB(&k,R)\B(&k,R\/0k)

o[ )+ 0(57)
ONNB(£,, R)\B(£k,Rv/05)

0 / e") +0(52)
O0kNB(0,R/6;:)\B(0,R//3)

= O(V/6r + %) = O(\/5y).

Veamos ahora Ji, en primer lugar, notemos que gracias a estimaciones analogas a las real-
izadas en el lema , podemos decir que para |z — &;| < R\/5—j

0Pg;
0 8Vj

= e"g; + e Zoj + B H (&5, &5)e” + O(65),

49



Estudio del Problema: 2.2 Analisis del Operador Linealizado

asi

oP
5,2
ov
donde R; es un término de correccién dado por

Rj =" (Pg; — g; — BiH (&, &)

Luego, haciendo el cambio de variables §;y = A;(z — &)

OPg; o
J = / (53'6—5] - 5jWP9j> ¢’
09;NB(0,R/\/5;)
— / ') zo(y)gzﬁj
09,;nB(0,R/+/5;)
+ / (ev(y) — 5JW(5JA;1Z/ + 53)) Pg](éjAgly + é})(lgj
09NB(0,R/\/5;)
- [ RGBT + 0,
09,;nB(0,R/+/5;)

donde 0 < § < L. Dado que ¢/ — Cjzy y [|¢/]|e0 < 1, tenemos que

/ e’ Wzo(y) ' = C/ezO+O(52

09,NB(0,R/+/5;) OR3

(SjWng' = GUjZ[)j + (evj - 5JW)P9] - Rj + 0(5?)’

Ahora, utilizando la expansién (2.1.39) para W (z) y la expansion en esta regién para Pg;,
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tenemos que

/ (e® — §W (A7 y + &) ng((SjAj_ly_i'gj)ng =
09,;NB(0,R/\/5;)
1 o - v? b4+ oL
-7 (wlj - 5) Po,(0)é +O(3)
99,NB(0,R/+/5;)

1 v s v?
= —5 / e gj(éj )Q&j (wlj — U — ?>
09,;NB(0,R/\/5;)

B .y _ 3 v?
—?1 / "¢ H(0;A7 'y +€5,€)) Wy —v =5 ) +0(
09,NB(0,R/+/5;)

1
)

log 207 N 2
= & / e’ 2o’ (wlj — v — U_) +o(1)

P 2
09,;nB(0,R/+/5;)
02
= -0 / e’(wy —v— 3)z8 +o(1).
OR2

El término que resta es el correspondiente a R;, para estimarlo, usamos la expansién ([2.2.13))
y el hecho que [,.. €'z = 0 para obtener
+

[ Rmeat e - o),
09,;NB(0,R/\/5;)

Reuniendo los calculos anteriores, se llega que

2
J1 = C; (/3R2 ez — B /B]R2 e’(wy —v— E>Z§> +o(1)
¥ T

Finalmente, para J,, gracias a ([2.1.43)), obtenemos que

OPg;
0 3VJ

= €% g+ €% Zo;) + BLH (5, &5)et + O(6;79),
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luego, para 0,y = A;(z — &;)

/amB@j,R)\B(&j,R\/é?) ( v

5.
/anij(o,R/aj)\B(o,R/\/a_j) ( ’

/ e’z + / (") — 8;W (2)) Pg; ()& dy
09,NB(0,R/8;)\B(0,R/+/5;) 09 NB(0,R/8;)\B(0,//5;)

_/ R;¢’ +O(617).
09,NB(0,R/8;)\B(0,R/+/5;)

Pero, recordando que estamos suponiendo que ||¢[| <1

/ e”zoggj = 0(5?/2)7
09,NB(0,R/3;)\B(0,R/+/5;)

y para 0 < 0 < 1/2

/ (7 — 6, (2)) Pg,(2)5 | dy
09,;NB(0,R/5;)\B(0,R/+/5;)

<

/ |(e" — W (x))Pg,(z)| dx
9ONB(£;,R)\B(&;,R+/5;)

_ (e =Wy +1 [

9ONB(&;,R)\B(&;,R\/5;)

= —[hlog 25]2'/ (e = W)Zoj + O(\/4))
OONB(£;,R)\B(&;,R/5;)

/ (e" —w)H (z,&;) + O(0F)
DB, R)\B(&;,R/5)

= 0(8%).
Con lo que

1
JQZO((5]0>, O<9< 57

de donde, juntando todo lo anterior, y recordando que 3 = %, (2.2.16|) se puede escribir como
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Para obtener la contradiccion, necesitamos probar que

1 v?
v, 2 v 2
e’zy — = e'(wy —v——)z;
ORZ 2 ORZ 2

Dado que no conocemos explicitamente la funcion ¢, y por lo tanto la funcién w;, debemos
analizar el término | oR2 e’z2w;. En primer lugar, usando (2.1.22) y la definicién de wy,
tenemos que

>c>0.

Aw; =0 en ]RQ+
> (2.2.17)
% —e’wy = —e”% en G]Ri.

Para calcular la integral mencionada, sea Z una solucién de

Az=0 enR}
o3 o (2.2.18)

vy 2
— —e'Z=¢e"% en JRI.

ov

La existencia de tal Z esta garantizada pues se verifican ambas condiciones de ortogonalidad,

es decir
/ e'zoz = / e'z5 =0,
2 2
OR2 OR2

mds aun, podemos encontrar una solucion explicita de esta ecuaciéon. Recordando que 2, es

solucién del problema homogéneo ([2.1.6]), tomando

820“

) = )| ——1-a Y

=1 (93 + (y2 +1)%)*

encontramos una solucion de (2.2.18)). Con esto en mente, multiplicando (2.2.17) por Z e
integrando por partes, obtenemos que

(2.2.19)

1
/ e'zowy = ——/ e zv?, (2.2.20)
OR2 2 Jor2

que es una integral que involucra solo funciones conocidas. Con esto, podemos decir que

Lo que concluye la demostracién.

93



Estudio del Problema: 2.2 Analisis del Operador Linealizado

Proposicion 2.13. Existe py > 1 tal que para todo p > pg y cualquier solucion ¢ de ([2.2.1)
entonces

10l Lo < Cp IR, 50 -
Demostracién Gracias a la proposicién 2.12] tenemos que

161l 1q < OBl 00 + D les])

J=1

pues |le" Zyj||, oo, < 4. Al igual que antes, razonando por contradiccién, supondremos que
H¢nHLo<>(Q) =1y que

Dn thu*,aﬂ — 0, pn Z ‘Cﬁ >d>0. (2.2.21)

=1

Nuevamente, omitiremos la dependencia en n y denotamos ¢/ (y) = ¢(5jA;1y+§j). Sea ahora
PZ,; como en el lema . Multiplicando (2.2.1)) por PZ;; e integrando por partes obtenemos
que

/ hPle _'_ ZCk/ eukzlkPZU = / (euj — W)Ple(b—i_/ (le — Ple)euJ¢
o0 k—1 o0 oN o)

En primer lugar, dado que PZ;; es uniformemente acotada en €2

/hpzlj < c/ 1|
o0 o0

< C HhH* BQZ/ ’x _ fk’ + 5k)3/2

< / L o)
a5 o

= Somg T TP

< Clihll.on-
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Por otra parte, para 0 < § < 1/2

/ (e =W)PZy¢ = / +/
o0 B(¢;, RSN J B(;,Rv/Er)no0

(e“j — W)le¢ + 05;1/ (Guj — W)Z1]¢

/B@-,Rm)maa B(&;,Rv/3)N00

+O(v/9; 1191l )

/ (e — W) Zy;6 + O | 6]LL).
B({j,RM)ﬁ@Q

Veamos un poco més en detalle la integral del lado derecho, usando la expansion de W, y el
cambio de variables d,y = A;(z — &;)
1

/ (e = W)z = __/
B(&;,Rv/67,)NO0 P JB(0,r/\/5,)n09;

= 0 Il (2.2.22)

1 1
e’ 216;(wn —v—5v°) + Oz 191

Tenemos también que

/Xzf4vmw4=0@wwg
o0

Finalmente, debemos estimar f 00 € Z1xPZy;. Para k = j, tenemos

/ eujlePle = / —|—/
o0 0NB(&;,R) 0NB(&;,R)°
= / " Z1;PZ1; + O(5))
00ONB(&;,R)
= / GujZl2j —f- O(éj‘ / e“fle)
00NB(&;,R) 0QNB(¢;,R)

ev2? + 0(55-‘“)

I
S~

0,;NB(0,R/5;)

_ / €722 + O(50"). (2.2.23)
o)

2
]RJr
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Y para j # k

/ e ZPZy; = / +/ +/
0 OONB(&x,R) INNB(£;,R) 0ON(B (&, R)UB(£;,R))¢

_ m@/ e%aw+mﬁ/ PZu;) + 0(635,)
O0NB(&,,R) o0NB(&;,R)
— 0(6;6) (2.2.24)

Asi juntando todo lo anterior, tenemos que

Z el = !¢H + (141l 00) (2.2.25)

= 0(1),

luego, como en la proposicién anterior (pues la estimacion anterior prueba que el lado derecho
de (2.2.1)) tiende a cero y podemos repetir el argumento usado antes), tendremos que

q@j — Cjzp, en Cloc(]Ri).

Gracias a esto ultimo, y el hecho que estamos suponiendo que ||¢[|_, = 1, podemos mejorar

la estimacion ([2.2.22)), pues

1 1
/ e’z10i(w; — v — ~v%) — C’j/ e’ z120(wy — v — =v?) = 0J°
B(0,R/\/5;)002; 2 OR? 2

asi tenemos que

/ <“u—>zw—d—wn>
B(&;,RVER)N00

de donde

m

> el = 0(p) +O([|]l. o0);

j=1

lo que contradice ([2.2.21)).

Concluimos esta seccion con la demostracion de la proposicion inicial

Demostraciéon [Proposicién Siguiendo la notacién de [EMPOG], para probar la existen-

Spues la funcién eVzp(w; — v — 02) es simétrica
2
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Estudio del Problema: 2.2 Analisis del Operador Linealizado

cia de soluciones de (2.2.1)), consideramos

K¢ = {ZCjPZu:Cj € R, para j = 1,...,m},

J=1

Kg_:{QSELQ(aQ):/BQ€UjZ1j¢:O,Vj:17...,m}.

Sea Il : L?(02) — K, definido como

Megp = > ¢;PZy;,
j=1

donde ¢ = (¢;) queda unicamente determinado, gracias a (2.2.23)) y (2.2.24), por el sistema

m

/ e Zyp(p — Z ¢jPZ;) =0, paratodok=1,...,m.
o0

=1

Definimos también IT¢ = Id —IT¢ : L*(992) — K¢ . Definidos estos operadores, la formulacién
débil de la ecuacién ([2.2.1), se puede escribir como: Encontrar ¢ € Kz N H'(Q), tal que

(6, 9) () — /aQ Wop = ., hi, para todo 1) € Ké NnHY (Q).

Gracias al teorema de representacion de Riesz, podemos reescribir esta ecuacion en K, é N
H(Q) como:
(Id+ K)¢p = H,

donde, en términos formales, H = II¢(—A +1d) " 'hy K = —II¢(—A +1d)"'W resulta ser un
operador compacto en K, é N H(Q) gracias a la inclusién de trazas.

Finalmente, la Alternativa de Fredholm garantiza la existencia de soluciones para H €
K, j, pues la ecuacién homogénea ¢+ K (¢) = 0 admite solo la solucién nula, como lo demuestra
la proposicién [2.13]

Observacion 2.5. Dado h € L*>®(Q), sea ¢ la solucién de (2.2.1)) dada por la proposicién .
Multiplicando la ecuacion por ¢ e integrando por partes, obtenemos que

2 o 2
161 —/mw +/mh¢.
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Ademds, gracias a la segunda parte de la proposicién 2.7, podemos decir que

|/ We? < C o .
o0

por lo tanto
161l 1) < CUIRIL o0 + 19]l)- (2.2.26)

2.3. Problema No-Lineal Auxiliar

Consideremos el problema no-lineal

([ —Ap+0=0 en )
@—W¢:R+N(¢)+ic»e“j2~ en 05}
v el Y (2.3.1)
/ €ujZU¢:O ijl,...,m,
\ JoQ

donde W = pUg_l, N(¢) = (Us + ¢)P = Uf — pUg_1¢ y R=U~- %Lf, y Ug estd dado por
(2.1.36)). Respecto a esta ecuacién tenemos el siguiente

Lema 2.14. Sea m un entero positivo. Entonces existe pg > 1 tal que para todo p > pg, y
para toda familia de puntos &1,...,&, € 0N2, tales que

& — &l > 20, Vi#F,
la ecuacion (2.3.1)) admite una unica solucion ¢, ci,. .., cn, tal que

C
6]l < 5 (2.3.2)

Mas atin,

7j=1

Demostracion De acuerdo a la seccién anterior, en términos del operador T', el problema
(2.3.1]) se puede escribir como

¢ =T(N(¢) + R) = A(¢). (2.3.4)
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Estudio del Problema: 2.3 Problema No-Lineal Auxiliar

Para 6 > 0, consideramos el espacio

— 0
£ {oec@:lol. < 5}
Gracias a la proposicién [2.8] tenemos que

1) < Cp (IR, 0+ IN (@), 00) -

Por una parte, por la proposicién IR, 00 = O(#). Y respecto a N(¢), tenemos las
siguientes estimaciones para ¢, ¢1, o2 € Fy

o IN(®)ll, 00 < Cp 8]l
o [N(¢1) = N(92)ll, 90 < Cpméxizi 2 ||dil, [|61 — 2| -

En efecto, tenemos que

IN($(@))] < plp - 1) (U<x> n 0<]§>)p_ oo,

V(@) = Mo <50 - 1) (U10) +063)) mxlo [6a(a) — oalo)]

para cualquier z € 0€, luego por (2.1.42) v || > €“||+90 < 4, podemos concluir las estima-
j=1

ciones anteriores. Tenemos asi que para cualquier ¢, ¢, oo € Fy

D
4@l < DPUIN(O), 00 + 1Bl 00) < O Il2) + ]

1A(61) = A(62)lly < CDIN(61) = N(6)|. 50 < CF* (m ||¢@-Hoo) 61— 2l

donde D es una constante independiente de . Luego para ||¢|| < 1—133, tenemos que

D 2D
B

JA@)].. = 0<}3 16]l.) +
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Estudio del Problema: 2.3 Problema No-Lineal Auxiliar

luego escogiendo 6 = 2D, tenemos que A es una contraccion en fgﬁ pues

1) — A, < = 161 — .,

Luego existe un tnico punto fijo ¢¢ € Fy. Ahora, gracias a ([2.2.25)), tenemos que

= 1 1
Z'CJ| = O(IR[], o0 + [N (D), 00 + ~ [10lls) = O(=),
=1 p p
y por la Observacién [2.5]
1

161710 = Ol (8]l + IN (). 00+ IRl 00)) = O%)

lo que concluye el resultado.

Para concluir esta seccién, discutimos acerca de la continuidad y diferenciabilidad de la
funcién ¢ = ¢, respecto al parametro £ = (&1, ..., &n).

Sean & = (&1,...,6),) v & = (&, ..., &), satisfaciendo |} — &;| > 2p para todo i = 1,2
y j # k. Tenemos que ¢ = ¢¢, — ¢, satisface —Ap+¢p=0en Qy

09

(31/ W§1¢ = ((U§1 + ¢£2)p - (UE2 + ¢£2)p)

_ 0
+ (U& + ¢€1)p - (U& + ¢§2)p - pUg 1(¢£1 - ¢E2) ov

(U, — Us,)

_|_

Ms

cj(€2)(€" (1) Z15(&1) — €9 (§2) Z15(€2))

1

<.
Il

+

Ms

(¢j(&1) = ¢(€2))e™ (€1) Z1;(&1)-

1

<.
Il

6Notar que es en este punto donde es necesario que el error decaiga al menos como p%.
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Pero, gracias a (2.1.42)), tenemos que
|(Ues + ¢6,)" = (Uey + ,)” = pUE (061 = ), o
< Clp—Dllp(Us, + 0(}%))’)_2“*,89(”% — el + 196l 166 — el
<Cp=Dllge = telle (196l + 06 ll),

donde |||, 5, es respecto a & . Gracias a la proposicion y lo recién probado, obtenemos
que

||¢£1 - ¢§2||oo < Cp H(U€1 + ¢§2)p - <U£2 + ¢f2)pH*,aQ

- | | 0
+ > le(&)l e () Z1;(61) — €% (&) Z15(&)ll, oo + Cpll5, (U = Ug)ll 00

Jj=1

+ Op(p - 1) H¢51 - ¢52Hoo (l|¢fl||oo + ||¢€2||oo)7
y por (12.3.3]), obtenemos que

106, — ¢6sll oo < CPII(Uey + ¢6,)" — (Ue, + 06)° |l 90

C 0
s D lle (&) Zu(&) — € (&) Zuj (&), 0q + Cpllg Ve = Ug, )llx00-

J=1

Esto, para p suficientemente grande, nos da la continuidad de la aplicacién en L*(2), y
en virtud de (2.2.26) en H'(Q). La diferenciabilidad es una consecuencia del Teorema de la
Funcion Implicita aplicada a la ecuacién:

Q& ¢) =17 [Ue + g+ (—A 4+ 1d) " (Ug + 11z ¢)*] + e = 0,

donde II¢ y HEl estan definidos en la demostracion de la proposicién . Tenemos que
G(&, ¢¢) = 0y el operador linealizado

0Q _ _

6_¢(§’ d¢) = g [Id + p(—A + 1d) ™" (Ue + Iz ¢ )" I | + 10
es invertible para p suficientemente grande, en efecto, gracias a la Alternativa de Fredholm,
basta analizar la unicidad de las soluciones en K= de la ecuacién g—g(f,gbg)[dj] = 0. Esta
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Estudio del Problema: 2.4 Reduccién Variacional

ultima es equivalente a

—AYp+1Y=0 en )

oy

o Wi =p (U + qbg)p_l )+ Z c;e"Zy; en OSL.

j=1

Gracias, a la proposicién (2.1.42)) y el hecho que ||¢¢|| = O(}%), obtenemos que

11l < Cp[p (Ue + 06" 9], 50

N
< CP* 1Y)l 1]l Ip(Ue + 0(};))” 00
C
< 19l < 9]l
p

para p suficientemente grande, luego v = 0.

2.4. Reduccion Variacional

Ahora que tenemos una solucién de ¢(&),c1(§),...,cn(§) de (2.3.1), obtendremos una
solucién de (2.1.27)), si existe £ = (&1,...,&n) € 00" tal que |§ — & >2pi#Jy

() =0 Viji=1,...,m. (2.4.1)

Notemos que ([2.4.1)) tiene una estructura variacional heredada del problema (1.0.1]). En efecto,
consideremos el funcional de energia

1 1
Jp(U,) :§/Q|VU|2+U2—m aQupH,

y la restriccion finito-dimensional de éste, dada por

F(&) = J,(Ue + ¢e). (2.4.2)

La siguiente proposicién nos dice que puntos criticos de F corresponden a soluciones de
@.41).

Proposicion 2.15. Sea F definido como antes, entonces tenemos que F es de clase C', mds
ain, para p suficientemente grande, si DeJF(€) = 0, entonces & satisface (2.4.1]).

Demostracién Como la aplicacién & — ¢(£) es de clase C* en H'(), la condicién de

62
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regularidad sobre F es inmediata. Ahora, si suponemos que D:F () = 0, tendremos que

0= /Q(V(U(f) + o)V (De(U(E) + ¢(€))) + (U(E) + o)) (De(U (&) + 6(£))

_ ]ﬁ (U(€) + d(&)PDe(U(€) + 6(€))
=Y / 4 245 (DU (€) + Ded(€))
— Z / " Z1;DeU () Zc] DE € 215)6(€)

Pues [,, €% Z1;¢(€) = 0. De la definicién de U(&), obtenemos que

=Y {0 [+ B+ })<wu< )+ Hy o) + (o) + Hoy o)

+ () + Hay ()0, o uj} |

pero gracias a la definicién de w;+Hj, O¢,), (w;+H;) = PZy;0,), 10g j1j— 5 P Z1;01;. Ademds,
Xewn (wij + Hij) = O(1) + O(0; )5kj, luego como v = O(p~!),
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Por otra parte,

a(fk)l( le) = e" (ZUZOJ V'Zl(y) : y‘ :A_(z%j)>a(fk)1 log M

~ N2+ (4, (Y

J

)))5ky

Luego, tenemos que

0= 006 F( = —— > (6) [ e

e 7, P o+ O (— 116l ) S I (6)
j=1

y usando (2.2.23)), (2.2.24)) y (2.3.2), obtenemos que

m

0=l [ A+ OGE I,

Oppey ! j=1

y como la estimacion anterior vale para todo p suficientemente grande, necesariamente,
ck(€) = 0 para cualquier k =1,...,m.

2.5. Expansion de la Energia

El propdsito de esta seccién es hacer un anélisis de F(§), dando una expansién asintética
de éste. El siguiente lema, nos dice que el término principal de F (&) viene dado por la funcién
©m(&) definida en ([1.2.5):

Lema 2.16. Sean p; dados por (2.1.38) y v = -
T

a(blj

931/

F(&) = mpry® + 4mry? + 1y° o (§) + o Z/ ),
1o}

uniformemente, para todo & = (&1,...,&y), tal que |§ — & > 2p sii # .
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Demostracion Tenemos que
F(&) = Jp(Ug + o¢) = /|V Ue + ¢¢)I” + (Ue + ¢¢)? ——/ (Ue + ¢e)P*.

Por una parte, multiplicando (2.3.1) por Ug + ¢¢, integrando por partes y usando (2.3.3)),
obtenemos que

p+1 2 2 - ) uj
fGeroertt = [ 9+ 00 + ek 0+ Dol [ e 20

/ IV (Ue + 00)* + (Ve +00)° + O,
luego
1
IV 0 = (=) | [+ 00)f + We 66 + O)
1 1
= (§—m) {/Q(\VUH +U§)+2/Q(VU§V¢§+U§¢§)

1
+ [(96i + 1) + 00
Q p
Desarrollemos el término I := [,,(|VU|* + U2)
[ = /(|VU§|2+U§)
Q
-/ DRLISIAE
. =
= Z/ IVU|* + U?) +2Z/ (VU,VU; + U;U;).

J#
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Por una parte, tenemos que

oU;
VU + U= | U
/Q(I | i) O
2
_ w@) , 1 (0%u w@ ), L (99 (@)
¥ [/m(e +p<8y () + e +p2 5 () + age X

p—1
7

1 1
(mm+mw+;mmnﬂmm+ﬁwmw+@uw}

2

v ; 1 D1 1 }
= —5 e“luﬁ—Hi + - Ul—l-HZ +O— .
{/aa ( ) p Joo OV ( ) (p)

p—1

25

Veamos el comportamiento de la primera integral

20; 25
U; i H’L 1 1 i HZ d
/((m T /89 @ — & — ow(&)I” (Og |z — & — s (&) " (x)) !
25; )
- ; 1 H(z,&)+0(87) | d
Aﬂw—&—@waf(%u—@—&maf+ (r6) + 00 ) dr

cambiando a la variable 6;y = A;(z — &;) obtenemos que

2 1
/89 o0 [y — v(0)[* ly — v (0)[*
—f—H(élAZ_ll’ -+ 5“52) — 210g 51 + 0(6?)) dI

pero para 0 < o < 1,

2 ) )
fo o ~ T OO [ o = ~imles2 + 006)
' 2
/ 5 (H(6A] v + &, &) — H(&,&)) = 0(57),
o0 |y — v(0)|

luego
(2.5.1)

/ e (u; + H;) = —4nlog2 — 4mlog é; + 2mH (&, &) + O(6%).
e}
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En cuanto a la segunda integral, podemos decir que

0¢1; / O ( 1 >
w;, + H;) = lo + H(x,&) | dx
a¢1i 1
= 0i——(0; Ay + &) %
ooy ( y+&)

1
ly — v(0)]
y notando que 51%(&14;@ +&;) = O(1) obtenemos que

1 01,
w;, + H;) = —2 lo 51 ’
oo OV ( ) & oo Ov

+0(1). (2.5.2)

Juntando (2.5.1) y (2.5.2)), tenemos que

2 i 1
/ (VUL +U2) = 1 {—47rlog2 — 4rlog 6; + 2w H (&, &) + 21og b; / 001 +O<—>} ,
Q Iuipj on oV p
2
y como & = pie 2y p; T =1— ﬁlogﬁbi + O(}%), se tiene que
0P, 1
/(\VUZ-I2 + U?) = 2pmy® — 4wy log 2 + 2mH (&;,&;) — 8w log i + 77 00 O(=).
Q aq OV p3

Similarmente, para i # j,

oU;
/(VUZ'VU]' + Uin) = / U;
Q aq OV
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pero

Uif, N 1 )
/396 (UJ+HJ) = /@Q |37—fz—5V(£z ( ’x_gj 'V(fj)|2 +H($7£j)> dx

= (10g x + H(&,&5) + O(0; + 07 |y|a)> dx
69 ly — v(0)?

_ / 1(0)‘2@@,@”0(5 + 62 [y]*)) da
= wG<&,£ﬁ>+0(6»+5§“>'

de donde, como (uiuj)_p%l =1- %(log i +log pu;) + O(%) =1+ O(%)
1
(VU £ U0) = 921Gl ) + O).

Reuniendo lo anterior, tenemos que

m

/ ’VU§|2 + Ug - Z {(2277?72 — 4my?*log2 + 2 H (&, &) — 8mlog pu; + 72/ 8(/511»)
. o}

ov
i=1 Q

+2) rG(6, &) + O(= )]

J#

= 2pmmy? — dmny*log 2 + 27y° Z (—410g wi + H(&, &) + Z G(&, @))

=1 J#i
+'7 Z/ ¢12 7

pero por (2.1.41)), 4log pu; = —2log 2+4ay+2(H (&, &)+> . G(&;, SJ))—I—O( ), luego, recordando

JFi
que a; = —1 — log 2, obtenemos que
/Q VU + U = 2mpry* + 8mry” — 2%72(2 H(, &)+ Z G(&,€)))
i=1 i
- I 1
2 L+ 0(=). 2.5.3
| T TOCH) (25.3)
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Por otra parte, gracias a (2.3.3) y (2.5.3)), tenemos que

2 / (VU e + Uetre) + / (Ve +62) < 21Uellmey 9l + 0el2n o

1
O(W)a

lo que concluye la demostracién.

2.6. Demostracion del Teorema

Sea (1, = (092)™ \ D, donde D denota la diagonal, es decir,
O ={£€ (O™ & # & sij#i}.
De acuerdo a la proposicién obtenemos una solucién de ([1.0.1)), si podemos encontrar

&= (&,...,&n) punto critico de F(§). Esto es equivalente a encontrar un punto critico de

~ 1 2 m b
FO=5 <f<s> —mpro? —amm? - 23 [ g;) |
j=1

Por otra parte, gracias al lema[2.16| para & € Q,, = {5 € Qm, & — &;| > p, para todo i # j},

podemos decir que

F(E) = on(©) +O0). (2:6.1)

donde O(%) es uniforme cuando p — oo. Siguiendo lo realizado en [DAPMO05], mostraremos
que la funcién

om(€) == (H(& &)+ Y G(&.&))

i=1 i

posee al menos 2 puntos criticos en 2,,.

En primer lugar, ¢, es de clase C' y es superiormente acotada en Qo (luego en Qm),
ademas

o(&, ..., &n) — —o0, cuando |§; — ;| — 0 para algin @ # j,

luego es evidente que, como p es arbitrariamente pequeno, ¢, tiene un maximo M en (),,.
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Por otra parte, podemos utilizar la teoria de Ljusternik-Schnirelmann para obtener una
cota inferior para el nimero de puntos criticos de ;, usando la categoria cat(€,), que
denota el cardinal minimo de un recubrimiento de €2,,,, compuesto por subconjuntos cerrados

y contractibles de €2, (ver [Str00] para algo més sobre la categoria).

Notemos en primer lugar que cat(€2,) > 1. De no ser asf, tendremos que cat({2,,) = 1,
luego €2, debe ser contractible en si mismo, es decir, existe €% € Q,, v una funcién continua
[:0,1] x Q,, — Q,,, tal que para todo & € Q,,

ro,§) =¢ T(1,¢=¢"

Sea ahora, f : ST — (,,, definida por f(£,) = (&1, &1€X™ ..., &> %), que resulta ser una
funcién continua. Finalmente, sea 7 : [0,1] x S* — S, dada por

7](75751) =mo F(ta f(gl))7

donde 7, denota la proyeccion sobre la primera componente. Luego 1 es una homotopia entre
S! y un punto, lo que es una contradiccién.

Asi tenemos que cat(Qy,) > 2 para todo m > 1. Luego si definimos

== {C C Q,, : C cerrado y cat(C) > 2}

— sup inf @, (€), 2.6.2
c=supinf €3] (2.6.2)

la teorfa de Ljusternik-Schnirelmann nos dice que ¢ es un nivel critico para ¢,,. Si ¢ # M,
entonces tenemos que hay al menos 2 puntos criticos de ¢, en €),. Ahora si, c = M, la
definicién ([2.6.2) nos dice que hay al menos un subconjunto C' de €2,,, con cat(C') > 2, donde

©m alcanza su maximo, luego en este caso, ¢, tiene infinitos puntos criticos en 2,,.

Como este tipo de puntos criticos se preservan bajo perturbaciones pequenas en norma
uniforme, obtenemos que gracias a , para p suficientemente grande F (&) posee al menos
dos puntos criticos &7, &. Luego, la funcién wu;,(z) = Uer () + der(x), i = 1,2, gracias a
(2.1.40) v (2.3.3), cumple las propiedades asintdticas anunciadas.
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Capitulo 3

Conclusiones y Trabajos Futuros

En primer lugar, notamos que el anélisis realizado es completamente analogo a lo realizado
en [EMPO0G]. Si bien es cierto, ambos problemas son de naturaleza distinta, en la forma, los
problemas son “iguales”. Como se ve a lo largo de este trabajo, las ideas usadas son las
mismas, sin embargo hay pequenas diferencias, que se producen por tratarse de un problema
de frontera. Por ejemplo, las demostraciones se dificultan, e incluso, se obtienen resultados
menos explicitos. Un reflejo de aquello es el lema . En [EMPO06], prueban, gracias a la
armonicidad de las funciones en cuestién, que

OH
PZii = Z;i — 8780, ———(-, &) + O(82),
1 1] ]8(5])1( f]) ( ])
situacién que formalmente debiera repetirse en nuestro caso, sin embargo en nuestro analogo,
s6lo somos capaces de probar, via teoria LP, que

PZU == le + O((Sja)

Este resultado, tal como se puede apreciar en el lema 5.1 de [EMPO0G], tiene vital importancia
en cualquier intento por hacer que la expansién de la energfa F(€) sea en norma C*.

Otra diferencia que se produce por tratarse de un problema de contorno, es la existencia
de las soluciones wy que se necesitan para mejorar el ansatz. En el problema interior, tenemos
que la simetria radial del problema limite, permite buscar solo las soluciones radiales de éste,
estudiando la ecuacién ordinaria que aparece. Mds atn, el lema 2.1 de [EMPO6] nos entre-
ga soluciones suficientemente explicitas para realizar cdlculos. En nuestro caso, al no tener
simetrias tutiles en el problema limite, sélo pudimos hacer el estudio via la Alternativa de
Fredholm y teoria Holder para entregar existencia y comportamientos asintoticos de las fun-
ciones wy, lo que obligd a buscar métodos alternativos para hacer algunos calculos explicitos
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respecto a estas funciones, que eran necesarios (por ejemplo, lo hecho en ([2.2.20)))

Otro comentario que no se puede dejar de hacer respecto a estas funciones wj, y su uso
en la construccién de las soluciones anunciadas en el Teorema [l1.1] es el hecho que en el caso
de un dominio convezo, no es necesaria la inclusién del enderezamiento Fj en la definicién de
las funciones wy;, mas precisamente, basta con definir (pues la convexidad asi lo permite)

I—gj

0j

i () = 014550 + a4, (E ),

j
para que el ansatz final sea tal como antes. Este cambio se ve reflejado directamente en los
lemas y donde, si bien los resultados siguen siendo ciertos, las demostraciones se
simplifican bastante. Mds ain, se puede modificar un poco el ansatz (y de paso el lema ,
redefiniendo las funciones Hy;, para hacer que efectivamente que la funcién wy; + Hy; sea la
proyeccién de wy; sobre H'(2), es decir, Hy; solucién de

—AHy; + Hyj = —wy; en €
aHk, ws awk'
5, = ¢ w o+ fig) = =575 en 0,
donde fi; = fk(Aj(ngj))a y
1 1 1 1 1
fily) = =5¢%  faly) = —vwr + 30"+ qut = Gune? £ o,

lo que no afecta el resultado final y de paso muestra la gran semejanza entre este trabajo y
lo hecho en [EMPO6].

Respecto a los trabajos relativos que se podrian hacer a futuro, estd lo ya mencionado
respecto a expansién C' de la energfa. Si bien es cierto, en el teorema no usamos tal hecho,
dicha estimacion es fundamental en la demostracién de un andlogo a lo senalado en la obser-
vacién 8.1 de [DAPMO05], es decir, que asociado a cada punto critico topoldgicamente no-trivial
de ¢, (por ejemplo, méximos locales o puntos silla posiblemente degenerados, que no son
considerados en la demostracién del Teorema , existe una solucion con concentracion en
tales puntos criticos. Para lograr esto, se necesita mejorar el lema [2.9] para tener una expan-
sién C! de las funciones PZ;; (lo que se intenté realizar durante el desarrollo de este trabajo,
pero no se logré probar més que la expansién entregada), para luego hacer que la estimacién
de F(§) sea también en norma C'. Esto sin embargo es sélo el comienzo, pues tal como se
comenta en [EMPOG], para obtener una expansién C! de F(€), la gran dificultad surge por
le diferencia entre el decaimiento exponencial de los pardmetros de expansién d; = uje_g y
polinomial # del error R(x). La idea que surge, es mejorar el ansatz U, incorporando mas
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términos en la expansion. Formalmente, esto seria considerar

m

U§:Z_1<uJ+H +Z wkj+ij)>7

Jj=1 /LJ
donde las funciones wy y Hy; se escogerian adecuadamente, con el fin de eliminar del error

todos los términos de la forma =y obtener asi un decaimiento exponencial.

Un trabajo pendiente, pero de naturaleza distinta al presentado a lo largo de esta memoria
de titulo, es el analisis del comportamiento de la solucién de minima energia u, de
cuando p — oo. Siendo mas claros que al principio, debiera ser posible demostrar, tal como
en [AG04] y [RW94], los siguiente resultados

1. Existe C, independiente de p, tal que para p suficientemente grande

1
0<5<||up||oo<(]<oo.

2. Para cualquier sucesién p,, — 0o, tenemos que

1
Pn Hupn ||§;:+1(8Q) _O>O 2Te,

Dn Hupn”Hl(Q) o 271'6

3. Si definimos
Up(y) = <€p) (up(gpy + gp) P(é—]?))?

donde ¢, € 0N es un punto donde u, alcanza su maximo y 9, = . Entonces

1
] i ' pSpup(zp)P~?
para p, — 00, existe una subsucesmn de v,, (denotada 1gual) tal que Up, — U en

C? . (R2), con v( ) = log w (que resulta ser la solucion de con parametros
t=0yp=1).

4. Para cualquier sucesién u,, de u,, existe una subsucesién (denotada igual), tal que

Tim . = Ve
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