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Prefacio

Este apunte ha sido confeccionado para el curso trimestral Andlisis Complejo dictado en los programas de
Magister y Doctorado en Matematicas de la Universidad de Talca. El propdsito de este escrito es recopilar
materias expuestas en diversos libros y organizarlas en la manera presentada por el autor en el transcurso del
curso.

En este curso se diversos temas relacionados con el andlisis complejo. En una primera parte se estudian
funciones complejas y se introduce la nocién de diferenciabilidad compleja a través de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann. Posteriormente se revisa el teorema y la férmula de Cauchy para curvas que son C! a
pedazos, asi como los teoremas de Morera y de Goursat, que permiten ver que las distintas nociones de
diferenciabilidad compleja son equivalentes. Adicionalmente se obtiene distintas aplicaciones del Teorema de
Cauchy, como lo son las estimaciones de Cauchy y el teorema de Liouville.

Por otra parte, se hace una introduccién al estudio de singularidades de funciones complejas donde
se revisan el teorema de singularidades removibles de Riemann y el teorema de Casorati-Weierstrass para
singularidades esenciales. También se hace un estudio de las series de Laurent donde se obtiene la respectiva
féormula de Cauchy, asi como también se obtiene la férmula de los residuos.

El curso concluye con una breve introduccién a los aspectos geométricos de las funciones holomorfas,
donde se clasifican los automorfismos del disco D(0, 1), del plano complejo C y del plano extendido C U {oo}.

Cabe mencionar que tanto algunos contenidos tedéricos, como algunos ejemplos han sido extraidos de
la bibliografia sefalada, con el fin de que este apunte sea lo mas auto-contenido posible. Ademas se han
incorporado ejemplos y ejercicios de autoria de quién escribe este manuscrito para complementar los contenidos.

Finalmente, aclarar que este apunte estd en permanente construccion, por lo que la exposicién de algunas
materias, tanto como la lista de ejercicios, puede variar en el tiempo. Adem3as algunos contenidos pueden
estar incompletos, y quizds se puedan encontrar algunos errores de tipeo.



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Nuameros complejos

Durante este curso usaremos indistintamente diversas notaciones para los niimeros complejos. La primera
notacién es la cual usa la identificacién de C con R?, esto es, C se puede considerar como R? equipado con
las siguientes operaciones

(x1.y1) + (X2, y2) = (x1 + x2, 1 + y2)
(X1, ¥1) - (X2, y2) = (X1X2 — y1y2, X1¥2 + Xoy1).

Y =M Z fommmmm e e

Figura 1.1: Representacién vectorial de un niimero complejo.

Otra notacién se obtiene de denotar por 1 = (1,0) e i = (0, 1) y usar estos elementos como base del
espacio vectorial R? sobre R, es decir

(x,y)=x-1+y-i=x+1y,

y usualmente se denota z € C como z = x + iy, donde x = Re(z) se dice que es la parte real de z e
y =1Im(z) es la parte imaginaria de z. Un ejercicio es verificar que con estas operaciones C es un cuerpo y
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que mediante la identificacion x = (x, 0) tenemos que R C C como sub-cuerpo. Notar que bajo esta notacion,
las operaciones se escriben como
(x1 +iy1) + (o +iy2) = (x1 +x2) +i(y1 + y2)
(x1+iy1) - (o +iy2) = x1x0 — yiyo + i(x1yo + y1x0),
de donde
i?=—1.

También definimos Z = x — iy, el conjugado de z = x + iy € C, que se deja como ejercicio verificar
satisface

Z W=Z-W
z+ZzZ=2Rez
z—z=2ilmz

Finalmente, usando la identificacién de C con R? podemos equipar a C de la topologfa de la norma
Euclidiana en R?. Usando la notacién de z = x + iy tenemos que

2] = 1, Y)lla = VX2 +y2 = VRe(2)? + Im (2)2

define una norma que hace que C sea un espacio métrico completo o de Banach (es isométrico a IR%Q). Un
ejercicio simple es probar que
zP==z-2z
lz| = 2],
lzw| = |z||w],
[Re (2)], [Im (2)] < |z],
la identidad de Pitdgoras

21+ 2 = |2 + |22 + 2Re 2125,

y gracias a las propiedades de la norma Euclidiana se deduce que

(desigualdad triangular) |21 + 22| < |z1| + | 22]

N 2N N
Sz <Yz Iwil?
k=1 k=1 k=1

Observar que la nocién de convergencia en C estd dada por

(desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Zn—>Z<:>]anZ‘j>0
n—oo

que no es mas que la nocién de convergencia en R? mediante la norma Euclidiana. Dentro de los conceptos
topoldgicos, usaremos la siguiente notacién

D(z,r)y={weC:|lz—w|<r}

S(z,r)y={weC:|z—w|=r}
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Figura 1.2: Representacién polar de un ndmero complejo.

para denotar las bolas (discos) abiertas y las esferas (circulos) cerradas en C. Notar que 0D(z,r) = S(z,r) y
que D(z,r)=D(z,r)US(z,r).
Otra forma de representar niimeros complejos es mediante coordenadas polares en R?, esto es

(x.y)=(r.0),
donde x =rcosf e y = rsenf, lo que en la notacién z € C se traduce en

z =r(cosB + isenb),

lo que da pie para definirl e’® = cos@ + isen@. Esta definicién se puede motivar, al menos formalmente por
ahora, de la siguiente manera: recordar que

[e.e] n

X
eng —
n!

n=0

o0 x2n
cos(x) = Z(—l)”(zn)I
n=0 '

o)
X2n+1

pu— —1 n y
sen(x) 2( ) Grr 1)
de donde si usamos x = /8 tenemos que

, > (ig)"
o0 — Z (/n!)

n=0

RS A AN i
I TR TR T M

62 64 _ 63 6
:(1_2'+4|_>+l<9_3|+5|_>

!Esta identidad se conoce como identidad de Euler. Algunas veces se denota e’ = cis 0
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= cos(0) + isen(6),

lo que dice que, al menos formalmente, nuestra definicidn tiene concordancia con las funciones reales conocidas.
Con lo anterior como motivacion, también podemos definir

(1.1) e? = Y = XV = e (cosy + iseny)

y usando las propiedades de €, cosy y seny se puede verificar que (ejercicio)

Notar que debido a la periodicidad de las funciones trigonométricas, tenemos que e es una funcion 2mi
periddica, esto es
e? = e*tkM Yke.

Con lo anterior, la notacién polar de niimeros complejos es z = re’®, donde r = |z| y 6 € [0, 27) (notar
que e’ = e/(9+27K) phara todo k € 7). El valor de 6 suele denominarse como un argumento de z y se denota
como arg z. No decimos que es el argumento, pues depende de como midamos los angulos. Usualmente
utilizaremos 0 € [0,2m) 6 0 € (—m, 7| (en este Ultimo caso se dice que 6 es el argumento principal que
denotaremos por Arg z). En cualquier caso, si pensamos en que los dngulos se miden modulo 27, tenemos
que si z = r ey w= e entonces

Z W= r1r2ei(91+62)

de donde se concluye que (cosf + isenf)” = (e’e)” = e/ = cos(nB) + i sen(nh), también conocida como la
formula de De Moivre.

Una de las ventajas de esta notacidon es que nos permite calcular de manera sencilla las llamadas raices de
la unidad.

Ejemplo 1.1. Encuentre todos los z € C tales que zV = 1. Para resolver este problema, notemos que como
zN =1 entonces |z|Y =1y por lo tanto |z| = 1. En particular z debe ser de la forma z = e/ para cierto
6 € R. Como ademas sabemos que 1 = e'® si y solo si ¢ = 27k para algtin k € Z, obtenemos que 6 debe

satisfacer ok
N6 = 21k = 0 — %

luego las N-raices de la unidad estan dadas por z = e para

oefolndn | 2vr

1.2. Funciones complejas

En lo que sigue, y salvo que se sefiale lo contrario, el conjunto 2 denotard un conjunto abierto en C = R?.

Definicién 1.1. Decimos que f : Q — C es continua si f(z,) — f(z) para todo z, — z € Q. Denotamos
n—oo n—oo

a la clase de funciones continuas sobre Q como C(Q2) o C°(Q).

Observacion 1.1. Notar que si tenemos una funcién f : 2 — C entonces para cada z € €, f(z) € C, luego
podemos definir

u(z) =Ref(z)
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v(z) =Imf(z),
de donde f(z) = u(z) + iv(z). En este contexto, podemos utilizar la identificacién C = R? y notar que
f:Q — C es continua si y solo si u, v : Q C R?> = R son continuas.

Las siguientes proposiciones son resultados clasicos de analisis y topologia (ver por ejemplo [12, 13].)
Proposicion 1.1. Limite uniforme de funciones continuas es continuo.

Proposicion 1.2 (“Criterio M" de Weierstrass). Sean fx : Q — C una sucesion de funciones acotadas (resp.
continuas) tales que existe una sucesion (My)ken de valores reales tales que

m Sup,cq |f(2)| < My para todo k €N, y

=D reny Mk < 4o0.
Entonces f(z) = Y ey f(2) esta bien definida para todo z € Q y es acotada (resp. continua) de Q2 a C.
Observacion 1.2. La convergencia de ZLV:1 fi(2) a X yen fk(2) es uniforme en Q.

Proposicion 1.3. f : K — C, f continua y K compacto (conexo), entonces f(K) es compacto (conexo).

Definicién 1.2. Dado Q C R?, decimos que f : Q — R es de clase C! si f, = % yf, = g—; existen y son

continuas sobre 2. La clase de funciones que satisfacen esta propiedad se denotard como C 1(Q). De manera
similar definimos C*(Q) para k € N.

Una funcién f : Q — C se dice que es de clase CK(Q) si se puede escribir como f = u + iv, donde
u, v : Q — R son funciones de clase CK(Q).

Ejemplo 1.2. » f(z) =0es C>.
» f(z)=2zy g(z)=Zson C™.
= f(z) =|z| es C pero no C*.
n (2) =|z|? es C°.
» P(2) =] o ajkZ/Z¥ es C.

En R? tenemos dos direcciones independientes, las direcciones “x" e “y”,y a partir de ellas podemos
definir las respectivas derivadas parciales a% y %. Una particularidad de estas derivadas parciales es que

satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

Ox oy
ax 1 a0
ox oy
oy =0 gt

En variable compleja, también podemos pensar que tenemos dos direcciones, la direccion “Zz" y la direccidn
“Z" (notar que x = %(Z +Z)ey= %(Z — 7)), y quisiéramos definir un concepto de derivada parcial que
satisfaga

0z 0z
2zt a7z 0
0z 0z
2=0 =L
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Si recordamos que z = x + iy entonces es natural pensar que 5(?2 = 3ax + /b v Y az = CaX +idg, a . Si

resolvemos el sistema de ecuaciones para a, b, ¢, d (ejercicio) obtenemos que
o 1[0 i 0
9z 2\ox Oy

y
o _1(o .0
9z 2\ox oy)’

Proposicion 1.4. E/ operador % es lineal (escalares en C), satisface la regla de Leibniz, la regla del cociente,

vy la regla de la cadena, esto es

d af g
of fﬁg

7(f'9)=§9+ 3

d
9 i _ 59~ 5
82 g2
of dg
*(f 9) = 3z 9'5-

i el
Lo mismo ocurre para zz.

Demostracion. Ejercicio.

Corolario 1.5. Para cada n € Z se tiene que
0
~ (Zn) — nz”_l,

0z
Ademas %(k) = %(k) = 0 para todo k € C.

Demostracion. Argumentamos por induccién en ny notamos que el caso n = 1 es inmediato debido a la

a_ (Zn) _ nzn 1

construccién de a@
Si el resultado es cierto para n, entonces de la regla de Leibniz podemos escribir

% (Zn—i-l) — aﬁ (Z . Zn)
*—(Z) z" +Z (z")

=z"+z-nz" -1

=(n+1)z".

Esto prueba el resultado para n > 0. El caso en que n < 0y la derivada respecto a Z se dejan como
ejercicio. |

1.2.1. Funciones holomorfas

Definicion 1.3 (Funcién holomorfas). Diremos que f : Q2 — C es holomorfa en Q si f es una funcion de

clase C en Q que ademas satisface

of
g_o

en todo punto de <.
Al conjunto de las funciones holomorfas sobre 2 lo denotaremos H ().
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Ejemplo 1.3.

f(z) = z es holomorfa en C.

P(z) =

Proposicion 1.6 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Si f = u+ iv es holomorfa, entonces u, v satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann

(C-R)

Reciprocamente, si u,v € C*(Q) que satisfacen (C-R) en todo Q, entonces f = u+ iv es una funcién

holomorfa en 2.

Demostracion. Si f = u+ iv es holomorfa, entonces % =0, lo que se traduce en que

es decir

» f(z) =0 es holomorfa en C.

f(z) = |z|? es de clase C! pero no es holomorfa.
f(z) = z" es holomorfaen Csin>0,yen C\ {0} sin<O.
P(z) = > 4_o akz" es holomorfo en C.

Z,’)’I’,ﬁ\f:o an.mz"z™ es holomorfo si y solo si a, , = 0 para todo m > 1.

du  Ov
ox oy’
Ou  0Ov
dy  ox

pero fy = ux + ivx y f, = uy +ivy, luego

de donde

of
"= oz
S 2\ox  ay)’
f = —ify,
Uy + v = —i(uy +ivy) = vy — iUy,
Uy = Vy
Vx = —Uy

Proposicion 1.7. Sea f : Q — C una funcion holomorfa, entonces

Demostracion. Tenemos que

or _or __or
0z Ox IOy

=5 (h—if)

N —

= 5 ((ux +iv) —i(uy + ivy))
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_ % ((ux + iv) — i(=vx + ity))

1 .
=3 (2uy + 2ivy)
= —if,.

Proposicién 1.8. Sea f = u+ iv : Q — C una funcién de clase C? que ademds es holomorfa, entonces
Uxx + Uyy = 0 ¥ Vux + vy, = 0.

Demostracion. Como f es de clase C2, entonces u es de clase C2, y de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
tenemos que

Uy = Vy
Vi = —Uy.
derivando la primera identidad respecto a x y la segunda respecto a y obtenemos que
Uxx = Vyx
Vxy = —Uyy,

pero como v es de clase C2 se debe tener que Vxy = Vyx, de donde se sigue el resultado para u. La demostracion
para v es andloga. |

Definicion 1.4. Una funcién u: Q — R de clase C? se dice armdnica si satisface Au = Uy + uyy, = 0. El
operador diferencial

02 02
T ox2 T ay?
se conoce como operador de Laplace o Laplaciano.
Proposicion 1.9.
o 0 0 0

A=455: "“5zaz

Demostracion. Sea u una funcién de clase C2, entonces
0 [0Ou 0 (0u Ou
*oz (az) ~%ez <ax * ’ay>

(2 o) (2, e
- \ox oy) \ox oy

= Uxx + [Uyx — [Uxy + Uyy
= Au.

La otra identidad se obtiene de forma similar. [ |

Volveremos sobre este tipo de funciones en el Capitulo 7.
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1.2.2. Funciones complejo-diferenciables
Definicién 1.5 (Diferenciabilidad). Diremos que f : Q — C es diferenciable® en zy € Q si

i f(zo+ h) — f(20)
h—0 h

existe. Cuando dicho limite existe, lo denotamos por f'(zy).

Observacion 1.3. Notar que al igual que en andlisis en R, una funcién diferenciable en zy es continua en zg,
esto ocurre pues existe § > 0 tal que si 0 < |h| < ¢

f(zo+ h) — f(20)

h — f/(Zo) <1,

luego
2o+ ) = flz0)] < 1] (L+]F20)]) =0

pues f(z) € C.

Ejemplo 1.4. VVeamos que f(z) = z es diferenciable. Para ello, si h € C tenemos que

f(z+h)—f(2) 7z+h—271
h N h N

luego f'(z) =1 para todo z € C.
Por otra parte f(z) = Z, a pesar de ser una funcién de clase C! en todo C, no es diferenciable en zy = 0.
En efecto, notemos que si h=1t € R con t — 0, entonces

f(h)—f(O)_t_1
—h i b

perosi h=it, cont € Ryt — 0, entonces

f(h)—f(0) —it

h Tt

luego f no puede ser diferenciable en zy = 0.

Proposicién 1.10. Si f, g son diferenciables en zy, entonces f +g,f —g,f-gy g son diferenciables en zy y
las derivadas satisfacen las reglas respectivas.

Demostracion. La demostracién es la misma de diferenciabilidad en R que se basa en las propiedades del
limite. Los detalles se dejan como ejercicio. |

Teorema 1.11. Sea f : 2 — C una funcion diferenciable en zy. Entonces % 1% g—; existen en zy y satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z.

f(z0+h)—f(z0)
h

Demostracion. Como f es diferenciable en zg = xg + iy tenemos que f/'(zy) = /Ll’m y el limite
—0

se puede calcular con cualquier sucesiéon h — 0. En particular podemos tomar h =t con t € R y obtener

fzo+1t)—f Flxo+tyo) = f or
f’(Zo) . (zo0+t) (20) —m (X0 + t. %0) (X0, ¥0) =~ (z0)
t—0 t t—0 t ox
teR teR

2En algunos textos se enfatiza esta difinicién diciendo que f se dice compleja-diferenciable.
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y si tomamos h =it con t € R obtenemos que

f(x0. Yo+ t) — f(x0, ¥0) Of

f(zo+it) — f(z)
f'(z9) = lim _ = Iim _ = —/— Z
(20) 0 It t—0 It (20).
teR teR
de donde se concluye que ambas derivadas parciales existen y que f(zy) = —if,(z0) que corresponde a las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en Zz. |

Observacion 1.4. Recordar que en anélisis real puede ocurrir que una funcién que sea diferenciable en todo
punto y su derivada no es continua.

Basado en eso uno podria pensar que si una funcion que es diferenciable compleja en todo punto entonces
no necesariamente es de clase C?, sin embargo veremos mas adelante (Teoremas de Goursat y Morera) que
esta situaciéon no ocurre en andalisis complejo, es decir, una funcién que es diferenciable compleja en todo
punto de un disco entonces ha de ser holomorfa en dicho disco (en particular serd de clase C1).

Corolario 1.12. Sea f una funcion diferenciable en zy, entonces f'(zy) = ax(ZO) = —/a; (z0) = ;(zo).

Teorema 1.13. Sea f : Q2 — C una funcion holomorfa, entonces f es diferenciable en todo punto zy de €2 y

(20) = o (20) = fulzn) = ~ify(20).

Demostracion. Sea z € 2y € > 0 pequefio tal que si h € D(0, €) entonces z + h € Q. Debemos probar que

lim f(z+ h)—f(z2)
h—0 h

existe. Para ello, probaremos que el limite existe y es igual a f(z). Notemos que si f = u + iv entonces
f(z+h)—f(z) ulz+h)—u(z) .v(z+h)—v(z)
" = " + 1 h )

luego si consideramos z = x + iy, h =& + in y analizamos el primer término tenemos que

u(z+h)—u(z)  ux+&y+mn)—ulx,y)

h n £+im
_ux+&y+m) —ulx+€y) N ux +&y) —ulx.y)
N E+im E+in

Gracias al teorema del valor medio, deben existir t1, t, € [0, 1] tales que

ux+&y+m) —ux+&y)=ux+&y+tinn
u(x+€.y) —u(x,y) = ux(x + €, y)E,

de donde
u(z+h) —u(z)
h

De manera andloga existen t3, t4 € [0, 1] tales que

=u,(x+&y+ tm) i + Uy (x + 1€, y)

v(z+h) —v(z)
h

n 3
§+in §+in
Definamos z1 = x+ &+ i(y+ tin), Zz2=x+ €+ iy, zz=x+E+i(y + tan) y 24 = x + t4€ + iy, de donde
podemos escribir

=vy(x+&y+tn)—— + wx + ta€, y)

f(z+h)—f(z)
h o+

(ux(22) + 1vi(24))

n(uy<zl)+/vy(Z3>)+ gf/n

10



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

y como queremos probar que esto converge a fi(z) debemos estimar

f(z+h)—f(2)
5 — f(2)

pero gracias a que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann (ifi(z) = f,(z)), podemos escribir

£(2) = 142)

- @) )

— K@ 1)

= )+ ) + () + i (2)),
de donde

2D =10 ) = ) — @) + i (23) - (2)
+ ffl?? [(ux(22) — ux(z) + i(vx(zz) — vi(2)] .
Pero si h — 0 tenemos que z; — z, j =1,..., 4,y por lo tanto, de la continuidad de uyx, uy, vxy v, y el
hecho que )Efin . Ef/n < 1 concluimos que
f(z+hi)7— f(z) fx(Z)f:SO:

lo que demuestra la diferenciabilidad de f y ademds que f'(z) = f(20) = —ify(20) = %(zo). [

1.2.3. Funciones analiticas: series de potencias

Definicion 1.6. Una serie de potencias es una serie (formal) con una cantidad numerable de términos de la

forma
o0

S(z) = Z ck(z — 20)%,

k=0
donde ¢, € Cy z,z5 € C.

Para que cobre sentido la definicién anterior en andlisis complejo, es necesario hablar de la convergencia
de la serie formal. El primer resultado en dicho sentido es el siguiente:

Lema 1.14 (Abel). Sea S(z) = >y~ ck(z — 70)K una serie de potencias para la cual existe z; € C tal
que S(z1) es convergente. Entonces S(z) es convergente (absolutamente) para todo z € D(zy, r) donde
r=lzp— z1.

Demostracion. Ejercicio. |

Este lema garantiza que si la serie es convergente en algin punto z; # zy entonces la serie converge en
todo un disco en torno a zy. Esto da pie para definir:

11



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Definicién 1.7 (Radio de convergencia). Dada una serie de potencias S(z) = > oo ck(z — z0)%, definimos
su radio de convergencia como

R =sup{r > 0:S(w) es convergente para |w — zg| = r}.
Al disco D(zy, R) lo llamaremos el disco de convergencia de la serie.

Definicién 1.8. Dada una serie de potencias S(z) = >0, ck(z — z0)* consideramos

L = limsup /| ckl.

k—00

Definimos la cantidad R = % donde asumimos que si L = 0 entonces R = 400 y si L = 400 entonces

A~

R =0.
Esta definicién estd motivada por la siguiente
Proposicion 1.15 (Criterio de la raiz). Sea (cx)ken € C una sucesion de nimeros complejos.

= Silimsup {/|ck| < 1, entonces la serie )~ Ck es convergente en C.
k—o0 -

= Silimsup y/|ck| > 1, entonces la serie )~ Ck es divergente en C.
k—o0 -
Demostracion. Ejercicio. |

El siguiente teorema nos dice que R = R:

Teorema 1.16 (Cauchy-Hadamard). Sea una S(z) = Y_4°, ck(z — 20)* una serie de potencias tal que R >0.
1. Si|z — z0| < R, entonces S(z) converge absolutamente.
2. Si|z — zo| > R, entonces S(z) no converge.

Observacion 1.5. El estudio de la convergencia de una serie de potencias en cuando |z — zg| = R es un tema
delicado y se debe realizar caso a caso, pues no hay una regla general. Ver por ejemplo los Ejercicios 1.18
a 1.20 y 1.23, y para profundizar mas en el tema ver [5, 6, 9].

Demostracion. Veamos el caso 0 < R < co. Sea z € C tal que |z — z5| < R. Luego debe existir § > 0 tal
que |z — zp| = R(1 — 26). Por otra parte, de la definicién de R tenemos que

x|

lim sup | ck|
k—00

x| =

de donde

1
limsup|ckl* |z — z0] = 1 — 26.
k—o00

De la definicién de lim sup tenemos que debe existir kg € N tal que si k > kg entonces

1
|ck|¥ |z — z0] < 1 -6,

luego
ekl 1z — 20/ < (1= )X,

es decir, la cola de la serie > 22 |ckl |z — 20| esta dominada por una serie geométrica convergente.

12



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

De manera similar, si |z — z5| > R, entonces existe § > 0 tal que |z — z5| = R(1 + 25), luego

1
limsup |ck|* |z — zo| = 1 + 29.
k—o0

Con esto podemos construir una sucesion (k,)nqen tal que
Bl
|Ck, | *n |z — 20| > 1+,

de donde se deduce que una infinidad de términos de la serie Y32, ck(z — 20)* estan dominados inferiormente
(en valor absoluto) por valores mayores a 1, luego la serie no puede ser convergente (recordar que el término
general de una serie convergente debe converger a 0).

El caso R = +oo se deja como ejercicio. |

Observacion 1.6. Sea S(z) una serie de potencias con radio de convergencia R > 0. Entonces para todo
0 < r < R, la convergencia de la serie de potencias es uniforme en D(0, r), lo que hace que S(z) sea una
funcion continua en D(0, R). Esto es consecuencia del criterio-M de Weierstrass.

En algunas situaciones puede ser conveniente tener herramientas alternativas para calcular el radio de
convergencia de una serie, una de ellas es el criterio de los cocientes que es consecuencia del siguiente:

Lema 1.17. Sea (ck)ken una sucesion de reales no-negativos. Entonces

e Gkl e oo Ck+1
lim inf =L < |iminf ¢ <limsupc/ <limsup e
k—oo  Ck k—o0 k—00 k—oo  Ck
Demostracion. Ejercicio. |
Corolario 1.18. Sea (cx)ken € C\ {0}.
= Silimsup k‘ﬁ—:il < 1, entonces la serie )~ Ck €s absolutamente convergente.

k—o0

S| Ilm inf ‘T@:lﬂ > 1, entonces la serie )~ Cx €s divergente.
—00 -

Ademas, si consideramos R dado por la relacion

1 C
— = limsup | k+1|,
k—oo  |Ck|

entonces la serie S(z) = Y.0°, ck(z — z0)* es absolutamente convergente en D(z, R).
Observacién 1.7. No se puede decir que la serie diverge si |z — zg| > Ry por lo tanto, en general R < R.

Teorema 1.19. Sea S(z) = >.3°, ck(z — 20)* una serie de potencias con radio de convergencia R > 0.
Entonces S es diferenciable en D(zy, R) y su derivada esta dada por

S'(2) =) kalz—2)t = kalz - z2)<
k=1

k=0

Demostracion. Sin perder generalidad supondremos que zg = 0, ya que podemos considerar §(Z) =S(z+2z)
y luego utilizar la regla de la cadena para concluir que S'(z) = 5'(z — z). Primero observemos que

00
Z /(Cka_1
k=0

13



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

tienen radio de convergencia R. En efecto, como Wk—> 1 tenemos que
—00

Ifm sup v/ kcx = limsup ¥/cx = L.

k—o0 k—00

Veamos ahora que S es diferenciable si0 < R < oo (el caso R = +oo se deja como ejercicio). Sea z € D(0, R),
debemos probar que para h # 0, pero cercano a 0 (de modo que z+ h € D(0, R))

S(Z—I—h) S(2) chz

para ello notemos que

S(z+ h) 5(2) Z ezt = i Ci <(Z+h)hk_2k - kZH)
k=1
() Ee ()
R
k=2

Notar que si z = 0 entonces el factor que acompafia a ¢ es igual a h*~! para k > 2, de donde tenemos que

S h)—S - > >
(z+ ) (2) § kekzk P =3 ahF T =0 Gaht = h Y Gk

pero el radio de convergencia de la serie con ¢k es R, luego como h € D(0, R) para h cercano a 0 de donde

tenemos que

h Z
—

Supongamos ahora que z # 0. Tenemos que

I
]~
VRS
- x
~_
N
=
d
=
L

luego
k
(z+hmk—2zc (k) k—jpj-1
— — kz :E ) 2N
h J

14



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Jj=2
Perosij > 2
k k!
(J) C Mk =))!
_k(k=1)-... (k= (- 1)
JU=1)-...-
:k(k—l)-----(k—(1—3))(/<—(J—2))(k—(f—1))
JU-1)0-2)-.
k=0 =29)k-0U-1)) k(k—l) (k=0 —-3)
Jjg—1) (J—2)~...-1
_k=0U-2))k (j—l)).<k>
JU-1) —2)

teniendo en cuentaque j>1,j—1>1yquek—(—2) <k, k—(—1) <k, luego

(k—U=2)k-0-1))
JU-1)

< k2

por lo tanto

(z 4 h)k — 2 _ gkl

k
k i
<ty () i a2
=2
k—2 K
=i 3 () = o

I=

2 k—
hk _
| ( >|Z|k /|h|/
=0

\hl k2
Tz

(Iz| + 1h)*,
de donde obtenemos que

S(z+h) S(2) chz

h [e.9]
fz K? |exl (12] + A1)
k=1

Finalmente, como z € D(0, R), tenemos que existe 0 > 0 tal que |z| < R—20 y si h € D(0,§), entonces
|z| + |h] < R — 6. Observando que la serie

o0
>k e wk
=1

también tiene radio de convergencia R, deducimos que para w = R — ¢ la serie de arriba es convergente y por
lo tanto

de donde concluimos lo deseado cuando h — 0. [ |

h h| o=
S(z+ ) S(z) chzk1_|||22k2|ck|(R_ <Cll
21 =
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Ejemplo 1.5. 1. )7, z" tiene radio de convergencia 1.
2. k>0 Z—kk tiene radio de convergencia 1.
3. D kso(1+ (—1)¥)kz¥ tiene radio de convergencia %
4. E(z) =D k>0 i—k, tiene radio de convergencia +oo, y ademas

E'(z) = E(2)
E(0)=1
E(x) € R paratodo x € R

Corolario 1.20. Una serie de potencias es infinitamente diferenciable en su dominio de convergencia.

Demostracion. Notar que S'(z) = Y4~ kckzX~1 tiene el mismo radio de convergencia que S, luego se
puede aplicar el resultado anterior a S'. |

Observacién 1.8. Este resultado demuestra que toda serie de potencias es holomorfa3 en su disco de
convergencia.

Corolario 1.21. Supongamos que f(z) = > %o ck(z — 20)¥ tiene radio de convergencia R > 0. Entonces

_ fU(z)
=—

G
donde fY) denota la j-ésima derivada.

Demostracion. Notar que por definicion f(zg) = ¢p. Si derivamos la serie obtenemos que

fl(2) =) ka(z—20)t = ka(z —2)" 7,

k>0 k>1

de donde f'(zy) = c1. De manera similar se tiene que

f(z) =Y k(k =1z —20)? = k(k—1)c(z - 20)* 2,

k>1 k>2

de donde (zy) = 2-1c; = 2lc,. En general se tiene que
F(2) = k(k=1)-...-2- 1oz - 2)7 = kla(z - 20)*7,
k>j k>j

de donde se concluye que
FU)(z9) = jlc;.

|
Teorema 1.22 (Unicidad de la serie). Sea f(z) = Y42, ck(z — 20)¥ una serie de potencias con radio de

convergencia R > 0. Suponga que existe z, — 2o, Zn # 2o tal que f(z,) = 0 para todo n. Entonces cx = 0
para todo k.

STambién es diferenciable, su derivada es continua y satisface Cauchy-Riemann.
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Demostracion. Como f es continua, tenemos que 0 = f(z,) — f(zy) = ¢o. Esto dice que

[e.e]

f(z) =) alz - z)"

k=0
=cq+talz—2z)+c(z— 20)2 +c(z— 20)3 + ...

= C1(Z—Zo)+C2(Z—Zo)2+...

luego
f(z
(2) =ca+t+olz—z2)+...
Z— 2
por lo tanto
f(z
0= (2n) =ca+alzn—2)+... — c1.
Zn —ZO n—oo
De manera similar obtenemos que si hemos probado que ¢; = 0 para todo j =0, 1,..., k, entonces
f(z)
—=C o zZ— Z .
2= 20 k+1 + Cki2(Z2 — 20) +

de donde concluimos que

f(zn)

_ - — L .
0 (Zn — Zo)k+l Ck+1 + Ck+2(Zn Zo) + e Ck+1

Corolario 1.23. Supongamos que > ax(z — 20)* v 3 bx(z — z0)¥ son dos series de potencia con radios de
convergencia R > 0 que coinciden en un conjunto que tiene a zg como punto de acumulacion, entonces
ax = by para todo k.

Demostracion. Basta considerar la serie de potencias Y ,q(ak — bx)(z — 20)* a lo largo de una sucesién
Zn — 2o. |

Definicion 1.9. Una funcion f : D — C que se puede escribir como una serie de potencias en torno a
cualquier punto de D se dice que es analitica.

Teorema 1.24. Toda serie de potencias f(z) = Y~ ak(z — 20)* con radio de convergencia R > 0 es
analitica en su disco de convergencia D(zp, R).

Para demostrar este teorema es conveniente recordar el siguiente resultado

Lema 1.25. Sea (ak,n)k,nen C C una bi-sucesion tal que ), oy Zﬁ:o |ak.n| converge, entonces
o ey oKy ak.n converge en C.
" ) k>n @k,n converge para todo n fijo y Y ,cn D k>n @k CONVerge.

K
" D keN Don=0ak.n = D_peN Zan ak,n-
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Demostracion del Teorema 1.24. Como antes, supondremos sin perder generalidad que zg = 0. Sea wy €
D(0, R), veamos que f se puede escribir como una serie de potencias centrada en wy, esto es

f(z) =) alz - wo)*.

k>0
Para ello primero notemos que
Kk
f(z):Zakzk:Zak(Wo—l—z—Wo)k:Zakz wE"(z — wo)".
n
k>0 k>0 k>0  n=0

Por lo tanto, formalmente tenemos que

k
@)=Y a3 (£)wnz - wy

Para justificar las igualdades usamos el Lema 1.25. Los detalles se dejan como ejercicios al lector. |

Definicion 1.10. Una funcion analitica sobre todo C (radio de convergencia R = 4+o00) se dice entera.

1.2.4. Algunas funciones importantes

La funcién exponencial
Recordemos que habiamos definido formalmente la exponencial de un nimero complejo z = x + iy como

e? = et = eX(cosy + iseny),

usando como inspiracion las series de potencias (reales) de las funciones involucradas. A continuacién veremos
que esta definicién se puede obtener por caminos completamente distintos y que tienen como punto de partida
la restriccién de que la funcion exponencial £ : C — C que definamos debe coincidir con la exponencial real
e* cuando se tome z € R.

Opcién 1: Queremos encontrar una funcién E, continua y diferenciable en C que satisfaga

E(z)=¢* sizeR,
E(z1 + z) = E(z1)E(2) paratodo z1,2 € C.

De estas propiedades obtenemos que si z = x + iy se debe cumplir que
E(z) = E(x+1iy) = E(x)E(iy) = €“E(iy),

18
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y si escribimos E(iy) = a(y) + ib(y) para funciones reales continuas a, b : R — R, entonces queremos que la
funcidn

E(z) =¢€*a(y)+ie*b(y)
sea continua y diferenciable en todo C. Como vimos en el Teorema 1.11 la funcidén E(z) debe satisfacer las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (Teorema 1.11) en todo punto de C, esto es

a="

a =—b.

Pero si suponemos que las funciones a, b son continuas, entonces se deduce de las igualdades que en realidad
ambas funciones son de clase C* y por lo tanto podemos resolver el sistema si resolvemos 8’ +a =0 = b"+b.
Esto implica que a(y) = Acos(y) + Bsen(y) y b(y) = Ccos(y) + Dsen(y), pero como queremos que
E(x) = €*, esto se traduce en que a(0) =1y b(0) =0, es decir

a(y) = cos(y)
b(y) = sen(y),
y por lo tanto
E(z) =¢e*(cosy +iseny),

lo que hace que nuestra definicion

0

e =cos@ +isenf

cobre sentido. Ademds obtuvimos que la funcién resultante no es solo diferenciable, si no que es de clase C*°,

en particular es holomorfa.
Opcion 2: Queremos que E sea analitica en todo C y satisfaga

E(x) =€ sixeR.

k . ~ -
Como &* = Ziio % para todo x € R, y como estamoNS suponiendo que E es andlitica, por el teorema de
unicidad de series de potencias debe ocurrir que como E admite una serie de potencias en tornoa z =10, y

E@)=) 7
k=0
Un ejercicio de series (ver Ejercicio 1.13) es probar que esta serie tiene radio de convergencia infinito (y por
tanto define una funcién analitica en todo C), y ademas satisface £/(z) = E(z) y si z, w € C se tiene que

mas aun ésta debe ser de la forma

E(z+w)=E()E(w),
es decir, la funcién E es una funcién que satisface las condiciones de la opcién 1, y por lo tanto, Zkzo f(—k, =
E(z) = E(z) = e“(cosy + iseny).
Opcion 3: Como lo hicimos desde un comienzo, podemos definir la funcién
E(z) = (cosy + iseny)

que trivialmente verifica £(x) = e* cuando x € R y ademds es holomorfa en todo C. Veremos mas adelante
(ver Teoremas 2.28, 3.4 y 3.5) que esto implica que E ha de ser analitica en C, y por lo visto en la Opcién 2
concluimos que en realidad E=E=E y cualquiera de las opciones que tomemos para hacer la definicién de
la funcién exponencial en C lleva al mismo resultado.
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Proposicion 1.26. La funcion exponencial definida en (1.1) satisface las siguientes propiedades
1. €] = ¥ = eReZ,
2. €% # 0 para todo z € C.

3. Para cada b € C\ {0} la ecuacion e* = b tiene infinitas soluciones en C.

N

. (e%) = 0,(e%) = é%.

Demostracion. Las primeras 3 propiedades son evidentes y se dejan su verificacién al lector. Para ver que
(e?)" = e% notemos que por el calculo anteriormente realizado e? = e*(cos y + i sen y) satisface las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y es de clase C!, por lo que e? es diferenciable/holomorfa. Ademas

z\/ 0 z 0 X ; — X / — 2
(e ) = —€ _7X (e (cosy—Hseny))-e (cosy+/seny)—e .

Funciones trigonométricas e hiperboélicas

Con la funcién exponencial definida sobre todo C se pueden definir las funciones trigonométricas sobre C
de la siguiente manera
eiz 4 e—iz eiz o e—iz
cosz7z = ——— senz = ———
2 y 20

Estas definiciones se puede motivar de dos maneras. En primer lugar, como e = cosy + i seny y
e~ =cosy — iseny, entonces se pueden despejar cosy y seny para obtener

ey 4 e eV — e

cosy = 5 y seny= 5 ,

y luego simplemente pensar en que esto debe valer para todo z € C. Tal como en el caso de la exponencial,
hay distintos caminos para hacer estas definiciones, los cuales llevan al mismo resultado. Por ejemplo, Cuando
lleguemos al Teorema 3.5 confirmaremos que se pueden hacer definiciones andlogas usando las series de
potencias que se conocen en R para obtener definiciones en C, esto es

cosz = E (-1 kzzk y senz= E ﬂz”‘+1
(2k)! (2k +1)! '
k>0 k>0

mas alin, estds funciones satisfacen propiedades andlogas a las funciones reales sobre las cuales estdn basadas,
por ejemplo satisfacen (ver Ejercicio 1.14)

cos’z+sen’z=1 y (sen(z)) = cosz.

De manera analoga se se pueden definir las funciones cosh z y senh z de tal modo que coincidan con sus
versiones reales y que satisfagan identidades del tipo (ver el Ejercicio 1.15)

cosh?z —senh? =1 y cosh(z + w) = cosh zcosh w + senh z senh w.
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Logaritmos y raices

Para z € C queremos definir un concepto de logaritmo de log z, en el sentido de que log z debe satisfacer
que €'°97 = z, es decir, que la funcién log z es una inversa (por la derecha) para la funcién exponencial. Para
que esto se cumpla sea z # 0 y supongamos que logz = u(z) + iv(z) para u, v € R, luego debemos resolver

para u, v en la ecuacion
eu(z)Jr/v(z) =7

Para poder hacer esto, escribimos z # 0 en notacién polar z = re® y notamos que e“+"v = ee’V y por lo

tanto

ele’ = re'.

En consecuencia e = r = |z| y v = 0 4+ 2mki, o dicho de otra forma
u(z)=1Inlz| 'y v(z)=argz,

para algiin arg z. De inmediato notamos que el proceso anteriormente descrito tiene como obstdculo el hecho
de que arg z es multivaluado, en el sentido de que arg z se puede escoger de distintas maneras. Por ejemplo,
arg1z es un argumento y si log z = In |z| 4 iarg 1z entonces

logz = In|z| + i(arg 1z + 27)

define un nuevo logaritmo que satisface la misma propiedad de ser inversa (por la derecha) de la funcion
exponencial. En consecuencia, cualquier definicién que hagamos de un logaritmo, debe hacerse cargo de dicha
situacion.

Dado lo anterior, podemos hacer la siguiente

Definicion 1.11. Diremos que L : C\ {0} — C es una rama del logaritmo si es que escogemos un argumento
univaluado argz : C\ {0} — R y definimos

L(z) =log(z) =In|z| + iarg z.

El caso en que argz = Arg z sea la rama principal del argumento, es decir Argz € (—m, |, diremos que
estamos en presencia de la rama principal del logaritmo y la denotaremos por Log z.

Observacion 1.9. Notar que la rama principal satisface propiedades como
= Log(x)=logx si x>0, esto pues Argx =0 si x > 0.
m Log(—1) =/m.

= Esta rama principal no es continua en (—oo, 0) pues Arg z no es continua en este conjunto. Sin embargo,
un ejercicio simple nos dice que Arg z si es continua en C \ (—o0, 0].

= No es necesariamente cierto que si z, w # 0 entonces Log (zw) = Logz + Logw pues podemos
considerar

(1.2) 0=Logl=Log(—1)(—1)# Log(—1)+ Log(—1) = 2mi.
En general, sea cual sea la eleccién de arg z entonces no se cumple que
log(zw) = log z + log w,

21



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

esto pues arg (zw) = arg z+arg w (mod 27). A modo de ejemplo de este fendmeno notar que para el argumento
principal se cumple que 0 = Arg (1) = Arg ((—1)(—1))) en tanto que Arg(—1) +Arg(—1) =7+ 7 = 27. El
mismo razonamiento nos permite establecer que para n € N

logz" = nlogz (mod 27i).

En adicién a lo anterior, quisiéramos que el logaritmo que definamos sea una funcién diferenciable y que
ademds se satisficiese que (log z)’ = % Sin embargo, dado que arg z no se puede definir de manera continua
en C\ {0} esta tarea es imposible si no hacemos alguna modificacién a nuestra definicién. En lo que sigue,
diremos que Q C C es un dominio si 2 es un conjunto abierto y conexo.

Definiciéon 1.12. Dado un dominio Q C C, decimos que L : Q2 — C es una rama holomorfa de log z si
1. L es holomorfa en 2.
2. L es una inversa (por la derecha) de la funcion exponencial en 0, esto eso, et(@) = 7 para todo z € Q.

Notar que por lo ya mencionado, si L es una rama holomorfa del logaritmo, entonces
[(2) = L(z) + 2kmi

también lo es. Adicionalmente, dado que €% # 0 para todo w € C tenemos que log 0 no se puede definir, y
por lo tanto no se puede definir un logaritmo (holomorfo o no) en ninguna vecindad que contenga al origen.
En vista de los cdlculos hechos, tenemos que cualquier rama del logaritmo ha de ser de la forma

L(z) =In|z| + iarg z,

y como In|z| define una funcién continua en C\ {0} el problema de la continuidad de cualquier rama del
logaritmo se encuentra en la funcién arg z. Esto motiva la siguiente

Proposicion 1.27 (Ramas holomorfas del logaritmo). Sea Q C C un abierto conexo tal que 0 ¢ Q2 y argz es
una funcion continua en $2. Si consideremos log : €2 — C definida como

logz = log |z| + iarg z,

entonces log z es una funcion holomorfa en € con

0 1
r— = = —
(logz)' = aZ(Iog z) e

Demostracion. Como tenemos que z = €'°9Z para todo z # 0, entonces para z € Q \ {0} consideramos
h € C\ {0} tal que z+h # 0 y escribimos que logz = w < e% = zylog(z+h) = w+k, & " =z 4 h.
Como log z es continuo tenemos que si h — 0 entonces ky — 0y por lo tanto

. log(z+h)—logz . w+ky—w

[im = lim e

h—0 h h—0 eWTkn — ew
I Kn

= Iim ——

h—0 eWTkn — ew
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Z
pues (e¥) = e".

Notar ademds que como la funcién 1 es continua en Q (pues 0 ¢ ), entonces log z es una funcién
diferenciable y ademads la derivada es una funcién de clase C! en Q y por lo tanto es holomorfa en Q. |

Observacion 1.10. Tal como mencionamos antes, arg z se puede definir de manera continua sobre C\ (—oo, 0],
y en cuyo Log z = In|z| + iArg z denota la rama principal holomorfa del logaritmo).

Lo mismo ocurre sobre C\ {tz : t € [0,00)} donde zy € C\ {0}, esto es, sobre el plano complejo pero
removiendo un rayo que parte de 0.

Mas adelante veremos que se pueden construir ramas holomorfas del logaritmo en cualquier conjunto
simplemente conexo en C\ {0}, por ejemplo en C\ I'([0, o0)), donde I : [0, oc) — C es una funcién de clase
CltalqueF(0) =0y |I'(r) — +oo.*

r—-4o0

Raices y potencias

Una vez definida una rama del logaritmo, se pueden definir ramas de otras funciones tradicionales definidas
a partir de logaritmos, como 1/z, 0 en general z% para a € C, funciones del tipo z(?), etc. Por ejemplo, se
puede definir la rama principal de y/z como

1
\/E — eELOgZ’
donde Log z es la rama principal del logaritmo. Notar que en este caso se tiene que
1 :Argz :Argz
Vz =e2 loglz|+i=5= |z|e' 2,

es decir, si z € R4, entonces la raiz coincide con la raiz real pues Argz = 0, en tanto que si x € R_ entonces
Argx = T y por lo tanto v/x = /[x[e’2 = i\/|x|. Sin embargo sucede lo mismo que con la rama principal del
logaritmo (ver (1.2)), ya que no es cierto que

1=V1i=(-1) - (-1)=vV-1vV-1=2=-1.

Adicionalmente, la no continuidad del argumento se traspasa a la funcién y/z y por tanto 1/z no es holomorfa
en C\ {0}. Para obtener una rama holomorfa, se debe considerar una rama holomorfa del logaritmo, como
por ejemplo la rama principal holomorfa. Una dificultad que esto genera es que al hacer esta eleccién, entonce
v/—1 no esta definida para esta rama principal. Sin embargo, para cualquier z € C\ {0} existe una rama
holomorfa de la raiz cuadrada definida en una vecindad de z donde ademads se satisface que

1 eztosz 1 1

1 1
r_ e%LOQZ/:,e?—OgZ.f: _ _ .
(\/E) ( ) ) Z Delogz 2e%Logz 2\/E

Notar que que si bien el logaritmo puede tener infinitas ramas holomorfas (por ejemplo Log z + 2k7i),
solo hay 2 ramas holomorfas de /z, esto pues si log z es cualquier rama holomorfa del logaritmo, entonces

G% log z 6% log z+kmi

4[2, Def 8.1] dice que un conjunto Q C C es simplemente conexo si para todo a € Q° y todo € > 0 existe una curva continua
v :[0,00) — C tal que

= ([0, 00)) C B:(Q°),
= ¥(0) =20y |y(4+00)| = +o0.
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1.3. EJERCICIOS

para cada k par y si k es impar obtenemos la otra rama pues

Llogz Llog z+im Llog z+k7r/

—e2 = e2 = e2

es decir, las ramas holomorfas son \/zy —/z.
Finalmente, observar que se pueden definir otras funciones holomorfas a partir de una rama holomorfa del
logaritmo. Por ejemplo se puede considerar una rama holomorfa de la funcién z# como

77 — ezlogzy

us

2,y en general

i _b5t _@m 3w
I =4...,€ 2, 2, e2, ...

en particular para la rama principal se tiene que /' = e/'°9/ = ¢~
p p p p q

1.3. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Encuentre todas las soluciones de zN = 2.

Ejercicio 1.2. Muestre que

cos1 —I—cos?)—ﬁ[r+C055—7r4—(:057—7T4—(:059—7T 1
11 11 11 11 11 2

Ejercicio 1.3. Sean 71, z € D(0, 1) tales que |z; — 22| > 1. Muestre que

|21+ 22| < V3.

Ejercicio 1.4. Muestre que si a, € R, satisface limy_ agzl = L entonces limy_oo ¥ax = L.

Ejercicio 1.5. Considere la funciéon compleja definida como

1-z
1+z

p(z) =i
Muestre que @ es una biyeccién entre D(0,1) y {x+iy € C:y > 0}.

Ejercicio 1.6. Un polinomio complejo es una funcién compleja que es polinomial en las variables z y Z, es
decir

M M
= cinz Z¥
= ik

Jj=0 k=0

Muestre que P(z,Z) es holomorfo si y solo si P no contiene términos con Z, es decir, cjx = 0 para todo
je{0,1,..., M} si k> 1.

Ejercicio 1.7. Sean P, Q : C — C polinomios holomorfos tales que @ tiene n raices distintas a1,...,any P

tiene grado < n. Muestre que
P(z) P(z)
Q(2) Z < Q'(ak)(z — ak)

Ejercicio 1.8. Suponga que f : Q C C — C es una funcién de clase C1. Muestre que

o _or
9z 9z
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1.3. EJERCICIOS

Ejercicio 1.9. Encuentre todas las funciones holomorfas f = u+ iv : C — C que satisfacen:
1. u(z) = k para algin k € R.
2. v(z) = k para alguin k € R.
3. u(z) = v(2)2.

Ejercicio 1.10. 1. Considere Zkzo ak y 2120 b; dos series absolutamente convergentes, y defina

Ch = Z akb,.

k+I1=n

Muestre que la serie )~ C, s absolutamente convergente.

2. Sean } 4 axzky > k>0 bxz" dos series de potencias con disco de convergencia D(0, R1) y D(0, R>)
respectivamente. Considere el producto de Cauchy Zkzo ckz¥ donde

k
Cx = E ajbk_j.
Jj=0

Muestre que si r < min{R1, R>} entonces la serie ), <, ckzk converge absolutamente para todo
ze D(0,r).

Ejercicio 1.11. Sean (ax)ken, (bk)ken € C dos sucesiones tales que
m | a sucesidon de sumas parciales sy = Zszl ax es acotada en C,
m by >by>b3> ...,
® |iMy_o0 bx = 0.
Muestre que ZkeN ax by es convergente.
Ejercicio 1.12. Sea E : C — C una funcién analitica. Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

= F satisface la ecuacion E'(z) = E(z) con E(0) = 1.

= F satisface Ame% =1y E(z+w) = E(z)E(w) para todo z, w € C.
—
Sk
Ejercicio 1.13. Considere la serie E(z) = Z o
k>0

1. Muestre que la serie tiene radio de convergencia R = 4o0.
2. Muestre que E'(z) = E(2).

3. Muestre que si 71,2 € C entonces E(z; + z0) = E(z1)E(2). Ayuda: Ver el Ejercicio 1.10 o bien
Ejercicio 1.12.

Ejercicio 1.14. Verifique que las funciones cos z y sen z satisfacen
1. (senz) =coszy (cosz) = —senz.

2. cos?z+sen?z = 1.

25



1.3. EJERCICIOS

3. sen(z+ w) = senzcosw + Ccoszsen w.
Ejercicio 1.15. Defina las funciones cosh z y senh z para z € C, y verifique las identidades
1. (coshz)' =senhzy (senhz) = cosh z.
2. cosh?z —senh?z =1,
3. cosh(z 4+ w) = cosh z cosh w + senh z senh w

Ejercicio 1.16. Para cada x € R defina la serie

2k cos(kx)

f(x) = Z o

k>0

Muestre que la serie converge absoluta y uniformemente, y que es igual a la funcién e?<°X cos(2sen x).
2¢® y la serie de potencias E(z) del Ejercicio 1.13.

i(zik+i>

k=1

Ayuda: Considere la funcion F(z) = e

Ejercicio 1.17. Muestre que la serie

converge para todo z ¢ N. Mas alin, muestre que la serie converge uniformemente en cualquier compacto
CCCtalqueCNN=g.

Ejercicio 1.18. Considere la funcion definida como

o
f(z) = sz.
k=1
1. Encuentre R, el radio de convergencia de f.

2. Estudie como se comporta la serie cuando |z| = R. Analice si la convergencia es absoluta y/o uniforme.

Ejercicio 1.19. Considere la funcién definida como
®  _k
z
f(z) = —.
(2=~
k=1
1. Encuentre R, el radio de convergencia de f.

2. Estudie como se comporta la serie cuando |z| = R. Analice si la convergencia es absoluta y/o uniforme.

Ejercicio 1.20. Considere la funcién definida como

o0 Zk
f2)=) 7
k=1
1. Encuentre R, el radio de convergencia de f.

2. Estudie como se comporta la serie cuando |z| = R. Analice si la convergencia es absoluta y/o uniforme.

Ejercicio 1.21. Encuentre el radio de convergencia de la serie

Z KD Sk

k>0
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Ejercicio 1.22. Sea r € R tal que |r| < 1y 6 € R. Encuentre una férmula cerrada para la serie

0) = Z r¥sen k6.

k>0

Ejercicio 1.23. Muestre que la funcidn f(z) = 3_45q 2k 22" es holomorfa en D(0,1) y continua en D(0, 1).
Muestre ademds que si w es una 2" raiz de la unidad, entonces

lim |f'(rw)| = +oc.
r—1-

Ejercicio 1.24. Muestre que la serie
1)k+1

(=
Z k+|z|

k>1

no es absolutamente convergente en C, pero si es uniformemente convergente en C.
Ejercicio 1.25. Muestre que la serie

Z (1+ IZI

converge absolutamente en C, pero que la convergencia no es uniforme en compactos de C.

Ejercicio 1.26. Encuentre una serie de potencias en torno a p = 0 para la funcién f(z) = e? cos z de modo
que
Z axz",  paratodo z € D(0, R)

donde a, son nldmeros reales. Encuentre el radio de convergencia R de la serie antes sefalada. Ayuda:
Recuerde que cosz = % (e'? + e™/%).

. . . . . . k
Ejercicio 1.27. Determine el conjunto donde la serie Y~ (3%7)" converge absolutamente.
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Capitulo 2

Integrales de linea y el teorema de Cauchy

2.1. Integrales de linea

Definiciéon 2.1. Dada ¢ : [a, b] — R diremos que ¢ € C*([a, b]) si ¢ es una funcidn continua en [a, b],
diferenciable en (a, b), con derivada continua en (a, b) tal que

#(at) = lim ¢/(x)
¢'(b7) = lim ¢'(x)
t—b
existen.

Observacion 2.1. Notar que bajo esta definicién tenemos que si ¢ € C([a, b]), entonces se satisface el
teorema fundamental del calculo

b
/ #(t)dt = p(b) — B(a).

Definicién 2.2. Diremos que 7y : [a,b] — C es C*([a, b]), siy = u+ iv para u,v : [a,b] — R con
u,v e Cl(a, b]), y ademds tenemos que

dy (du dv) _du .dv

dt  \at at) = ar Tt

Si vy satisface lo anterior, diremos que y es una curva de clase C*. Si ademds % # 0 en todo [a, b], diremos
que z es una curva suave.

Ejemplo 2.1. = ~(t) =e*™, t€[0,1] es C! y suave.
w y(t) =t2+it3, t € [~1,1] es C! pero no es suave pues %(0) =0.

Definicion 2.3. Dada 1 : [a, b] — C funcion continua tal que ¢ = u+ iv, definimos

/abw(t)dt—/abu(t)dt—i—i/ab v(t)dt.

b b b
Proposicion 2.1. 1. / (af +9)dz = a/ fdz +/ gdz para f, g funciones y o € C.
a a a

2. Si f, — f uniformemente en [a, b], entonces
n—oo

b b
/ fdz = Iim / fadz.
a n—oo a
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

Demostracion. Ejercicio. |

Proposicion 2.2. Sea ¢ : [a, b] — C una funcion continua (integrable), entonces

/f¢(t)dt\ < /f|¢><t)|dt.

Demostracion. Consideremos z = fabd)(t)dt € C. Si z = 0 no hay nada que demostrar, por lo que
supondremos que z # 0.

R>|z]>=2zz
b

:/ Zo(t)dt
a

- /b Re (26(1))dt

b
< [ |zo(t)|dt

? b
- |z|/ 6(0))dt,

de donde se concluye el resultado. |

Observacion 2.2. Notar que gracias a las definiciones anteriores, se tiene que si 7y : [a, b] — C es de clase

C!(l[a, b]), entonces
/ —dt = —v(a).

Proposicion 2.3. Sea Q C C un abierto y v : [a, b] — Q una curva suave de clase C*, f : Q — C una funcion
de clase C1, entonces siy = 71 + iy» tenemos que

/ vi(y(1)- ar = / (KD D2 (2) + 1r(2) T2 (D)t = F(r(0)) — F(n(a)).
Demostracion. Basta notar que la funcién f o« : [a, b] — C es de clase C?! y satisface la regla de la cadena:

d dvy
E(fov)ZVf(’Y(t))'df—f(“Y(f)) () + 1 (“Y(f)) (f)

Observacion 2.3. Si f = u+ iv es holomorfa en 2 C C, en particular f, = if,, entonces

of dy

T (om0 = S nt) (1) = Fiven D (o),

lo que permite escribir b
| Fae e = ) - fy(a)).

Todo lo anterior, nos lleva a definir de la siguiente forma la integracién sobre curvas
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

Definicién 2.4. Sea Q2 C C un abierto y vy : [a, b] — Q una curva suave de clase C*. Para f : Q — C continua
definimos

b
d
/ F(2)dz = / Fy() D (D)t
~ R dt
Corolario 2.4. Sea f : Q — C una funcion holomorfa y «y : [a, b] — Q una curva suave de clase C*, entonces
of
5, 2)dz = f(y(b)) — f(v(a)),
.
de donde ademas, si vy es cerrada (y(b) = y(a)) se tiene que
of
—(2)dz=0
5 0z
Demostracion. Ver Ejercicio 2.3. |
Proposicién 2.5 (Desigualdad M-L). Sea Q C C un abierto, f € C(Q) y vy : [a, b] — Q de clase C*. Luego

[yf(z)dz

< L(y) sup [f(2)],

z€evy[a,b]
donde .
dy
L(y)= —
m = [ |G|
es el largo de la curva -y.
Demostracion.
b
dry
[ @z = [ f('y(t))dt(t)dt‘
6% a

b
< [ irerem | o) ot
< LnM(P),

donde M(f) = supeqap) | (2)]- [

Proposicidn 2.6. Sea Q C C abierto, f : 2 — C continua, v : [a, b] = Q y 7 : [c, d] — Q tales que existe
¢ : [c, d] — [a, b] difeomorfismo con ¢'(t) > 0 yy =4 o ¢, entonces

[yf(z)dz=/ﬁf(z)dz.

Decimos que 4 es una reparametrizacion de 7.

Demostracion. La demostracién es una aplicacién del teorema de cambio de variables aplicado a las partes
real e imaginarias de la integral. Los detalles se dejan como ejercicio. |

Observacion 2.4. En vista de esta proposicién, en lo que sigue supondremos que todas las curvas seran de la
formay:[0,1] - Q C C.
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

Figura 2.1: La curva —y es el mismo conjunto de puntos que <y pero recorridos en el sentido opuesto.

Corolario 2.7. Seay : [0,1] — Q y definamos —v : [0, 1] — Q como —(t) =y(1 —t), luego

AN

para toda f : Q2 — C continua (integrable).

Ejemplo 2.2. Sean f(z) = x*> +iy?, y(t) = (1 + i)t para t € [0, 1], entonces

1 . .
1 1 2

/f(z)dz:/ (% +it?) (1 +i)dt = +’(t3+,-t3)‘ _—
¥ 0 3 o 3

Ejemplo 2.3. Sea y(t) = cost + isent = e't para t € [0, 27].

/

Figura 2.2: La curva y(t) = cost + isen t describe una circunferencia centrada O con radio 1y recorrida en
sentido anti-horario.

» Si f(z) = z, entonces

27 21
. . . 1 ,.,127
/ fdz = / e'tie'tdt = / e?'tidt = =e?t| =0,
v 0 0 2 0

debido a la periodicidad de €.
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

n / . .
= En general, como (Z—H) = Zz" para n# —1, y como z"t! es holomorfaen Csin>0yen C\ {0} si

n+1
n < —1 tenemos que

/z”dz—/ 2" /dz—O
. Jy\n+1 -

gracias al Corolario 2.4 (esto pues vy C C\ {0}).

= Para el caso n = —1 tenemos que f(z) =

27T
/fdz—/ tielt — o,

Con la teoria de integrales de linea podemos dar otra demostracién de que una funcién holomorfa debe

ser diferenciable.

Teorema 2.8 (Holomorfa=-Diferenciable). Sea 2 C C un conjunto abierto. Si f : Q — C es holomorfa,

entonces f es diferenciable para todo z € 2 y se cumple que

f'(z) = %(z).

Demostracion. Sea zg € Q y r > 0 tal que D(zy,r) € 2. Consideremos para z € D(z,r) la curva

Y(t) = z0 + t(z — zp) con t € [0, 1] como muestra la Figura 2.3.

z

zo/

Figura 2.3: La curva 7y(t) = zp + t(z — zp) es un segmento que va de zy a z.

Entonces
af
f — f ZO) g
1
-/ %cwt(z—z()))(z—z())dt
y por lo tanto
f(z)—f f
f2)~flz) _ ["0 (2 + t(z — 20))de
Z—2 0

1
g(zo) /0 <g’;(zo +t(z—2)) - Z(ZO))
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2.2. ANTIDERIVADAS HOLOMORFAS

pero de la continuidad de % obtenemos que dado € > 0 existe § > 0 tal que si |w — zg| < § entonces

of of

@(W)—g( <E,

Z0)

luego si tomamos r < §, tenemos que w = zg + t(z — zp) satisface lo anterior para todo t € [0, 1], de donde
concluimos que

f(z) —f(z0) Of
zZ—2p 0z

(zo)‘ <eE,

. . . of
es decir f es diferenciable en zg y f'(z) = §(20). [
En este punto es bueno recordar que hasta ahora tenemos las siguientes nociones:
1. f holomorfa < f € C! y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemman: FERE 0.
of 0w of  of
— |— = —
0z Ox Oy
f(z)—f(z+h)
h
4. f analitica < f se puede escribir como una serie de potencias.

2. f satisface Cauchy-Riemann (C-R) <

3. f diferenciable en z < si limp_g existe.

Hasta ahora hemos visto que si f es de clase C! en un abierto Q C C entonces
f holomorfa < f satisface (C-R) < f es diferenciable <= f analitica.

Una pregunta interesante es que sucedes si f es solo continua y diferenciable. jEs cierto que f es
holomorfa? Veremos mas adelante que la respuesta a esta pregunta es afirmativa.

Otra pregunta que queda por responder es si las funciones holomorfas son analiticas. Responderemos esta
pregunta y la respuesta también serd afirmativa.

2.2. Antiderivadas holomorfas

Teorema 2.9 (Existencia de antiderivadas holomorfas I). Sea f : D(zy, r) — C holomorfa, entonces existe

H : D(zy, r) — C holomorfa tal que
OH

8z
El resultado sigue siendo cierto si se reemplaza D(zy, r) por un rectangulo.

f.

Para demostrar este resultado, primero recurrimos a un resultado de analisis real

Proposicién 2.10. Sea Q C R? un disco o un rectdangulo. Sean f, g : Q — R funciones de clase C' en Q
tales que
fy = gx en 2.

Entonces existe h : Q — R de clase C? en Q tal que
hy =f
hy=g
en Q2.
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2.2. ANTIDERIVADAS HOLOMORFAS

Demostracion. Sea (a, b) € 2 fijo, para cada (x, y) € Q definimos

h(x,y) = /X f(t, b)dt + /by g(x, s)ds.

Gracias al teorema fundamental del calculo tenemos que h, = gy O f; f(t, b)dt = f(x, b). Por otra parte,
como g es de clase C! tenemos que

a y y y
— / g(x,s)ds | = / gx(x,s)ds = / f,(x,s)ds = f(x,y) — f(x, b),
Ox \Jb b b
de donde se sigue que h, = f. Finalmente como f, g son de clase C! tenemos que h es de clase C? |

Demostracion del Teorema 2.9. Sea F(z) = u(z) + iv(z) y denotemos f = uy g = —v, luego de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos que f, = gx, luego Proposicién 2.10 garantiza la existencia de
una funcién hy : Q — R de clase C? tal que %: f=uy %—';:g:—v.

De manera andloga, para f = v y g = u tenemos que existe una funcién h, : Q — R de clase C? tal que
% =vy %—if = u. Finalmente, la funcién H(z) = h1(z) +ihy(z) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

por lo que es holomorfa, y ademds
0H _1
8z 2
1 ]
= 5 (axhl + ath) + E (aXhQ — 5‘yh1)

(Ox — 18y) (1 + ih2)

=u+iv
= F.

Observacion 2.5. Observemos que si f : D(p,r) — C es holomorfa 'y «v : [0,1] — D(p, r) es una curva

. . , H
cerrada, entonces por lo anterior existe una funcién holomorfa H : D(p, r) — C tal que f = 37 luego
z

L f(2)dz = / o (2)dz = H(¥(1)) ~ HY(O)) = 0.

Esta propiedad es una versién débil del teorema de Cauchy que veremos mas adelante.
Tenemos como objetivo demostrar la férmula y el teorema de Cauchy y para ello debemos mejorar el
Teorema 2.9.
Teorema 2.11 (Existencia de antiderivadas holomorfas Il). Sea f : D(zy, R) — C continua en D(zy, R) y
holomorfa en D(zy, R) \ {p} para algin p € D(zy, R), entonces existe H : D(zy, R) — C holomorfa tal que
OH
0z

El resultado sigue siendo cierto si se reemplaza D(zg, R) por un rectangulo.

f.

Veamos primero unos resultados de andlisis real

Lema 2.12. Sea (a,b) CR y H, F : (a, b) — R funciones continuas tales que existe p € (a, b) de modo

que H' existe en (a, b) \ {p} y H'(x) = F(x) para todo x € (a, b) \ {p}. Entonces H'(x) existe para todo
x € (a,b)yH =F en(a,b).
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Demostracion. Consideremos a < a < 3 < b tales que p € [a, (] y definamos para x € [a, G] la funcidn

K(x) = H(c) +/X F(t)dt.

a

Gracias al teorema fundamental del calculo, la funcién K es diferenciable en (a,8) y K’ = F, por lo tanto
(K=H)(x)=0  Vxe(a.p)\{r}.

Esto implica que la funcién K — H debe ser constante en cada componente conexa de (a, () \ {p}, pero
como ademas ambas funciones son continuas en (o, 3), debe ocurrir que

K — H = constante Vx € (o, B),
pero como H(a) = K(a) deducimos que K = H en (a, 3), lo que concluye la demostracion. [
Proposicién 2.13. Sea Q C R? un disco o un rectangulo y sea p € Q. Sean f, g : Q — R funciones de clase

ClenQ\ {p} tales que
fr=9« enQ\{p}.

Entonces existe h : Q2 — R de clase C! en Q tal que
hy=f
hy=g

en Q.

Demostracion. Fijemos (a, b) € Q\ {p} y definamos

h(x.y) = / F(t, b)dt + /by g(x, s)ds.

Del teorema fundamental del cdlculo se tiene que h, = g, pero para hy debemos tener cuidado si es que p es
parte de la linea recta que va de (x, b) a x, y.
Si p no es parte de esa recta, entonces procedemos como en la demostracion del Teorema 2.9 y tenemos

que
o [V %
Eﬂx/b g(x,s)ds-/b gx(x, s)ds

y
—/ f,(x, s)ds
b
= f(x,y) — f(x, b),

de donde h cumple lo requerido.
En caso de que p = (p1, p2) sea parte de la linea de integracidn, utilizamos el Lema 2.12, pues para cada
y fijo, las funciones H(x) = h(x,y) y F(x) = f(x,y) son continuas y satisfacen H" = % = F salvo en el

punto p1, luego el lema garantiza que la igualdad también. se satisface en p;. |

Demostracion del Teorema 2.11. Anadloga a la demostracién del Teorema 2.9, solo que ahora utilizamos la
Proposicion 2.13 en vez de la Proposicion 2.10. |

Ejemplo 2.4. La funcién 1 es continua y holomorfa en C \ {0} pero no existe H holomorfa en C \ {0} tal
que H'(z) = % Esto pues, en caso de existir dicha funcién H tendriamos que

1
2mi = / —dz = / H'(z)dz = 0.
5(01) £ 5(0,1)
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2.3. Teorema y féormula de Cauchy

Lema 2.14. Seay(t) =p+re't cont €[0,27w] y z € D(p, r), entonces

1
——dw = 271,
N W—Z

(@)= [ giw

Nuestro propdsito es demostrar que /(z) es constante para todo z € D(p, r), e I(z) = 2mi. Para ello, primero

1 2m 1 )
I(p):/dW:/ —rie'tdt = 2mi.
Y W=D o re

Por otra parte, por el teorema de diferenciacion bajo el signo integral (ver Corolario A.7) tenemos que

2= 5 (5) -

y por el Corolario 2.4 obtenemos que

Demostracion. Definamos

notemos que

lo que demuestra que la funcién /(z) es holomorfa y constante, en particular /(z) = I(p) = 27/ para todo
ze D(p,r). [

Teorema 2.15 (Férmula de Cauchy 1). Sea f : Q — C una funcion holomorfa con 2 tal que D(p, r) C €,

entonces ) P
f(z)= / (w) dw.
21 Js(pry W — Z

Demostracion. Tenemos que gracias al Teorema 2.11 existe H : D(p, r + &) € Q — C holomorfa tal que

f(w)—f(z .
aH (va—z() Siw#z
E(W)_ q(w) siw =2z
0z -
luego
OoH f —f f 1
O—/ dw—/ (W)(Z)dw—/ ﬂdw—f(z) dw
S(p.r) 02 Sy W2 Sy W= Z Sy W =2
de donde se concluye el resultado gracias al Lema 2.14. |
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Teorema 2.16 (Teorema integral de Cauchy I). Sea f : D(p, r) — C una funcion holomorfa y v C D(p, r)
una curva C* cerrada, entonces
/ f(z)dz=0.
~

Demostracion. Tal como lo mencionamos en la Observacion 2.5 basta notar que existe H : D(p,r) — C
antiderivada de f, es decir H'(z) = f(z) y por lo tanto

/ fdz = / H'dz = H(v(1)) — H(v(0)) = 0
Y Y
[ |

Si bien los Teoremas 2.15 y 2.16 suelen ser suficientes para muchas aplicaciones, nos gustaria tener a
disposicion versiones un tanto mas generales. Una de las cosas que nos interesan es poder integrar sobre
curvas mas generales que una circunferencia, o curvas cerradas en un circulo.

Por ejemplo, nos interesa el caso de que <y sea una curva C!, cerrada y simple (sin auto-intersecciones)
y orientada positivamente. Si €2 es la regién encerrada por y (ver Figura 2.4), entonces quisiéramos poder

Figura 2.4: La curva <y divide al plano en dos regiones.

demostrar que

/ f(z)dz=0
.

f(z) = 21/ Flw) dw
¥

T w—Zz

ysiweQ

para toda f : U D QQ — C holomorfa, donde U es un abierto.
Una version que se puede demostrar es consecuencia del teorema de Green?.

1S le interesa la demostracion de este resultado puede ver [10, 14].
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Teorema 2.17 (Teorema de Green). Sea <y una curva cerrada, simple y C'. Sea Q la region acotada
encerrada®® pory. Si P,Q : Q — R son funciones de clase C entonces

/01 <P(’Y(t))ddr);1+Q(’Y(t))c?f> dt:Lde+Qdy://§2 (Qx — P,) dxdy

Corolario 2.18 (Teorema de Cauchy para curvas de Jordan C'). Sea -y una curva cerrada, simple, C' y suave.
Sea Q la region (acotada) encerrada por . Sea U un abierto tal que Q C U y sea f : U — C una funcién
holomorfa. Entonces

/ f(z)dz=0.

~

Demostracion. Si f = u+ iv es holomorfa en Q, entonces satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es
decir ux = v, y uy, = —Vvy, luego por el teorema de Green

Lf(z)dzz /7(u+iv)(dx+idy)

:/udx~vdy+//vdx+udy
y ¥

— //Q(_Vx — uy)dxdy + /'//Q(ux — v, )dxdy

=0.
|

Corolario 2.19 (Férmula de Cauchy para curvas de Jordan C1). Sea <y una curva cerrada, simple y C'. Sea Q
la region (acotada) encerrada por«y. Sea U un abierto tal que Q C U y sea f : U — C una funcién holomorfa.

Entonces 1 p
f(z) = / (w) dz
¥

27 w—2Zz

para todo z € Q.

Demostracion. Sea z € Qy sea € > 0 tal que D(z,€) C Q y definamos Q. = Q\ D(z, €). Con esto la funcion
f(w)

es holomorfa en una vecindad de Q., de donde el Corolario 2.18* nos dice que

Como 02 = 02U S(z,€) =y U S(z,€), deducimos que

/ f(w) dw —/ F(w) dw —/ Flw) dw =0,
’YW_Z S(Z,E)W_Z 0. W —Z

2Si p : S — C continua e inyectiva < ©(S') es una curva de Jordan

3Que una curva continua, simple y cerrada divide al plano en dos regiones, una acotada y una no-acotada es exactamente el
teorema de las curvas de Jordan.

“Para poder decir esto, debemos aplicar una versién un poco mas general del Teorema de Green: Si <y; es la curva que encierra
Q2 orientada en sentido anti-horario, y <y es una curva que estd dentro de €2 orientada en sentido anti-horario encerrando a una
region 2,, entonces

/de+Qdy—/ Pdx + Qdy = Qx— PR
71 Y2

A\
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2.3. TEOREMA Y FORMULA DE CAUCHY

Figura 2.5: El teorema de Green vale en el conjunto €2..

pero

[ Mg [ D, [ o),
S(ze)y W—Z2 S(ze)y W —Z2 S(z,€) Ww—2z

:27rif(z)—i-/s( )f(m;)/:];(z)dw

—2if(2),
e—0

pues de la Proposicién 2.5 tenemos que

f —f f —f
/ 7(”/) (Z)dw‘ < 27e sup 7(“/) (2) < Cg,
S(z.€) w—2z weQ —Z
= f —f
pues f es holomorfa en U D €2, luego el cociente (W)_Z(Z) es acotado. |

2.3.1. Curvas C! a pedazos

Otra generalizacién que es (til es la de relajar la condicién de que las curvas sean de clase C. Un primer
paso es permitir que las curvas sean C! por pedazos

Definicién 2.5. Decimos que una curva y : [a, b] — C es C! a pedazos si es que 7y es continua en [a, b] y
existe una particion a=ag < a1 < a» < ... < ay = b tales que

"Y‘m,am] € CY[ak, aks1]) Vk e {0,1,..., N—1}.
Con esto podemos definir

Definicién 2.6. Seay : [a, b] — C una curva C' a pedazos y f : C — C una funcidn continua (integrable).

Definimos
/f(z)dz = / f(z)dz.
v %

lag a1l

N—-1

k=0
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Observacion 2.6. Se deja como ejercicio verificar que mediante un cambio de variables afin se puede asumir
que todas las curvas estan parametrizadas en el intervalo [0, 1] y que la definicién de la integral no depende
de la particion que se utilice para definir la curva a pedazos. Ver Ejercicios 2.1y 2.2.

Observacion 2.7. También es importante notar que la version del Teorema fundamental del calculo para curvas
C! que demostramos en el Corolario 2.4 sigue siendo cierta para curvas C! a pedazos pues una vez probada
que la definicién de la integral no depende de la particién, basta aplicar el Corolario 2.4 a cada sumando.

Como mencionamos en un principio, la idea es generalizar el teorema y la férmula de Cauchy para curvas
que son C! a pedazos. Para ello demostraremos una versién débil del teorema de Cauchy general.

Definicién 2.7. Decimos que la funcion C' a pedazos w : [0, 1] — C es una e-deformacion de v : [0,1] — C
si existe tg € (0,1) y & > 0 tales que u(t) = y(t) para todo t € [0,1] \ (tog — 8, to + 0)

u(t) —y(t) <e sit€ (to—0,to+0).

Figura 2.6: La curva u es una e-deformacién de <y donde zy = y(to).

Proposicién 2.20. Sea f : Q — C una funcion holomorfa y «y : [0, 1] — Q una curva C* a pedazos. Entonces
para cada w : [0, 1] — Q2 e-deformacion C! a pedazos de «y tenemos que

/f(z)dz-/f(z)dz.
v 7

Demostracion. Notar que basta considerar el escenario descrito por la Figura 2.6. Gracias al Teorema 2.9
. OoH -, . .
tenemos que en D(zp, €) existe H holomorfa tal que — = f, y por la observacién anterior el Corolario 2.4

0z
vale para curvas C! a pedazos, y por lo tanto

/ F(2)dz = H(pa) — H(py) = / £(2)dz.
YND(zp,r) uND(zo,r)

Corolario 2.21. Sea f : C\ {p} — C una funcion holomorfa y sea «y,(t) = p + re't con t € [0,27]. Luego
para todo 0 < n < rpy se tiene que
/

f(z)dZ:XY f(z)dz.

n ]
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Corolario 2.22. Sea f : D(p, R2)\D(p, R1) — C una funcién holomorfa y sea~y,(t) = p+re't cont € [0, 27].
Luego para todo 0 < R1 < r1 < rn < Ry se tiene que

/

Demostracion. Notar que en ambos casos se puede transformar -y, en 7., solo mediante e-transformaciones.
[ |

f(z)dZ:/Y f(z)dz

n ]

Observacion 2.8. Notar que las e-deformaciones se deben realizar “dentro” del conjunto 2. En la Figura 2.7
se muestran dos curvas que no son g-equivalentes en un conjunto €.

Figura 2.7: v y & no son e-equivalentes en 2.

Como corolario de la Proposicidon 2.20 tenemos la siguiente versién del teorema y la férmula de Cauchy.

Teorema 2.23 (Teorema de Cauchy). Sea Q C C un abierto y sea f : Q — C una funcion holomorfa. Sea
v :1[0,1] — € una curva C L 2 pedazos y cerrada tal que se puede e-deformar en Q2 por curvas C a pedazos a

4 :10,1] = D(p, r) € Q, entonces
/ f(z)dz=0.
v

Teorema 2.24 (Férmula de Cauchy). Sea Q C C un abierto y sea f : €2 — C una funcion holomorfa. Sea
pcQyseay:[0,1] = Q\{p} una curva simple C' a pedazos y cerrada tal que se puede e-deformar en
Q\ {p} por curvas C* a pedazos a S(p, r) orientada positivamente con D(p, r) C €, entonces

) =5 [ W) 4
Y

:27r/ w—p

Finalmente, concluimos con el enunciado de la version general del teorema de Cauchy que aplica no solo
a e-deformaciones, si no que a cualquier familia de curvas homotdpicas.

Teorema 2.25 (Teorema de Cauchy homotdpico). Sea Q C C un abierto, f : Q — C una funcion holomorfa.
Sea H : [0,1] x [0,1] — € wna funcién continua. Para cada s € [0, 1] denotemos por ys : [0, 1] — Q(y)
definida como 7ys(t) = H(s, t) y supongamos que
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= Y(0) =71(0), y
= Yo(1) =m(1).

Entonces entonces la funcion | : [0, 1] — C definida como
I(s) = / f(z)dz

es constante para s € [0, 1]. En particular, si o y y1 son dos curvas cerradas en Q2 y que son homotdpicas

/f(z)dZ:/ f(z)dz.
Yo Y

Para demostrar este teorema se requiere desarrollar primer una teoria de integracion de linea sobre
funciones solo continuas. En general esto no se puede hacer para cualqueir funcion f sin agregar ciertas
hipotesis adicionales como por ejemplo que las curvas sobre las que se integran sean rectificables (en cuyo
caso los resultados anteriormente vistos siguen siendo vdlidos). Sin embargo, cuando las funciones a integrar
son holomorfas, se puede relajar dicha condicién y permitir curvas continuas como caminos de integracion. Al
lector interesado se le recomienda mirar, por ejemplo, [8, Ch III, p110].

Corolario 2.26. Sea f : Q — C una funcion holomorfa y «y : [0,1] — Q una curva cerrada que es homotdpica
en € a un punto p € Q. Entonces
/ f(z)dz=0.
v

Un corolario de la versidn general del teorema de Cauchy es el teorema de existencia de antiderivadas
holomorfas en conjuntos simplemente conexos.

Definicién 2.8. Decimos que Q2 C C es simplemente conexo si Q2 es conexo por caminos, y dadas dos curvas
continuas Yo, v1 : [0, 1] — € con v9(0) = v1(0) ¥y v0(1) = v1(1), entonces existe H : [0,1] x [0,1] — Q
continua tal que

H(0, t) =vo(t) Vte]0,1],

H(1,t) =v(t) Vtelo1].

Observacion 2.9. Como consecuencia de la definicion se puede verificar que si 2 es simplemente conexo vy si
v :[0,1] — Q es una curva cerrada, entonces -y se puede deformar al punto {p = y(0)}.

Teorema 2.27 (Existencia de antiderivadas holomorfas IIl). Sea f : Q — C una funcion holomorfa en Q
conjunto abierto simplemente conexo. Entonces existe F : €2 — C holomorfa tal que F' = f.

Demostracion. Fijamos p € €2, y para cada z € 2 consideramos v, : [0,1] — Q tal que 7,(0) = py
v2(1) = z. Nuestro candidato a antiderivada de f esta dada por

F(2) :/ Flw)dw,

pero para que este candidato sea valido, primero debemos hacernos cargo de que la definicién esté bien hecha:
F(z) no puede depender del camino que se escoja. Para ello notamos que si 4, es otro camino en 2 que
conecte p con z, gracias a que 2 es simplemente conexo podemos usar el Teorema 2.25 y concluir que

/f(w)dW:[ f(w)dw,
2 A
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lo que hace que F esté bien definida.
Ahora bien, dado z € 2 consideramos r > 0 pequefio de modo que D(z, r) C €2, luego para h € D(0, r)
tenemos que z+ h € D(z,r) y por lo tanto podemos escribir

F(z+h)— F(z) = /YZM f(w)dw — /Z f(w)dw,

pero dado que la definicion de F(z + h) no depende del camino que conecte p con z + h, podemos suponer
que Yz+h = Yz + [z, z+ h], donde [z, z + h] denota el segmento rectilineo que conecta z con z + h (que esta
dentro de D(z, r) por ser convexo). En consecuencia

F(z+ h)— F(z) :/

[z,

1
f(W)dW:/ f(z + th)hdt,
z+h] 0

y por lo tanto

F(Z+h/)7_F(Z) :/Olf(z+th)dt.

Ahora bien, como f es continua, dado € > 0 debe existir § > 0 tal que si |w — z| < § entonces |f(w) — f(2)| <
€, Luego, si |h| < 6 entonces |f(z + th) — f(z)| < € y tenemos que

F(Z+h/)7_ F(z) f(z)‘ < /01|f(z—|-th) —f(z)[dt <e¢,

lo que demuestra que F' = f. Finalmente, dado que F es diferenciable, entonces por el Teorema 1.11 tenemos
que % y gy existen y ademds aF = F’ = f. Como f es holomorfa, entonces es de clase C! y por lo tanto
F’ también ha de serlo, y en consecuencia F también es de clase C y como ya vimos que es diferenciable,
entonces ha de ser holomorfa. |

2.4. Teorema de Goursat
Teorema 2.28 (Goursat). Sea f : 2 — C una funcion diferenciable. Si R C Q es un rectangulo entonces

/aR f(z)dz=0

Demostracion. Para S C 2 rectangulo consideramos la funcién

u(s) = /8 )z

donde la orientacién de S es anti-horaria. Bisectamos ambos lados del rectdngulo R para obtener 4 rectangulos
Ry, ..., R4 y observamos que

4 4
w(R) =Y u(Re) = (R < Y Iu(Ri)I,
k=1 k=1

debido a que las integrales sobre los lados comunes de cancelan por estar orientadas en sentidos opuestos.
Por lo tanto debe existir k € {1, ..., 4} tal que |u(Rk)| > % |[w(R)|. Sin perder generalidad supongamos que
esto ocurre para k = 1. Repetimos el procedimiento de biseccién para R; y obtenemos un nuevo rectangulo,
que llamamos R» que satisface

B(R2)| = 3 l(R)| > 25 (R
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Siguiendo de esta forma, podemos construir una sucesién de rectangulos encajonados RO Ri D Ry D ...
tales que

B(RA) > Zpu(R).

Ademis, los centros de los rectdngulos R estan todos contenidos en el rectangulo R, que es un conjunto
cerrado y acotado en C, luego el teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza que la sucesion (pk)ken de los
centros de cada rectdngulo tiene un punto de acumulacidon pg, que ademds debe estar contenido en todos los
rectangulos Ry.

Como f es diferenciable en todo punto de €2, lo es en pg, luego dado € > 0 debe existir 6 > 0 tal que
D(po,0) C Q2 y tal que

P — Po

Por otra parte, sabemos del teorema de Cauchy para curvas cerradas C! a pedazos que

/ 1dZ:0:/ zdz =0,
aRk aRk

pues las funciones 1y z son holomorfas. Luego si consideramos k suficientemente grande tal que Rx C D(po, 0),
entonces

’f(p)_f(pO) _ f/(po)‘ <e Vpe D(po ).

(R = \ | ez

_ \ [ (7= f(o0) = /(o) 2 — po))c|
ORy

Sea P el perimetro de Ry D el largo de su diagonal, luego el perimetro de Ry es 27 %P y el largo de la
diagonal es 27KD, de donde deducimos que si z € ARy, entonces

|(f(z) = f(po) — '(po)(z — po))| < €|z — po| < 27¥De,
y como L(ORk) = 2~kP, gracias a la Proposicién 2.5 obtenemos que
IL(R)| < 4% |u(Ry)| < 4k27%P . 27KDe = PDe,

de donde concluimos que wu(R) = 0 pues € > 0 era arbitrario.
|

Este teorema, junto con el Teorema de Morera (Teorema 3.4) que veremos mas adelante nos permitird
concluir que

Diferenciable = Holomorfo

sin la necesidad de suponer que la funcién es de clase C!.

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Sea vy : [a, b] — C una curva C! a pedazos y f : C — C una funcién continua (integrable).
Mostrar que la definicidn de fw f no depende de la particidon que se use para definir 7. Es decir, si a = ag <
<...<ay=bya=ap<a< ...<§M:bsontalesquefy|[
ke{01,..., N—-1}yle{01,..., M — 1}, entonces

/y f(z)dZ:A:z::_:/

. . . son de clase C! para
ak.,ak+1] y fy‘[alraHl] ec P

N—1
f(z)dz.

" [ a1

k=0 [k .2k 41]
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Ejercicio 2.2. Sea ¢ : [c, d] — [a, b] una funcién C! a pedazos estrictamente creciente y sea vy : [a, b] — C

una curva C! a pedazos. Muestre que
/f(z)dZ:/ f(z)dz
¥ Yo

Ejercicio 2.3. Sea v : [0,1] — C una curva C! a pedazos y sea f : C — C una funcién holomorfa, entonces

para toda f continua (integrable).

| 5@z = Fr) ~ o))

Ejercicio 2.4. Sea f : C — C una funciéon continua tal que f(z) € R para todo z € C. Muestre que si
If(z)] <1ysil={et:te[0,2n]} entonces

/rf(z)dz
/rf(z)dz §/027r|sen t dt.

/r(z + Z?7)dz

donde I es el cuadrado de vértices 1+, 1 —/, =1 — iy —1 4/ recorrido en sentido horario.

< 4.

Ayuda: Muestre que

Ejercicio 2.5. Calcule la integral

Ejercicio 2.6. Sea R > 0y f : D(0, R) — C una funcién holomorfa. Para cada z € D(0, R) considere el
camino 7; : [0, 1] — D(0, R) definido como

V2(t) = tz.

Defina

F(z) —/ f(w)dw
y muestre, sin usar el teorema de Cauchy, que F es holomorfa y que F'(z) = f(z).

Ejercicio 2.7. Sea f : D(p, r) — C una funcién holomorfa. Para cada z € D(p, r) considere una curva C! a
pedazos v, : [0, 1] — D(p, r) tal que v,(0) = py (1) = z.

1. Defina
F(Z):/ f(w)dw,

y muestre que F estd bien definida (no depende de la eleccién del camino «y;) y que F'(z) = f(z).
2. Generalice lo anterior, suponiendo que f : U — C donde U es un conjunto simplemente conexo en C.

Ejercicio 2.8. Muestre que el teorema de integracion por partes vale en el siguiente sentido: sean f, g funciones
holomorfas y sea v una curva C' y suave va de z; a zo, entonces

/ F(2)9(2)dz = F(22)9(22) - F(z)9(z1) — / F(2)d(2)dz
v Y

45



2.5. EJERCICIOS

2w* +3w3

— dw donde «v = S(1,5) orientada en sentido horario.

Ejercicio 2.9. Calcule /
¥

Ejercicio 2.10. Sea g : [0, 1] — C una funcién continua. Si z ¢ [0, 1] defina

f(z) = /01 tg(j)dt.

z

1. Use la definicion para demostrar que f : C\ [0, 1] — C es diferenciable y obtenga una férmula para
f'(z).

2. Demuestre que lim,_ f(z) = 0. Recuerde que z — oo ssi |z| = 0o

3. Calcule explicitamente f(z) para g = 1. Ayuda: Considere z = x + iy y estudie los casos y =0 e y # 0.
Puede que tenga que usar cambios de variables trigonométricos.

4. Siga suponiendo que g = 1. Para x € (0,1) y z = x+iy vea que sucede con lim,_,q+ f(2) y lim,_,o- f(2).
Ayuda: Estudie Imf(z).
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Capitulo 3

Aplicaciones de la formula de Cauchy

3.1. Suavidad de las funciones holomorfas

En nuestra definicién de funcién holomorfa siempre hemos supuesto que f es de clase C!. Una de las
principales consecuencias del teorema y la férmula de Cauchy es que una funcién holomorfa es de hecho de
clase C*° como muestra el siguiente

Teorema 3.1. Sea 2 C C abierto y f : 2 — C holomorfa. Entonces f € C*>°(Q2). Ademas, si D(p,r) CQ y
z € D(p,r), entonces
okf k! f(w)
(K () — _
) dzk (2) 2mi /5(,)’,) (w — z)ktl dw

f(w)

Demostracion. Si z € D(p, r), entonces la funcion w —

es continua en S(p, r) pues
\w—2z|>r—1|z—p|>0.

Ademids se verifica que

1( f(w) _f(w))_> f(w)

h\w—-—z—h w-—2z)hs0(w-—2)2

uniformemente en w. Luego, si aplicamos la férmula de Cauchy, obtendremos que

F(2) = A'Lno f(z+ h/)7— f(2)

1
=~ Iim 1/ < fw) ) ) dw
21i h=0 h Jspny\W—2—h w—2z

R
271 Jsp.ry (W= 2)

f'(z+ h) —f'(2)
h

De manera anéloga, si aplicamos la misma idea a obtendremos que

" . 2 f(W) def
(z) = 27”,/5([”) 7(W - z)3dW = V(2),

donde ademas la funcién W(z) es continua pues

f(w) f(w)
(w—t)3 t=z (w—2)3
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3.1. SUAVIDAD DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS

uniformemente en w. De donde deducimos que f € C?(Q).

En resumen hemos demostrado que f’ es una funcién de clase C! que es diferenciable en todo punto. En
particular por el Teorema 1.11 tenemos que " debe ser holomorfa.

La demostracién termina iterando el procedimiento anterior para concluir que f es una funcién de clase
Ck para todo k € N. ]

Corolario 3.2. Si f es holomorfa, entonces ' es holomorfa.
Ademas, siguiendo la misma demostracién de Teorema 3.1 obtenemos la siguiente

Proposiciéon 3.3. Sea g : S(p, r) — C continua, entonces

7‘(2):1/S 9(w) dw

270 Js(pry W — Z

es holomorfa en D(p, r).

Esta proposicién nos permite construir funciones holomorfas a partir de funciones solamente continuas.
Sin embargo, la “extensién” holomorfa que se obtiene no tiene por que ser efectivamente una extensién de la
funcién.

Ejemplo 3.1. Notar que si g(z) = Z, entonces

£(2) RS g(w)

= dw =20
210 Js1y W — 2

para todo z € D(0,1).

Teorema 3.4 (Morera). Sea f : Q — C una funcion continua con Q C C abierto. Si

/ f(z)dz=0
B8R

para todo rectangulo R tal que R esté contenido en 2. Entonces f es diferenciable en 2, mas aun f es
holomorfa.

Demostracion. Sea p € €, vamos a demostrar que si D(p, r) C Q entonces f es holomorfa en D(p, r).
Sea g € D(p, R) y consideremos un camino pp g en D(p, R) que conecte p con g compuesto solo por
segmentos verticales y horizontales (ver Figura 3.1) para definir la funciéon F : D(p, r) — C dada por

F(q) :/ f(w)dw.
Pp.q
Como f,y f(z)dz = 0 para toda v que es frontera de rectangulo en Q, entonces la funcién F(q) no
depende del camino que tomemos para ir de p a g en tanto que este sea de la forma descrita. En efecto, si
Pp.q €S Otro camino que va de p a g, entonces, la curva

P = Pp,q T+ (—:5p,q)

es una curva cerrada que describe una unién de fronteras de rectangulos (ver la Figura 3.2).

Veamos que F es diferenciable en g. Como D(p, r) es abierto, tenemos que para 7 > 0 suficientemente
pequeno, D(q,7) C D(p,r), luego si h = hy + ihy € C es tal que |h| < 7, entonces g+ h € D(p,r) y se
puede conectar g con g+ h mediante un camino compuesto por segmento horizontal seguido de uno vertical.
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Pp.q opD T

oo/

Figura 3.2: La curva pp 4 y la curva pp g.

Sea pq.q+h dicha curva que la parametrizamos en dos segmentos: primero como pq. 44, (t) = q + thy y luego
como Pg.q+h(t) = g+ hy +ithy con t € [0, 1]. De la definicién de F, y como F no depende del camino que
escojamos en tanto esté compuesto solo por segmentos verticales y horizontales, tenemos que

F(g+ h) = /ppv“h f(z)dz = /p

y por lo tanto

f(z)dz +/ f(z)dz = F(q) —i—/ f(z)dz
Pq.q+h o

P.q q.q9+h

F(g+h) - F(q)
=D )| -

% /p  fle)e— rta)

49



3.2. SERIES DE POTENCIA Y ANALITICIDAD

1

——
1 ! e . h+ iho

= 7 <h1/ f(q+th1)dt+/h2/ f(q+h1+/th2)dt> —Tf(q)

0 0

1
i

1 1
g/ |f(Cl+th1)—f(q)|df+/ (gt b+ ithe) — F(q)]dt
0 0

1 1
(|h1|/0 Fla-+ thy) — (@)l d + ha] |f(Q+h1+ith2)—f(q)|df)

pero de la continuidad de f obtenemos que dado € > 0 existe 0 < § < F tal que si || < d entonces

[fla+&) —f(a)l <e,
en particular como t € [0, 1] tenemos que si |h| < § entonces |thy| < &y |hy + ithy| < §, por lo tanto

Flag+h) —F(q)
h

f(q)| < 2e.

Esto demuestra que F es diferenciable en gy F'(q) = f(q), luego gracias al Teorema 1.11 tenemos que
F es satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Como g € D(p, r) era arbitrario, lo antes demostrado
también dice que F es diferenciable en todo D(p, r) y ademds es de clase C! (pues f es continuay F’ = f),
en consecuencia F ha de ser una funcién holomorfa D(p, r). Pero gracias al Corolario 3.2, tenemos que
F’' = f también es holomorfa en D(p, r), lo que concluye la demostracion. |

Observacion 3.1. Si juntamos los teoremas de Morera y Goursat podemos escribir la siguiente cadena de
equivalencias

Holomorfa < Cauchy-Riemann + C! < CO4Diferenciable

por lo que de ahora en adelante hablaremos indistintamente de funciones holomorfas o diferenciables.

3.2. Series de potencia y analiticidad

Hasta ahora teniamos que si f es una funcién andlitica en €2, entonces f es (infinitamente) diferenciable
en Q. A continuacién veremos que toda funcién diferenciable es analitica, y para ello recordamos la siguiente

Definicion 3.1. Decimos que f : Q — C es analitica si para cada p € Q existe r > 0 tal que D(p,r) CQ y
existe una sucesion (ax) x>0 C C tales que

f(z)=> a(z—p* VYzeD(pr).
k>0

Teorema 3.5. Sea Q2 C C un abierto y f : Q — C una funcion holomorfa. Entonces f es analitica en <.

Demostracion. Sin perder generalidad! supondremos que 0 € Q y que p = 0.
El Teorema 3.1 nos dice que toda funcién holomorfa es de clase C*°, y en particular podemos definir

1 8kf

dkx = H@(O)

Yconsiderar la funcién f(z) = f(z — p) en Q — p.
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3.2. SERIES DE POTENCIA Y ANALITICIDAD

para todo k > 0. Sea r > 0 tal que D(0,r) C Q2 ysea z € D(0, r), de la férmula de Cauchy tenemos que

f(z )_/ GO
270 Js.ny W —Z

pero como |z| < |w| = r tenemos que ‘ﬁ < 1, luego

Lo
w—2Zz w —

7ZWI<

z
w k>0
y la serie converge uniformemente. Por lo tanto, usando el Teorema 3.1 tenemos que

1 zX B 1 f(w) k _ k
f(z) = 27”-/5(0” f(W)Z de = Z (27“ /S(OI) Wk+1dW> z = Zakz :

k>0 k>0 k>0

Observacion 3.2. A partir de ahora, podemos utilizar indistintamente los términos holomorfa, diferenciable o
analitica para referirnos a una funcién con alguna de esas caracteristicas.

Ejemplo 3.2. Consideremos f : C\ {—2/} — C definida como f(z) =

. Notar que si p = 0, entonces

zZ+2i
1 1
f(z) =
(2) Z+2i 2 (1—-%
iz : -
luego, si 2‘ < 1<% |z| < 2, de la serie geométrica tenemos que
>\ K ik—1

1 1z I K
@=532(3) ==

k>0 k>0

Por otra parte, si p = 1, tenemos que

1 1 1

f(z) =

z+2i 1+2i+z—-1 (1+2)(1+Z2)

luego si

12_;2,-‘ <14 |z —1| <+/5, nuevamente de la serie geométrica concluimos que
(—1)¥ K
f z -1k
(2) = 22%(14-2)k+1( )

Célculos similares se pueden realizar para todo p # —2i.

Ejemplo 3.3. Encuentre una formula cerrada para la serie

Z k2K

k>0
cuando |z| < 1. De la serie geométrica tenemos que para |z| < 1
1
k
- = Z ,
7
k>0
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derivando a ambos lados tenemos que

(1—2)2 =2 ke

k>1

= (k+1)Z*
k>0

= Z kzk + Z zK
k>0 k>0

= Z kzK + b
k>0 1-

Finalmente, volvemos a derivar esta igualdad y obtenemos que

2 _ 1
(eI DL

k>0
1
:ZKZ k— l
(1—27)2
k>1 (1 Z)
= (k+1)22F+
k>0 ( )
2_k
=Y KKy k4> 2 +(1_Z)2
k>0 k>0 k>0
1 1 1 1
— k2 k 2
S K ((1— 22 1—z>+<1—z>+<1—z)2
k>0
3 1
2_k _
_Zkz —I— 12
k>0
de donde obtenemos que
Zk“ 2 3 N 1 :2—3(1—Z)+(1—z)2:z(1+z)
1-23 (1-22 1-z (1-2)3 (1—2)3

k>0

3.3. Estimaciones de Cauchy y el teorema de Liouville

Teorema 3.6 (Estimaciones de Cauchy). Sea f : 2 — C holomorfa, p € Q2 y R > 0 tal que D(p,r) C Q. Si
M = supyes(p.ry |f(w)|, entonces

okf Mk!
ozk (p)| < ko

Demostracion. Recordar que

okf k! f(w)
8zk (p) = o7 /S(W) (w— p)k“dw'
luego

LA P A L Mk!

o )| <5, <
82“ 27r weS(p.r) |w — p\k“ 2T wes(pry rHTL rk
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Observacion 3.3. Notar que de este resultado obtenemos que

1
M|k 1
rk

akf %
ﬂ@(l?) < limsup

k—o00

I
— = |imsup .
p

R k—o0

de donde sale que el radio de convergencia R de la serie de Taylor
1 9%f K
Z H@(P)(Z —p)
k>0

satisface

para todo r > 0 tal que D(p, r) C €, es decir
R > dist(p, Q°).

Lema 3.7. Sea f : Q — C una funcion holomorfa, donde Q es abierto y conexo. Si f'(z) = 0 para todo
z €S2, entonces f constante.

Demostracion. Sea z € Q2 y sea p € 2 fijo. Entonces 0 = fw f'(w)dw donde =y es cualquier curva (rectificable),
en particular para una curva que va de p a z. Luego del teorema fundamental del calculo complejo tenemos
que f(z) = f(p). L

Teorema 3.8 (Liouville). Sea f : C — C una funcion entera y acotada (i.e. existe M > 0 tal que |f(z)| < M
para todo z € C), entonces f es constante.

Demostracion. Del Teorema 3.6 tenemos que para todo p € C y todo r > 0 se puede escribir

Como esto vale para todo r > 0, se concluye que f’(p) = 0 para todo p € C, luego f debe ser constante. B

Teorema 3.9. Sea f : C — C una funcién entera tal que |f(z)| < M |z|" para todo |z| > R entonces f es
un polinomio de grado a lo mas N.

Demostracion. Ver Ejercicio 3.11. |

Corolario 3.10 (Teorema fundamental del algebra). Sea P : C — C un polinomio holomorfo. Entonces P es
constante o P tiene una raiz en C.

Demostracion. Si P no es constante, demostremos que P debe tener una raiz. Supongamos por contradiccion
que P es no constante y P(z) # 0 para todo z € C, luego

1
P(2)

9(z) =

es una funcion entera. Se deja como ejercicio verificar que |P(z)| ‘ |—> +o0. Lo que implica que |g(z)| | |—> 0,
Z|—+o0 z|l—
de donde se concluye que g debe ser acotada. Luego el teorema de Liouville implica que g debe ser constante.

Lo que es una contradiccién. |
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Corolario 3.11. S/ f, — f uniformemente en compactos de 2 y f, es holomorfa, entonces f es holomorfa.

Demostracion. Sea p € Qy r > 0 tal que D(p, r) C €2. Luego f, — f uniformemente en D(p, r), de donde
f es continua en D(p, r). Finalmente, notar que como la convergencia es uniforme se puede escribir

f(z) = nILmOO fn(2)

1 fn
= lim — (W)dw
n—00 2M1 Js(p,ry W — Z
1
=-— lfim (W dw
2T Js(p,ryn—o0 W —2Z
1 f
(w) dw

N 277I'I S(p.r) w—Zz

luego por la Proposicién 3.3 concluimos que f debe ser holomorfa. |

Corolario 3.12. Sean f, y f como antes, entonces

o, o
dzk P Ozk

uniformemente en compactos de <.

Demostracion. Sea K C 2 un compacto, y sea r = % min {dist(K, Q2°), 1} > 0. Notemos que

=JDbknceo
peK
y K, es compacto.
Ahora, para z € K podemos escribir
D (12) - ()| < & (W) — (W)
z zZ))| < — sup w) — w
ozk rk weD(z,r) ! "
k!
< — sup [fp(w) — (W)
I’ weK,
_ 5 . : o f,
gracias al Teorema 3.6. Pero f, es una sucesiéon de Cauchy uniforme en K,, de donde concluimos que 32k
es una sucesién de Cauchy uniforme en K. |

3.4. Ceros de funciones holomorfas, parte |

Teorema 3.13. Dado Q2 C C abierto y conexo, y f : Q — C holomorfa. Si Z(f) ={ze€ Q: f(z) =0}, el
conjunto de ceros de f, tiene un punto de acumulacion en 2 entonces f = 0.

Demostracion. Supongamos que existen z,, zg € Z(f) tales que z, # zp y z, — zp. Veamos primero que
n—oo

f(X)(z9) = 0 para todo k > 0. De no ser asi, podemos definir

ko = min {k L F) (z0) 0}
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y tendriamos que ko > 1 (pues f(z5) = 0). Como f es analitica, tenemos que existe r > 0 tal que

) (5
)= T gy

k>ko

para todo z € D(zy, r). Como kg > 1, podemos definir la funcién

@) s @) e

g(Z) = P
(z — z9)ko =i k!
que es analitica en D(zp, r) y ademas
f(ko) Z
(3.1) glz) = 120 4 g
ko!
) f(zn) . .
Ademas es claro que g(z,) = m = 0 para todo n € N, luego g es una serie de potencias que
n — £0

tiene una sucesion de ceros con un punto de acumulacion, de donde concluimos que g = 0 en D(zg, r) gracias
al Teorema 1.22, lo que es una contradiccén con (3.1).
Lo anterior nos dice que el conjunto

E = {z e Q: f®(z) = 0 para todo k > 0}

es no-vacio (zp € E), y ademas es claramente un conjunto cerrado pues
-1
E= () (o).
k>0

Afirmamos que E es abierto, en efecto, si w € E y como f es analitica, tenemos que

f(z):zf(ki(lw)(z—w)kzo Vze D(w,6),
k>0 '

para cierto 6 > 0, de donde se concluye que D(w, §) C E. Asi, como €2 es conexo, debe ocurrir que Q = E. &

Veamos algunos corolarios del Teorema 3.13.
Corolario 3.14. Los ceros de una funcion holomorfa no constante son aislados.

Corolario 3.15. Si f, g : QQ — C son funciones holomorfas, sobre Q) abierto y conexo, que coinciden en un
conjunto con un punto de acumulacion entonces f = g.

Corolario 3.16. Sea f : Q2 — C una funcion holomorfa sobre Q2 abierto y conexo. Si existen p € Q yr > 0
tal que f‘D(p R) = 0, entonces f = 0.

Corolario 3.17. Si f y g son funciones enteras que coinciden en R, entonces f = g.

Ejemplo 3.4. Como f(z) = cos?(z) +sen®(z) y g(z) = 1 coinciden en R, entonces deben coincidir en C.
Lo mismo ocurre con otras identidades que satisfacen funciones reales que se extienden al plano complejo.
Como por ejemplo que e = Zkgo i—k,

Corolario 3.18. Si f, g : Q2 — C son holomorfas, (2 es abierto y conexo, son tales que f - g = 0, entonces
f=00g=0.
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Demostracion. Si f(zy) # 0 para algtin z € C entonces por la continuidad de |f(z)| debe existir r > 0 tal
que f(z) # 0 para z € D(zy, r). Luego g(z) =0 en D(z, r). [

Observacion 3.4. En lenguaje algebrdico si denotamos por
H(Q)={f:Q— C:f esholomorfa}

tenemos que H(2) es un anillo para las operaciones + y -. Y el corolario anterior nos dice que H(£2) no tiene
divisores de cero cuando 2 es abierto y conexo.

Corolario 3.19. Si f es holomorfa y existe p tal que f)(p) = 0 para todo k > 0, entonces f = 0.

Observacion 3.5. Los dos resultados anteriores no son ciertos en analisis real para funciones C*°. Considerar

0 six<0
f(X):{ 1

la funcién

e x six>0.
Un calculo sencillo muestra que £(¥)(0) = 0 para todo k > 0y que f € C®(R). Ademds, tomando
1
ex six<0
9(x) = .
0 six>0.

entonces f - g = 0.

3.5. Ejercicios

V4
Ejercicio 3.1. Calcule la integral / e—kdz para k € N.
5(01) £
Ejercicio 3.2. Sea f : D(0, R) — C una funcién holomorfa, con R > 1. Calcule
f
/ (2i(w+w_1))ﬂdw
5(0,1) w

de dos formas distintas y deduzca que

1 /277 Flet)cos? (L) dt = £(0) + 2F/(0)
T Jo 2 N 2
Y 2w
1 ; t 1
TF/O f(e't)sen? <2> dt = f(O)—Ef’(O).
22
Ejercicio 3.3. Encuentre la serie de potencias en torno a z =0 para f(z) = m

Ejercicio 3.4. Explique por qué las siguientes igualdades son incorrectas:

d2 1 1 d2 1 1
— | — t|dt = — —t)dt = — —dt.
dXQ/_l og|x — /_1 & (log|x — t) /_1 CEr

Ejercicio 3.5. Sea f : C — C una funcién holomorfa, zo € Cy k € N.
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1. Muestre que existe una constante C > 0, que no depende de k, tal que

o f

La constante puede depender de f y de zj.

2. Muestre que no puede existir un polinomio P : R — R tal que

k
%(Zo) < P(k).

Ayuda: Considere f(z) = ef*?.

Ejercicio 3.6. 1. Sea f : D(0, R) — C una funcién holomorfa. Muestre que

1F(0)] < Rlﬁ (/D(O'R) |f(x,y)2dxdy>; _

Ayuda: Justifique que 2 : D(0, R) — C es holomorfa y luego use la férmula integral de Cauchy para
obtener que

2 I 20 if
f(0)=— f “)de,
() OF = 5= [ (se?)
para cualquier 0 < s < R. Multiplique () por s e integre para s € (0, R) para luego pasar a coordenandas
cartesianas.

2. Sea 2 C C un abiertoy K C Q2 un compacto. Sea f : Q — C una funcién holomorfa. Muestre que
existe una constante C > 0 (que depende solo de Q y K, pero no de f) tal que

ze

sug|f(z)| <C </Q 1F(x, y)? dxdy)é :

Ayuda: Generalice la parte a) para que aplique a una funcion con dominio D(zg, r) y luego apliquela
para zg € K y r > 0 apropiado. Recuerde que la integral de una funcion real positiva es mondtona si se
agranda el dominio de integracion.

Ejercicio 3.7 (Existencia de logaritmos). Sea f : Q2 — C una funcién holomorfa en Q2 conjunto abierto
simplemente conexo tal que f(z) # 0 para todo z € Q. Muestre que existe L : 2 — C holomorfa tal que
f'(z)
f(z)
Ejercicio 3.8. Sea Q C C y consideremos L = Q2N R # @. Suponga que f : 2 — C una funcion continua en
todo Q pero solo es holomorfa en 2\ L. Muestre que f es holomorfa en todo 2. Ayuda: Use el teorema de
Morera.

et(?) = f(z) para todo z € Q. Ayuda: Note que de existir dicha funcion L entonces satisface L'(z) =

Ejercicio 3.9. Sea Q C C un dominio, y sean f, : Q2 — C funciones holomorfas tales que
|fa(2)] < 27"

Muestre que la serie definida como - fs(z) define una funcién holomorfa en .
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3.5. EJERCICIOS

Ejercicio 3.10. Sea f : C — C una funcién holomorfa tal que existen C >0y a € (0,1) de modo que
If(z)| < Clz|* ,Vz eC.
Muestre que f debe ser constante. Ayuda: Use el Teorema 3.6.

Ejercicio 3.11. Sea f : C — C una funcién entera tal que |f(2)] < M|z|" para todo |z| > R entonces f es
un polinomio de grado a lo mas N. Ayuda: Use el Teorema 3.6.

Ejercicio 3.12. Una funcién holomorfa f : C — C se dice de tipo exponencial si existen A, C, R > 0 tales que
If(z)| < ce?l vzl > R
Muestre que el conjunto de funciones de tipo exponencial es cerrado bajo diferenciacién.

Ejercicio 3.13. Sea f : C — C una funcién holomorfa tal que f(z+ i) = f(z) = f(z+ 1) para todo z € C.
Muestre que f es constante. Ayuda: Use el Teorema 3.8.

Ejercicio 3.14. Suponga que la serie de Taylor de una funcién entera F converge uniformemente a F en todo
C. Muestre que F debe ser un polinomio.

Ejercicio 3.15. Sea f una funcidn entera no constante. Muestre que f(C) es denso en C. Ayuda: Argumente
por contradiccion y use el Teorema 3.8.

Ejercicio 3.16. Sea f una funcién entera que satisface |Re f(z)| < |Im f(z)|. Muestre que f es constante.
Ayuda: Use el Ejercicio 3.15.

Ejercicio 3.17 (Teorema de Montel). Se dice que un conjunto F de funciones holomorfas en 2 es localmente
acotado si para todo compacto K C Q2 existe M > 0 tal que

max|f|<M VfeF.

Muestre que F es un conjunto de funciones holomorfas localmente acotado en 2 si y solo si F es
precompacto (visto como subconjunto de C(Q2)). Ayuda: Para probar que F es localmente acotado argumente
por contradiccion. Para probar que F es precompacto, use la formula de Cauchy y el teorema de Arzela-Ascoli.

Ejercicio 3.18. Una funcion f : U C R — R se dice analitica real o de clase C% si para cada a € U existe
0 >0con (a—4,a+0d) C Uy existe una sucesion (cp)pen € R tal que

f(x) =) clx—a)", Vxe(a—5a+d).

n>0
. s o1
1. Encuentre una funcién f : R — R de clase C* que no es analitica real. Ayuda: Use la funcion ex.

2. Muestre que f(x) = es analitica real en todo R, pero no existen xp € R ni (ax)k>o tales que

1+ x?
F(x) =D k>0 ak(x — xo)¥ para todo x € R. Calcule la serie de potencias de f en torno a xg = 0 y su

radio de convergencia.

3. Suponga que 2 C C es abierto y conexo. Suponga que F : Q — C es holomorfa 'y que F(Q NR) C R.
Muestre que si U =QNR entonces f : U — R definida como

fx)=F(x) xe U
es analitica real.
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EJERCICIOS

Suponga que f : U — R es analitica real para cierto U C R abierto y conexo. Muestre que existe Q C C
abierto y conexo y una funcién holomorfa F: Q - C talque QNR=Uy f = F|U.

. Muestre que un teorema de Liouville es falso para funciones analiticas reales, para ellos encuentre una

funcién analitica real que es acotada y no constante.

. Sea e > 0ydefinaSc CCcomo S, ={ze C:|Imz| <e}. Construya una funcién analitica real

f : R — R para la cual no existe ninguna funcién holomorfa F, : S¢ — C de modo que FS‘R =f
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Capitulo 4

Singularidades y el Teorema de los Residuos

En este capitulo estudiaremos funciones holomorfas que pueden tener singularidades, como por ejemplo

1

1 1
-, , ez, etc.
zK' (z—p)(z—q)’

N | =

4.1. Singularidades

Definicion 4.1. Sea Q2 C C un abierto, p € Q y f : Q\ {p} — C una funcién. Diremos que p es una
singularidad aislada para f si existe r > 0 tal que D(p,r) CQy f|D(p MNp} € holomorfa.

En vista de la definicidon anterior, notamos que hay tres posibilidades mutuamente excluyentes:

S.1 |f(z)| < M para todo z € D(p, R) \ {p}.

$.2 lim,—, |f(2)] = +o0.

S.3 Ni S.1ni S.2 ocurren.
Cada uno de estos casos da pie para la siguiente definicidn.

Definicion 4.2. Sea f : Q\ {p} — C una funcion holomorfa con singularidad aislada p. Decimos que

m p es una singularidad removible para f si S.1 ocurre.
m p es un polo para f si S.2 ocurre.
m p es una singularidad esencial si 5.3 ocurre.

Teorema 4.1 (Teorema de las singularidades removibles de Riemann). Sea f : D(p, r) \ {p} — C una funcion
holomorfa y acotada, entonces

» lim,p f(2) existe, y

m [ a funcion

f(z) siz#p,
fz) = lin f(z) siz=p,

es holomorfa.
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4.1. SINGULARIDADES

Demostracion. Definamos g : D(p, r) — C como
(z—=p)*f(2) siz#p
9(z) = .
0 Sl Z=p.

Claramente g es continua en D(p, r) y diferenciable en D(p, r) \ {p}, veamos que también es diferenciable en
p. Para h € D(0, r) escribimos

g(p+h)—g(p) _ Wf(p+h)
h h

como f es acotada en D(p, r) \ {p} tenemos que

i 9P M) —9(p) _
h—0 h

= hf(p+ h),

0,

luego gracias a los teoremas de Goursat y Morera tenemos que g debe ser holomorfa en D(p, r) y ademas
9(2)| < M|z —pf,

donde |f(z)| < M si z # p. Ahora bien, como g es analitica en D(p, r) debe existir (ax)x>0 € C tal que

9(2) =Y alz—p)F,

k>0

y Como

9(2)
(z—p)?
concluimos que ag = a1 = 0. Asi podemos definir la funcién holomorfa

F(2) =Y a(z—p) 2= axialz—p)F,

k>2 k>0

<M,

y claramente f(z) = f(z) si z # p. [

Observacion 4.1. Se puede omitir el uso de los teoremas de Goursat y Morera si se prueba que la funcién
g(z) es de clase C! y satisface Cauchy-Riemann. Esto se deja como ejercicio al lector.

Observacion 4.2. Notar que la funcién f(z) = sen (é) es acotada y C* en C\ {0}, sin embargo no se
puede extender a z = 0 de manera continua. Esto muestra que la condicién de ser holomorfa agrega una

hipétesis fundamental en el teorema.

Antes de enunciar el siguiente teorema, estudiemos que sucede con la funcién ex. Claramente, esta
funcion es holomorfa en todo C \ {0}, lo que hace que z = 0 sea una singularidad aislada. Veremos que para
cualquier a € C\ {0} y cualquier r > 0, la ecuacién o = e tiene una solucién en D(0, r) \ {0}.

En efecto, notemos que existe w € C\ {0} tal que e = «, y gracias a la periodicidad de la funcion

exponencial, tenemos que e%T2™k = o para todo k € Z. En particular, si k es suficientemente grande

tendremos que w + 2mik # 0 y que se puede definir z, = Evidentemente, si k — oo tenemos que

W+ 2mik’
zx — 0, por lo que zx € D(0, r) para k grande, y ademas e* = a.
El calculo anterior nos muestra que para cualquier nimero complejo no nulo a y cualquier r > 0 existe
zo € D(0, r) tal que ez = . Dicho de otra manera, la imagen de cualquier disco D(0, r) \ {0} a través de la
funcién e% es exactamente C \ {0}, lo que nos dice que 0 no puede ser una singularidad removible ni un polo.
El siguiente teorema muestra que lo expuesto anteriormente es genérico cerca de singularidades esenciales.
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4.2. SERIES DE LAURENT

Teorema 4.2 (Casorati-Weierstrass). Sea f : D(p, R) \ {p} — C una funcion holomorfa con p singularidad
esencial. Entonces para todo 0 < r < R el conjunto f(D(p,r) \ {p}) es denso en C.

Demostracion. Argumentamos por contradiccién. Supongamos que el teorema falla para r = rg, luego existen
wp € Cy gg > 0 tales que

[f(z) — wo| > €0 VD(p.ro)\ {p}.

Consideremos la funcion g : D(p, rp) \ {p} — C definida como

_ 1
- f(2)—wo’

9(2)

Notar que g es holomorfa en D(p, rp) \ {p} v

92 < = YD(p.o)\ {p}.
0

es decir z = p es una singularidad removible para g. Del Teorema 4.1 deducimos que existe g : D(p, rp) — C
holomorfa tal que g = g en D(p, ro) \ {p}, y como g(z) = g(z) = m # 0 si z # p obtenemos que

1
f(z)=wo+ ——. VYz#p.
Pero hay solo dos posibilidades para g(p):

1. Si g(p) = 0, entonces p seria un polo para f, lo que es una contradiccion.

2. Si g(p) # 0, entonces p seria removible para f, lo que también es una contradiccién.

Un teorema mas fuerte que el de Casorati-Weierstrass es el resultado demostrado por Picard

Teorema 4.3 (Picard). Sea f : D(p,R) \ {p} — C una funcién holomorfa con p singularidad esencial.
Entonces f(D(p,r)\ {p}) = C ¢ existe q € C tal que f(D(p,r)\ {p}) =C\ {q}.

Este resultado escapa a los contenidos del curso, pero el lector interesado puede mirar [7].

4.2. Series de Laurent

Definicion 4.3. Diremos que una funcion a : Z. — C es una bi-sucesion y la denotaremos por (ax)kez.

Definicion 4.4. Dada una bi-sucesion (ax)xez decimos que la serie ), ., ax es (absolutamente) convergente
si las series Y, cn ak Y Y xen a—k Son (absolutamente) convergentes.

Definicidn 4.5 (Serie de Laurent). Una serie de Laurent centrada en p € C es una serie formal de la forma

d_o d—1
Zak(z—p)k:___+(z_ )2+z— +a0+a(z—p)+ax(z—p)?...
KkEZ p p

donde (ax)kez €s una bi-sucesion.
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4.2. SERIES DE LAURENT

Teorema 4.4 (Convergencia de series de Laurent). Dada (ax)xez una bi-sucesion, entonces la serie de
potencias ). ak(z — p)* es absolutamente convergente para todo z € Z tal que Ry < |z — p| < R», donde

1
Ry = limsup |a_k|*
k—o00

1
Ry =

—.
lim supy o0 |ak| ¥

Ademads, si Ar,.r,(p) ={z € C: Ry < |z — p| < Rz}, entonces la funcion f : Ag, r,(p) — C definida como
f(z) = X ezak(z — p)k es holomorfa, y la serie de Laurent converge uniformemente en compactos de

ARy R, (D).

Demostracion. Basta considerar el caso p = 0 y replicar el andlisis hecho en el Teorema 1.16. |
Zk
Ejemplo 4.1. 1. Z el En este caso Ry =0y R» = 1. Adema3s la serie converge absolutamente si
k>—10
k#0
|z] = 1.
K
2. Z —5- En este caso R = R, = 1. La serie converge absolutamente si |z| = 1.
keZ\{0}
3. Z "y | . En este caso R =0y Ry, = oo, y por tanto la serie es absolutamente convergente en
k<0 )
C\ {p}-

Proposicién 4.5 (Unicidad de la serie de Laurent). Sea f(z) =Y,y ak(z — p)K una serie de Laurent con
anillo de convergencia Ag, r,(p) no vacio. Entonces para cada Ry < r < Ry se tiene que

1 / f(w)
dx = — — = —dw
“ 2mi S(p.r) (W - p)k+1

Demostracion. Como la serie converge uniformemente en compactos de K C Ag, r,(p), en particular esto
aplicaa K= S(p,r), para R1 < r < Ry, luego

f(W) m—k—1 - B m—k—1
/pr) (w— P)kH /pr)zam(w P) dw = Zam/ (w—p) dw,

mezZ meN S(p.r)
pero sabemos que

2 .
/ (w—p)" ™ ldw = /r"’—k/ " gitm—iotgqy _ )0 e # k,
S(p.r) 0 omi sim=k,

de donde se sigue el resultado. |
Proposicién 4.6 (Férmula de Cauchy en anillos). Sea f : Agr,.r,(p) = C una funcion holomorfa. Entonces

para cada Ry < r < |z—p| < r» < Ry se tiene que

flz) = - /( f(w) dw 1 f(W)d

S(pn) W= 2 2T Js(pr) W — Z
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4.2. SERIES DE LAURENT

Demostracion. Para z € Agr, r,(p) fijo, la funcién

f(w) - f(2)

gz(w) = W _ 7

tiene una singularidad removible en w = z, y por lo tanto se puede extender de manera holomorfa a w = z
de modo que g,(z) = f'(2).
Del teorema de Cauchy (Corolario 2.21) tenemos que

/ g-(w)dw :/ g-(w)dw.
S(p.r1) S(p.r2)

f 1 f
/ gZ(W)dW:/ (W)dw—f(z)/ dW:/ (w) dw
S(p.n) S(pn)yW—<2 S(pn)y W —<2 S(pr) W— <

pues z ¢ D(p, r1) y por tanto w — ﬁ es holomorfa en D(p, |z — p|) 2 S(p, r1). Similarmente, gracias a la
férmula de Cauchy para la funcién h(z) = 1 obtenemos que

f f
/ gz(w)dW:/ (W) —f(z)/ :/ (w) dW 2Tif(z),
S(p.r2) Spr2) W S(p.r) W S(pr2) W

pues z € D(p, r2), de donde se sigue el resultado. [

Pero

Proposicion 4.7 (Existencia series de Laurent). Sea f : Ag,.r,(p) — C una funcion holomorfa, entonces
existe una bi-sucesion (ax)kez tal que

f(2) =3 alz -~ p)*.

KEZ

Ademads, la serie converge absolutamente y uniformemente en A, ,(p) para todo R1 < rp < rn < Ra.

Demostracion. De la Proposicién 4.6 tenemos que

Flz) = — flw) 4 L fw) 4
270 Js(pm)y W — Z 2T Js(pm)y W — Z

de donde basta estudiar ambas integrales. Por una parte, como |z — p| < r» tenemos para w € S(p, r2) se

cumple que z _/; = 12 r_ P < 1 de manera independiente de w, luego
- 2
f f 1
/ <W>dW:/ w1y,
S(pr) W—Z2 S(p.p) W— P 1 w—p
f _ k
_/ (w) Z (Z P) dw
S(p.r2) w=p k>0 w=p

EZ: [/S(p ") (‘/V(l;;/))"+1 ] (2=

Y similarmente para w € S(p, r1), como r; < |z — p|, tenemos que

f f 1
JCC T ) B T
S(pn) W— < S(pn) £ =P 1—- 2=

z—p
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4.2. SERIES DE LAURENT

S ()

Jj20

- _ kg_:l |:/S(p,r1) (Wf_(‘g))kﬂdw] (z —p)k,

lo que concluye la demostracién. |

Observacion 4.3. Notar que gracias al Corolario 2.21 tenemos que

1 f(w)

dk = —— ———dw
2l (o) (W= p)FT

para cualquier r; < r < rp, pues S(p, r) se puede e-deformar a S(p, 1) y S(p, r2) en Ar, r,(P)

Como resumen de lo anterior tenemos el siguiente resultado respecto a la expansién en series de una
funcién holomorfa en torno a una de sus singularidades aisladas.

Teorema 4.8. Sea f : D(p,R) \ {p} — C una funcion holomorfa. Entonces f tiene una tnica serie de
Laurent f(z) =3 ez ak(z— p)* que converge absoluta y uniformemente en cada compacto de D(p, R)\ {p}.
Ademas ) F(w)
%
a=— | —— _dw,
270 Joy, (W — p)ktt
donde vs = S(p,s) y s € (0, R).

El teorema anterior nos dice que las funciones holomorfas se comportan como una serie de Laurent en
torno a sus singularidades aisladas. Esto nos permite volver a clasificar los tipos de singularidades, ahora en
términos de los coeficientes de la serie de Laurent.

Teorema 4.9. Sea f : D(p, R) \ {p} — C una funcidn holomorfa y sea f(z) =Y ez ak(z — p)¥ su serie de
Laurent. Entonces

S.1 a, =0 para todo k < 0 si y solo si p es una singularidad removible.

S.2 ay =0 para todo k < —ky para cierto ko > 1 si y solo si p es un polo.

S.3 Existen infinitos ax's con k < 0 y ax # 0 si y solo si p es una singularidad esencial.
Demostracion. Veamos las distintas equivalencias:

= (Removible=S.1) Si p es una singularidad removible para f, entonces existe f holomorfa en todo
D(p, r) tal que f = fsiz # p. Como f es holomorfa, admite una serie de potencias en torno a p de

la forma > by(z — p)k y por unicidad de la serie de Laurent se debe cumplir que ax = by para todo
k>0
k € Z, en particular a, = 0 para todo k < 0.

» (S.1=Removible) Si f admite una serie de Laurent con ax = 0 para todo k < 0, entonces f coincide
con una serie de potencias tradicional en D(p, r) \ {p}, por lo tanto la singularidad debe ser removible.
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4.2. SERIES DE LAURENT

» (Polo=-S.2) Si p es un polo para f, entonces |f(z)| 7+, luego debe existir r > 0 tal que |f(2)| > 1
z—p

. . 1 .
para todo |z — p| < r, y por lo tanto se puede definir la funcién g(z) = e} que satisface |g(z)| <1
para todo 0 < |z —p| < ry lim;—, g(z) = 0, es decir, g tiene una singularidad removible en z = p.
Por lo anterior podemos suponer que g es holomorfa en todo D(p, r). Esto dice que g tiene una serie

de potencias de la forma >  ax(z — p)k, donde ak, es el primer coeficiente no nulo de la serie con
k>ko

satisface kg > 1 (pues g(0) = 0). Esto implica que g(z) = (z — p)**G(z) donde G es una funcién
holomorfa que no se anula, por lo tanto

(2) = sz = = oy h gy = (o ANLELE

» (S.2=Polo) Si f(z) = > ax(z— p)¥ con a_y, # 0, entonces
k>—ko

f(2)| = |a(z=p) 0+ D alz—p)
k>—ko+1

v

2=l [ lail = | D a(z—p)ktho
k+ko>1

luego |f(2)] o= +o0.

= | a otra equivalencia es evidente pues son las Unicas alternativas que quedan.

Definicion 4.6. En el caso en que ocurra S.2, y si denotamos
ko=—min{k € Z: ax # 0},
diremos que p es un polo de orden kg para f.

Lema 4.10. Sea f : D(p, r) \ {p} — C una funcion holomorfa tal que p es un polo. Entonces p es un polo
de orden ky si y solo si (z — p)kf(z) es acotada y

lim [(z — p)*f(z)| = 400 Vk < ko.
z—p
Demostracion. Basta notar que f tiene un polo de orden kg en p si y solo si

f(z) = Z ax(z — p)¥,

k>—ko

con a_g, # 0. [

Proposicion 4.11. Sea f : D(p, r) \ {p} — C una funcion holomorfa tal que p es un polo de orden kg para f.

Entonces
1 ak-‘rko

i g (2 = p)°F(2)

= |/
i Zi‘np (k + ko

para todo k > k.
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4.3. RESIDUOS

Demostracion. Basta notar que (z — p)*f(z) tiene una singularidad removible en p y la férmula para los
coeficientes se sigue de la férmula de Taylor. Los detalles se dejan como ejercicio. |

Ejemplo 4.2. 1. Sea f(z) = % Encontremos la serie de Laurent de f en C\ {1}. Para ello, notemos
que z=1+(z—1) luego

z 1 1
:ﬁ(l—i—(z—l)):i—i—l,

flz) = z—1

z—1

que tiene anillo de convergencia C \ {1}.

eZ

(z—=1N3(z+2)2
3y 2 respectivamente (se deja al lector verificar esta afirmacion como ejercicio).

2. Notar que g(z) =

es holomorfa en C\ {/, —2}, donde la funcidn tiene polos de orden

En torno a z =/ tenemos que

e‘ e

3= Ghople-i = paye

0 e? ie!
27 5 <(z+2)2> i = 2+0)3
1 62 e? el
1= 5 (i) e

3. Sif(z)=

elmz

entonces senz = 0 si y solo si € = e~/ lo que implica que e™'™? = || = |[e7/?| =
senz

, €s decir debe ocurrir que Imz =0, y por lo tanto senz =0 < z = km para k € Z.
Como se cumple que lim,_xr |F(2)| = 400y

—k —k km
(z—km)f(z) = 2 Mer o 27802, €
sen z senz —sen(km) ~ z—km cos(kTr)

entonces z = k7 es un polo de orden 1 para f, si f(z) =3~ _;a;(z — k) es la serie de Laurent en

]
torno a km se tiene que

ek7r

~ cos(km) (1)

a—1

4.3. Residuos

Definicion 4.7 (Indice de una curva). Seay : [0,1] = C una curva C* a pedazos, suave y cerrada. Sea p € C
tal que p ¢ ([0, 1]). Definimos el indice de -y con respecto a p como

1 1 1 [ ¥(s)
nd(v.p) 27ri/yw—p W= omi 0 fy(s)—ps

Lema 4.12. Sean «y y p como en la Definicion 4.7. Entonces Ind (v, p) € Z.

Demostracion. Consideremos la funcién g : [0, 1] — C dada por

9(t) = (+(t) — p) exp [— / t ,}lgysl)(s_)l)ds] |
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4.3. RESIDUOS

Se deja como ejercicio verificar que <y es una funcién continua y que ademas g es una funcién diferenciable en
cada punto donde <y lo es con

g =rDee [_/o 'Y(,YS)(S—)PdS] Tl =plee [_/o 'Y(IYS)(S—) pds] ' ﬁ) (—t)p =0

y como [0, 1] es conexo, deducimos que g(t) debe ser constante, en particular

1 /
9(0) = (1(0) - p) = (v(1) — p)exp [— / W(”YS)(“‘_)pds] — 4(1),

pero como y(0) = «y(1), la tnica posibilidad es que exp [— 01 ,YA(’;()S_)pds} =1, de donde obtenemos que
1 /
/ ) 45— omik
o Y(s)—p
para cierto k € Z. |

Observacion 4.4. A modo de ejemplo, notar que si y(t) = eX’t con t € [0, 27] entonces

2w /
Ind (y,0) = 1/ Ikéldt = k,
2mi Jo ekt

y que v es la curva que describe la circunferencia de centro 0 y radio 1 recorrida en sentido anti-horario (resp.
horario) si k > 0 (resp. k < 0) recorrida |k| veces. En otras palabras, la cantidad Ind (y, 0) cuenta la cantidad
de vueltas que la curva y da en torno al p = 0, considerando el sentido anti-horario como vueltas “positivas”
y el sentido horario como vueltas “negativas”.

Para el caso de una curva cerrada general 7y la situacién es andloga, es decir el indice cuenta la cantidad
de veces que la curva -y se enrolla en torno a p, contando las vueltas en sentido horario como negativas y en
sentido anti-horario como positivas.

Figura 4.1: La curva =y tiene indice 1 respecto a p e indice O respecto a q.

Lema 4.13. Sean «y y p como en la Definicion 4.7. Sea iy una e-deformacion de y en Q \ {p}. Entonces

Ind (v, p) = Ind (¥, p).
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Demostracion. Notar que la funciéon w +—
tenemos que

1 . .,
w—p €s holomorfa en Q2\ {p}, luego, gracias a la Proposicién 2.20

1 1
——dw= | ——dw.
W =P swW—p

Observacion 4.5. El lema anterior es un caso particular de un resultado de topologia algebraica, que dice que
si H:[0,1] x [0,1] = C\ {p} es una funcién continua entonces la funcién

I(t) =Ind (H(-, 1), p)
es constante. Esta versidn del resultado se puede demostrar usando el Teorema 2.25.

Lema 4.14. Si+y es una curva C! a pedazos, suave y cerrada, entonces la funcion

[:C\y —Z
p —— 1(p)=Ind (v, p)
es continua.

Demostracion. Ejercicio. |

Observacion 4.6. Intuitivamente, si se tiene una curva cerrada en el plano complejo, entonces el conjunto
C \ 7y estara dividido en N regiones conexas, una de las cuales es no-acotada. Si juntamos esto con los
resultados anteriores obtenemos que el indice de dicha curva ha de ser constante en cada una de esas regiones
conexas. De cierto modo, esto reafirma que el indice no depende tanto del punto, si no mas bien de la “regién”
donde se encuentre ese punto respecto a la curva.

Definicion 4.8 (Residuo). Sea f : D(p, R)\{p} — C una funcion holomorfa con serie de Laurent ), ., ax(z—
p)k. Definimos el residuo de f en p como

1
Resf(p) =a_1 = — f(w)dw,
== [ )

con0<r<R.

Proposicion 4.15 (Teorema del Residuo ). Sea f : D(p,r) \ {p} — C una funcion holomorfa y sea
v :[0,1] = D(p, r) \ {p} una curva C' a pedazos, suave y cerrada. Entonces

/ f(w)dw = 2miRes ¢(p)Ind (v, p).
v

Demostracion. Denotemos por f(z) = 3", ak(z — p)¥ a la serie de Laurent de f en torno a p y definamos

s(z) =) alz - p)~,

k<0

que es holomorfa en D(p, r) \ {p}. Con esto, para z # p podemos escribir

f(z) =1f(z) —s(z) + s(z),
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pero la funcion f — s tiene una singularidad removible en p (es una serie de potencias tradicional), en particular
podemos pensar que es holomorfa en D(p, r), luego gracias al Teorema 2.23 (Teorema de Cauchy) tenemos
que

/(f(z) _ s(z))dz =0,
Y

Finalmente, observemos que gracias a que s converge uniformemente en compactos de D(p, r) \ {p} (en
particular en 7y)

/s(z)dz = / Zak(z — p)kdz
v v

k<0

= Zak/(z - p)kdz
¥
1

k<0

:a_l/ dz
yZ =P

= 2miRes ¢(p)Ind (v, p),

pues la funcién
1

T @-py

tiene antiderivada holomorfa en D(p, r) \ {p} para todo j > 2, luego

1
— - _dz=0 Vj>2.
¥ (Z - p)J

z

Teorema 4.16 (Teorema del Residuo Il). Sea Q C C un abierto simplemente conexo y consideremos
Pl.. .., pn € Q. Entonces para f = Q\ {p1, ..., pn} — C holomorfa y«y:[0,1] = Q\ {p1,..., pn} curva Ct
a pedazos, suave y cerrada. Entonces

N

/ f(w)dw = 27riz Res ¢ (pi)Ind (77, pi)-
v

k=1

Demostracion. Para cada py, denotemos por sk a la parte principal de la serie de Laurent de f en torno a py.
Notar que sk es holomorfa en p; si k # j, luego si define una funcién holomorfa en D(px, r) \ {p«}. lo que
nos permite escribir

Por otra parte la funciéon g = f — ZLV::L sk tiene singularidades removibles en todos los px's y como px € 7,

el teorema de Cauchy garantiza que
N
[o=[(r->s]) -0
i v k=1

y por tanto se tiene que
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Ahora bien, para cada k € {1, ..., N} se tiene que s es de la forma
sk(z) = Z aj(z — prY,
j<0

y la serie es uniformemente convergente en -y pues px ¢ <y y por lo tanto

/Sk = 2miRes ¢(px)Ind (7, k).
7

gracias al teorema anterior.

Proposicion 4.17. Sea f una funcion holomorfa con un polo de orden k en p, entonces

k—1
Resf(p) = Iim 0

1
25p (k— 1)1 9zk—1 ((z =P f(2))

Demostracion. Se obtiene directo de la Proposicién 4.11 para a_1. |

Ejemplo 4.3. Consideremos f(z) = = 3/')5(2—1— L y la curva dada por la Figura 4.2.

Figura 4.2: Curva para el Ejemplo 4.3.

Es claro que f tiene un polo de orden 2 en z = —2 y un polo de orden 3 en z = —3/. Calculemos los
respectivos residuos usando la Proposicién 4.17. Por una parte, para z = —3/ tenemos que

1 02 z
305 5 (o)
_ B8+6i
o 2(2-3)%

z=-3j

y de manera simular tenemos que para z = —2

o} z
Resr(=2)=75; <(z ¥ 3/)3>

z=-2
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__ Af3
(B2

Ademas, del dibujo deducimos que Ind («y, =3/) =3 e Ind (y, —2) = —2, luego
. 204 15/
/yf(Z)dZ = =27/ - m
4.3.1. Aplicacién: calculo de integrales reales

Mostraremos algunos ejemplos que ilustran como utilizar el teorema del residuo para calcular distintos
tipos de integrales reales. En las técnicas que se presentan hay esencialmente tres pasos a seguir

1. Complexificar el integrando.
2. Escoger un camino de integracion.

3. Verificar que el camino de integracién “contiene” al segmento real de interés.

Funciones racionales |

La idea que ilustraremos aplica para integrales del tipo

(4.1) [fggpx

donde Py @ son polinomios tales que gr(Q) > gr(P) + 2 y @ no tiene raices reales de modo que

©Pl) . [RP)
wafX‘#&/}@wW”

Y2

Figura 4.3: Para funciones Sgg o} ggge"z consideramos una semi-circunferencia orientada positivamente.
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. . . . . P(z .
Para calcular una integral del tipo (4.1) se considera la funcién compleja f(z) = QEZ; que tiene

singularidades aisladas en los ceros de @ que denotamos zx, que supondremos no son ceros de P. Si
consideramos la curva v = 1 4 7y2 dada por la Figura 4.3 tenemos que

/ f(z)dz = 27riz Res £(zx)Ind (7, zx).
v k

Como la identidad vale para todo R > 0 tal que 7> no pasa por un cero de Q podemos considerar el
resultado cuando R — 4o00. Pero en estas condiciones

R
P
/ f(z)dz = P dx
"
y como gr(Q) > gr(P) + 2 tenemos que

~r Q(x)
LQ f(x)dx| < /O7r

/Z 283 dx = 2mi Z Res ¢(p).

p es cero de @

C
< —
=Rk

P(Re't)Rie't
Q(Reit)

de donde

Im (p)>0
Ejemplo 4.4. Calculemos floo T dx.
Para ello, sea f(z) = 1577 y v como en la Figura 4.3 para R > 1. En este caso, la curva -y solo encierra
las singularidades p; = f + /\2[ y po g + /g de f con indice 1. Ademas tenemos que

Resf(p1)=:-—é(x/§-%/xf§)

1 .
Resf(p2) = —é(—\@-i- iv?2),
de donde

(4.2) / f(z)dz = 2mi(Res ¢(p1) + Res ¢(p2)) = ﬂ;E
vy

1 o0 1
f(z)dz = 4dx — ﬁdx
" _rl+x R—oo J oo 1+ X

y, como R > 1 tenemos que
T Rie't
/‘44n“‘
o 1+R%

/ f(z)dz| =
Y2
Rie't
1+ R4e4t/

S/
0

STRE

— 0,
R—o0

Por otra parte

dt

de donde, como (4.2) vale para todo R > 1, se obtiene que

S | T2
A=
— 00
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Funciones racionales trigonometricas |

Ahora consideramos integrales del tipo

(4.3) /oo ggi; cos(x)dx ) - ggi; sen(x)dx,

donde Py Q son polinomios tales que gr(Q) > gr(P) + 1 y @ no tiene raices reales.
Para calcular (4.3) consideramos la funcién

f(z) = gg; e'”

y la integramos sobre el camino descrito en la Figura 4.3. Como antes, el teorema del residuo garantiza que

/ f(z)dz =2mi Y Res ¢(zc)Ind (7, z).
i k

Para concluir notamos que

/ f(z)dz = /R C/;))Oeixdx
" -R WX
= /RR CP{)(X) cos(x)dx + /'/i ggg sen(x)dx

= /_Oo ggg cos(x)dx + i/_oO gg{; sen(x)dx

/ f(z)dz
Y2

para ello consideramos yo1 ={z €y :Imz > h} y yoo={z € v, :0<Imz < h}. Por una parte

/72,1 f(z)dz

y debemos probar que

— 0,
R—o0

< L(v21) Z@ji If(2)]

P(z)
Q(2)

—Imz‘

< R max | 'Z‘
ZEY2,1

< Cm méax ‘e
ZEY2,1

< Ce ™"

y por otra parte

/72,2 f(z)dz

< L(7v2,2) méax [f(2)]
ZEY2,2
9 I
< L 4 mz
< 20K R ng’?z),(z }e ‘

< (o,

donde senf = %. Si consideramos h = v/R entonces sen § = # pero ademds, como 6 € [0, 5] tenemos que

[h f(z)dz Km f(z)dz [nvz f(z)dz

6 < Zsenf < ﬁ y por lo tanto

< +
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1
< C(e_\/ﬁ + 7,§)
— 0,
R—o0

por lo tanto

/_O; SEX cos(x)dx + ’/_Z gg% sen(x)dx=2mi > Rese(p),

p es cero de Q
Im (p)>0

de donde para calcular cada integral basta ver las partes reales e imaginarias.

Ejemplo 4.5. Calculemos [ T dx.
IZ

e _ . .
Sea f(z) = 1572 y ¥ como en la Figura 4.3, que solo tiene a z =/ como polo encerrado por la curva.

Luego
s

1
f(z)dz =2miR =27 5= | ==
/7 (z)dz = 2miRes (i) = 2mi <2€/> o

R eix
fzdz:/ ——dx
/Yl () _R1+X2

ademas

y como R > 1 tenemos que

RIeIRe't-‘rlt
f(z)dz = '/ T4 R2eait dt

RIeIRe't-‘rlt
< ——— | dt
/0 1+ R2e?'t

R /Tl’ H it
< - e/Re dt
RZ_1 ),

_ R2R 1/7Te—Rsentdt’
- 0

pero para 6 € (0, 5) tenemos que

s 6 T—6 ™
/ e—Rsentdt: / e—Rsentdt+/ e—Rsentdt+/ e—Rsen tdt
0 0 0 m—6

mT—0
< 9+/ e Rsentqr + g
[¥]
< 20 + e Rsenf(r —20),

luego, gracias a la concavidad de sen 6 en [0, 5] tenemos que senf > 2?9 tenemos que

/ f(z)dz

pero si escogemos 6 de modo que senf = Q = # obtenemos que

f(z)d
/Y2 (Z) ‘ R—o0

< R (rsen6 + me™
- R2-1

R sen 9) ’

— 0.
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Ejemplo 4.6. Calcular la integral f027r

4.3. RESIDUOS

En conclusién se tiene que

oo eix % cos [ sen T

72dX = 72dx+/ 72dX = —,

oo L+ X oo 1+ X oo L+ X e
pero como i‘i”x’; es impar ffooo lsfzg dx = 0, asi

*  cosx s
—sdx=—
oo L+ X e
Funciones racionales trigonometricas Il

Otro tipo de integrales que se puede calcular con el teorema del residuo son integrales de funciones
racionales de funciones trigonométrica de la forma

27
/ R(cos t,sen t)dt,
0

donde R(x,y) = gg{ i//;

es una funcién racional. La idea en este caso es complexificar las funciones
eit 4 e~ it et — =it
trigonométricas como cost = — s ysent = —
i
_1 1 1,
cost=3(z+2I)ysent= % (z

~ Notar que si t € [0,27] y z = e'f, entonces
%) por lo tanto podemos escribir

2m z+1 -1
/ R(cost,sent)dt = / R 2
0 5(0.1)

1\ 1
Z JR—
2 2 )/zdz
+1z-1\1
ysif(z):R<Zzz,Z z ).

nos dice que

20

) oY si f no tiene singularidades en S(0, 1) entonces el teorema del residuo

f(z)dz = 2mi
fron @ >

p es singularidad
de f en D(0,1)

Res £(p).

1
2—sen 9d9'
Sea f(z) = [yt Esta funcién tiene singularidades en p; = (2 —v/3)i y en po = (2 + V3)i,
donde solo p; € D(0, 1), por lo que
2m 1
—df :/ f(z)dz
/o 2 —sen6 5(0,1) (2)

= 27iRes ¢(p1)

N

= 7

unitario.

_27r

V3

Observacion 4.7. En algunos casos puede ser conveniente considerar z = p+ re't y S(p, r) en vez del disco
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Funciones con radicales

o0 \3/)?
Ejemplo 4.7. Calcular la integral dx.
jemp ular la integr T2 X
3
Para calcular esta integral primero debemos complexificar la funcion f(x) = T2 El candidato natural
es ,
z
) =
1+z

sin embargo, la funcién /z no se puede definir’ de manera holomorfa en ninguna regién abierta que contenga
al 0 en su interior, por lo tanto nuestro primer objetivo es escoger una definicién acorde al problema que
queremos resolver. Como vimos en el Apartado 1.2.4, una manera de hacer esto es considerar la forma polar
de z = re’®, donde r = |z| y 6 = arg z, teniendo cuidado de definir de manera correcta arg z para que quede
univaluado y continuo.

Para este ejemplo en particular consideramos

paraf € (—7%, 37"), que define una funcién holomorfa? en la regién C\ {it : t € (—o0, 0]} y con ello considerar
3
flz) = V2,
1+ 22

que tiene polos simples en z = =/.
Con esto en mente, para poder usar el teorema del residuo debemos utilizar una curva que esté completa-
. . . . 3 .
mente contenida en C\ {it : t € (—oo, 0]} y que ademds nos permita calcular [;° X dx. Un candidato es

1+x2
utilizar la curva descrita en la Figura 4.4, que solo encierra al polo z =/ cuando R > 1.

Y2

Y1 R

ZU\'—‘\\
:U\HJ

Figura 4.4: Usamos este tipo de caminos para evitar el 0 y/o el conjunto {it : t € (—o0,0]}.

Bajo estas condiciones, no es dificil verificar que

o0 3
/ f(z)dz — VX dx,
84!

R—o0 0 1+X2

IV erifique esta afirmacién como ejercicio.
2Verifique esto usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar.
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1+1t2 1 1+4x27 Rooo o 1+4+x?
3
R

/f(z)dz < VR TR — 0

Yo R2—1 R—o0
5
R3 T

f(z)d - =
[,4 (2)42) < o1 Rk

de donde concluimos que

T
(1—|—e3)/ T+ x 2dx 2miRes ¢(i) = 7re6:>/ 1+x2 =75

Funciones racionales Il

También se pueden calcular integrales de la forma
< P(x
() 4
o QX)

cuando gr(Q) > gr(P)+ 2y Q sin raices reales positivas, pero permitiendo que tengan raices reales negativas.
Una idea para este tipo de problemas es complexificar mediante la funcién

dondelogz =In|z|+iargzy argz € (0,2m), asi f es una funcién holomorfa en C salvo en el eje real positivo
y en las singularidades que vengan de Q. Para recuperar la integral real que nos interesa, consideramos la
curva de la Figura 4.5, que encierra a todas las singularidades de g si R es suficientemente grande.

IR

Y2

1€
Y4 / Y1

Figura 4.5: Camino indicado para evitar raices reales negativas.

Si parametrizamos -y; y notamos que arg (x + i€) —>+ 0 tendremos que
e—0

B R P(x + ig) .
[Yl f(z)dz = . Qxtie) log(x + ig)dx
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= " POt ie) ( \/x2+€2+/arg(x+/s)>

0 Q(x + i€)
R P(x)

e—=0* Jo Q(X)

In xdx,

y como arg (x — ie) — 2 se obtiene
e—0T
R .
P(x — ig) :
fzdz:—/ Olx —ie) log(x — rg)dx
/y e oo loatx— ie)
/ QX7IE In\/x2+€2+larg(x—/s)> X

e—>—o>+_/0 ﬁ(lnx+27r/’)dx

y por lo tanto

4.4 /fzdz+/fzdz—> -2
(4.4) | @z | @)z 00
y si lo juntamos con que
/ f(z)dz §7rRméx|f(z)|
Y2
InR
< i
cn R
4,
(45) Aol
y
/f(z)dz < mwemax |f(z)]
Y4 ZEM4
< Cmellneg|
(4.6) —0
e—0
obtendremos que
< P(x)
dx = — Res ¢(p
0 QW) 2 (°)

p es singularidad
de g en C\[0,00)

Ejemplo 4.8. Calcular [;° —si—7ydx.

(><|+2)(><+4)
Claramente f(z) = % tiene polos simples en z = -2y z = —4, y ademas
log(=2) In24 i
R —2 = =
esf(—2) 5 >
log(—4 In4 + i
Res 7(—4) — ogf2 ) _ I ;—m’

de donde para R > 4 y € < 2 obtenemos que

In2 In4 ]
/f(z)dz-27r/ < n2+m _n +7”> = —miin2.
; 2 2
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Finalmente, un calculo no muy complicado permite verificar (4.4), (4.5) y (4.6) para este caso particular, lo
que implica que

o0 1 q _In2
/O x+2)x+4)" " 2

Ejemplo 4.9. Otra manera que a veces sirve para calcular fooo %dx es complexificar directamente f(z) =

P(z)

———= y considerar un camino como el de la Figura 4.6 donde el angulo 6y € (0, 27) se escoge de manera tal

Q%Z)
qu .
[n f(z)dz R::oa/o f(x)dx

para cierto a € C con o # —1.

3
Y2

o

Y1 R

Figura 4.6: Un sector circular a veces es apropiado.
Este método se puede ilustrar al calcular por ejemplo

* 1
/ o ax
0 1 +X3

usando 8y = 2% Al hacer esto, la integral sobre y3 queda de la forma

1 omi [ 1 1 V3 |
zdz — e ———dx =z +i—= ——dx,
Vs 1+z R—00 0 1—|—(6TX)3 2 2 0 14+ x

‘ i L. 57
como ademas z = e's es el lnico polo encerrado por esta curva (los otros son z=—1y z=e3 que no son
encerrados por estar curva), y si ademas uno verifica que

entonces uno obtendrd que

1 V3) [™ 1 . i
<2+/2>/0 1_i_X3d><—27r/Res,c(e 3),

y en consecuencia, luego de despejar y hacer unos calculos se obtiene que

/°° 1 J om
X = .
o 1+x3 3v3
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Series de niimeros

Concluimos esta seccién de aplicaciones con el cdlculo de series de niimeros de la forma

> f(k),

KEZ

donde f : Z — C es una bi-sucesion tal que f : C — C no tiene singularidades en Z y existen constantes
C, R, > 0 tales que>

C
(4.7) |f(Z)|§W, Viz| > R

La idea es utilizar el teorema de residuo de forma “inversa” a la que hemos venido utilizando, en el sentido
que queremos encontrar una funcién F y una curva v de modo que

> Res £(p)Ind (v, p)

p es singularidad de F
nos entregue como sub-producto la serie buscada. Una manera de hacer esto es considerar la funcion

cos(mz)

F(z) =mcot(mz)f(z) = sen(mz)

f(2),
con la observacién de que la funcién g(z) = m cot(mz) tiene polos simples en k € Z y por lo tanto

Res r(k) = Iim (z — k)g(2)f(2)
Tz — TK

m ————
z—k sen(mz)
Tz — TK

i
20k sen(mz) — sen(km)

cos(km)f (k)

cos(mz)f(z)

cos(mz)f(z)

1
cos(k)
= f(k).

Con esto en mente, tenemos que si vy es como en la Figura 4.7 entonces

N
> Resp(p) = Y f(k)+ > Res £(p),

p es singularidad de F k=—N pé&7Z es singularidad de f
encerrada por y encerrada por vy

luego si N — oo la serie buscada aparece. Por otra parte, el teorema del residuo nos dice que

1
27

F(z)dz = > Res (p),

g p es singularidad de F
encerrada por 7y

por lo que debemos estimar f,y F(z)dz. Afirmamos que si N — oo entonces dicha integral tiende a 0. Para
ello notemos que

ei7rz + e—iﬂ'z
ei'/rz _ ef/'rrz

cos(mz)
sen(7mz)

|cot(mz)| = T

627”'2 +1 ‘

SEsto es para garantizar la convergencia de la serie.
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IN+i
iN

N |N+1

Figura 4.7: La curva -y utilizada para el cdlculo de series.

ysiz=x+i(N+ %) tenemos que para N suficientemente grande se tiene que

e2mi(x+i(N+3)) +1 e2mix—m(2N+1) | | 14+ e~ m(@N+1)
|cot(mz)| = . - = - < <2
627r/(x+(N+§) 1 e2mix—m(N+1) _ 1 1 — e—T(2N+1)

—m(2N+1) . . . .,
pues % el 1. Ademds como cot(—z) = — cot(z) se tiene que para z = —(x + i(N + %)) también
se cumple que

|cot(mz)| < 2,
si N es suficientemente grande. Por otra parte, si z = (N + %) + iy tenemos que
e27r/((N—i—%)—&-iy) +1 e27r/(N+%)—27ry +1 el e—2my +1 1 — 27y
cot(mz)| = : R, = ; 1 < A2 = 2 <1
e27r/((N+§)+ly) -1 e27r/(N+§)727ry ~1 eTle—2my _ 1 14+ e—2my
pues e2™ > 0. Similarmente se tiene que
|cot(mz)| < 1,
cuando z = —(N + %) -+ /iy, y en consecuencia concluimos que
|cot(mz)| < 2,

cada vez que z € «. Esto, junto con la condicién 4.7 nos permite demostrar que para N > R

/ F(z)dz
.

1
<B8(N+ z) -max|F(z)]
2 v
1
=8(N+ 5) -max |f(z)m cot(mz)|
¥

1
< 8(N+ z)2m - max|f(z)]
2 it

< CN — 0
- N NS
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4.4. FUNCIONES MEROMORFAS Y SINGULARIDADES EN INFINITO

En resumen, obtenemos luego de mandar N a infinito que

S k== 3 Rese(p).

keZ p es singularidad
de f en C\Z

Ejemplo 4.10. Si consideramos la funcién 7 cot(mz) tenemos que gracias a lo anterior se verifica que
> Resg(p) =0,
p polo de F

pero los polos de F son exactamente los enteros k € Z. El polo en z =0 es de orden 3 y podemos calcular
que

2
T
R 0)=——,
es £(0) 3
en tanto que los polos en z = k, k # 0, son de orden 1 y verifican
1
Resr(k) = 13

de donde se obtiene que

Zi—”j—o
k2 3 7
kezZ
k0

y por lo tanto

1 2
> =%

keN

4.4. Funciones meromorfas y singularidades en infinito

Definicion 4.9. Decimos que un conjunto S C C es discreto si para cada s € S existe r > 0 tal que
SND(s,r)={s}.
Definiciéon 4.10. Una funcion f : 2 — C con conjunto singular S C Q se dice meromorfa si
1. S es cerrado y discreto.
2. f:Q\S — C es holomorfa.
3. SiSND(s,r)={s} entonces f{D(s,r) tiene un polo en s.

Lema 4.18. Sea Q2 C C un abierto conexo, f : Q — C holomorfa no idénticamente nula, y sea Z(f) =
{z € Q:f(z) =0}, entonces F : Q — C definida como

1
e

es una funcion meromorfa con conjunto singular Z(f).
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4.4. FUNCIONES MEROMORFAS Y SINGULARIDADES EN INFINITO

Demostracion. Vimos que Z(f) es un conjunto sin puntos de acumulacion, lo que lo hace ser discreto y
= @ es holomorfa en Q \ Z(f).
Finalmente, sis € Sy r > 0 son tales que D(s,r) CQy D(s,r)N Z(f) = {s}, entonces

cerrado. Ademds, es claro que F(z)

— 400,
—S

IF(2)] = |f(1z)| .

es decir, s es un polo para F. |

Lema 4.19. Si denotamos por M(Q2) = {f : Q — C : f es meromorfa}, entonces (M(2),+,-) es un cuerpo.

Demostracion. Ejercicio. |

Definicion 4.11 (Singularidad en infinito). Sea Q2 2 D(0, R)< un abierto, y f : Q — C una funcion holomorfa.
Si G : D(0, %) — C esta definida como G(z) = f(%), entonces decimos que f tiene una singularidad
removible (resp. polo, esencial) en +oo y G tiene una singularidad removible (resp polo, esencial) en 0.

Notar que si G(z) tiene una serie de Laurent ), ., axz* en torno a p = 0, entonces ), ., a_xz" es una
serie de Laurent para f en torno a p = oo. Con esto en mente, las singularidades en oo se caracterizan por
los coeficientes que acompafnan a las potencias positivas de z en la funcién G.

Teorema 4.20. Suponga que f es una funcion entera. Entonces

n [f(2)] | |—> +o0o (es decir f tiene un polo en infinito) si y solo si f es un polinomio no constante.
Z|—00

m f tiene una singularidad removible en oo si y solo si f es constante.

Demostracion. Notar que como f es entera, entonces (z) =, axz® converge para todo z € C, luego
G(z) = f(%) = k>0 axz~k es la serie de Laurent de G en torno a z = 0, por lo tanto

f(z) = Z azk

k>0

es la serie de Laurent de f en torno a co. Luego si oo es un polo, la serie debe tener solo un nimero finito de
términos, por lo que f debe ser un polinomio. De manera similar, si co es removible, entonces f debe ser
acotada, luego f es entera y acotada, luego f es constante por el teorema de Liouville. |

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos que si f es una funcién entera no polinomial o
constante, entonces f ha de tener una singularidad esencial en oco.

Definicién 4.12. Dado 2 2 D(0, R), una funcién f : Q — C se dice meromorfa en oo si G(z) = f(1) es
meromorfa en D(O0, % .

Teorema 4.21. Una funcion f : C — C meromorfa es también es meromorfa en oo si y solo si es una funcion
racional (cociente de polinomios).

Demostracion. Supongamos primero que f tiene un polo en infinito. Al ser una singularidad aislada, entonces
cualquier otro polo debe estar contenido en D(0, R) para cierto R > 0. Dicho conjunto de polos en D(0, R)
debe ser un conjunto finito (de lo contrario tendria un punto de acumulacién en D(0, R), lo que contradice
que tal conjunto sea discreto).
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4.5. EJERCICIOS

Si la singularidad en infinito es removible, entonces f es acotada en D(0, R)¢ para cierto R > 0y por lo
tanto se concluye igual que antes que los polos de f han de estar contenidos en 5(0, R) y por tanto son un
conjunto finito.

En cualquiera de los casos, tenemos que el conjunto de polos {p1, p2, ..., pm} de la funcién es finito y
por lo tanto tenemos que

G(z)=f(2) [[(z— px)
k=1

solo tiene singularidades removibles en C y por tanto podemos suponer que es entera, y solo basta probar que
G es racional.

Si G tiene una singularidad removible en infinito entonces G ha de ser constante (racional) gracias
al Teorema 4.20. Si G tiene un polo en infinito, entonces G debe ser un polinomio (racional) gracias al
Teorema 4.20. Finalmente, G no puede tener una singularidad esencial en infinito, de ser asi f la tendria, pero
estamos suponiendo que f es meromorfa en infinito y por lo tanto oo solo puede ser un polo o removible.

Verificar que una funcién racional es meromorfa en infinito se deja como egjercicio. |

El concepto de funciones meromorfas queda mejor si trabajamos en la compactificacion de Alexandroff de
C, es decir, en CU {oo}, y trata a co como un punto mas. En este formalismo una funcién f tiene un polo
en psif(p) =00y f es holomorfa en una vecindad de p.

En este contexto, y si por ejemplo considereamos un polinomio holomorfo P(z), entonces P es meromorfa
en oo con P(00) = co. Similarmente, si f: D(p, r) \ {p} — C tiene un polo en p entonces podemos pensar
que lo que ocurre es que f : D(p, r) = CU {oo} es holomorfa con f(p) = oc.

Volveremos a estudiar un poco mas en detalle la compactificacion C U {oco} en el Capitulo 6.

4.5. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Encuentre y clasifique las singularidades aisladas de las siguientes funciones:

1
1. sen =

sen z
2. .
z

1 _ 1
3. zeze 22,

D k>0 2k Zk
4, =2
z

Ejercicio 4.2. Muestre que
_ok _

S

k>1
converge absolutamente si z # 0, que define una funcién que tiene una singularidad esencial en p = 0.

K
Ejercicio 4.3. Encuentre el anillo de convergencia de la serie E e
kez.

Ejercicio 4.4. Muestre que si f tiene un polo en P, entonces r tiene una singularidad removible en P.

Ejercicio 4.5. Muestre que si g : D(P, R) \ {p} — C es holomorfa y no acotada, y si existe m € N tal que
(z—P)™Mg(z) es acotada, entonces g tiene un polo en P.
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4.5. EJERCICIOS

Ejercicio 4.6. Muestre que si f : D(0, R) \ {0} — C es holomorfa y tiene una singularidad esencial en P =0,
entonces zf(z) tiene una singularidad esencial en P = 0 para todo m € N.

Ejercicio 4.7. Muestre que la serie de Laurent (en torno a P = 0) para la funcién f(z) =

B
,_7+Z _ )k 1(2/2<§| k,

para ciertos By, € R. Calcule explicitamente By y By.

es de la
ez —1

forma

Ejercicio 4.8. Considere la funcién f(z) = a7 Determine la serie de Laurent o de potencias, segtn

corresponda, de f en los siguientes dominios.

1. |z| > 4.
2. |z—2| < 2.
1
Ejercicio 4.9. Encuentre y clasifique todas las singularidades aisladas de f(z) = m. Si la singularidad

es un polo, determine su orden y residuo.

Ejercicio 4.10. En la demostracién del Lema 4.12, muestre que

9(t) = (¥(t) — p) exp [— / t ,Y(“’S')(S_)pds}

define una funcién continua.
Ejercicio 4.11. Demuestre el Lema 4.14.

Ejercicio 4.12. Sea «y una curva C! a pedazos, suave y cerrada. Muestre que

Ind (v, p)) — 0,
|p|—o0

y concluya que Ind (v, g¢) = 0 para todo g en la regién no-acotada determinada por 4.

Ejercicio 4.13. Calcular la integral foo S dx.

Para ello considere f(z) = z71e? y note que z = 0 es un polo para la funcién y el camino de la Figura 4.3
pasa por dicho polo. Para evitar eso, y poder utilizar el teorema del residuo, considere el camino senalado en
la Figura 4.4.

senz
23(z-2)(z+ 1)’

Ejercicio 4.14. Dada f(z) = calcule Resf(0).

Ejercicio 4.15. Calcule fy Z(ZHC%)Z(ZH)dZ, donde -y es el triangulo con vértices 1 &/ y —3 recorrido de manera
horaria.

Ejercicio 4.16. Use el teorema de los residuos para calcular las siguientes integrales

1 fy° 1f;2dx

27 1
2. fO 5+3sen9d9'

3. fooo ﬁilodx. Ayuda: Use el Ejercicio 1.7 para calcular el residuo.
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4.5. EJERCICIOS

4. fooo ﬁdx para n > 2. Ayuda: Use un sector circular que tenga al segmento [0, R] como uno de sus
lados y que solo encierre 1 polo de la funcion.

o0 sen? x . : : - <
5. f_oo =2=dx. Ayuda: Primero use integracion por partes.

27 1
6. Jo 27y dd

Ejercicio 4.17. Encuentre todos los polos de la funcién f(z) = en D(0,1).

sen(X)
Ejercicio 4.18.
1. Encuentre y clasifique todas las singularidades aisladas de la funcién
f(z) = mz 2cot(mz).

En el caso de los polos, calcule su orden y su residuo.

, 1
2. Use lo anterior para calcular )27, 2

1
Ejercicio 4.19. Calcular la serie >~;7 11 ke
—1)k T csc(mz

Ejercicio 4.20. Calcular la serie Y o ; (/(2) Ayuda: Considere la funcion f(z) = zg)
Ejercicio 4.21. Para x € R\ Z calcule la serie > 7> ; ———. Ayuda: Considere la funcion f(z) = _cot(mz)

! o k=1 g2 _ y2- PYHaE -~ z(wz —x)
Ejercicio 4.22. Demuestre que dados puntos distintos p1, po, ..., py €ECyag,an, ..., ay € C, entonces
existe una funcién f: C\ {p1, ..., pn} — C holomorfa tal que p; es un polo para f y Res(f, pj) = a; para

todoi=1,..., N.
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Capitulo 5

Mas sobre los ceros de funciones holomorfas

5.1. El principio del argumento

Recordemos que de la férmula de Cauchy tenemos que si f : 2 — C es una funcién holomorfa y

f(z) = 1/S GO

D(p, r) C 2, entonces
270 Js(pry W — Z

vale para todo z € D(p,r). En particular, es importante notar que los valores de f en D(p, r) estan
completamente determinados por los valores de f sobre S(p, r). Con esto, si queremos saber si una funcién f
se anula en algin punto del disco, basta estudiar lo que ocurre en la frontera del disco.

Por otra parte, recordemos que los ceros de una funcién holomorfa son aislados, luego si f : 2 — C es
una funcién holomorfa no idénticamente nula tal que f(p) = 0 para cierto p € €2, entonces existe r > 0 tal
que f‘D(p‘r) solo se anula en p. Ademas, como f es analitica con f(p) = 0, debemos tener que

f(z) = a(z—p)* = a(z—p)¥,

k>0 k>1
lo que nos dice que
f(2)
z—p
tiene una singularidad removible en z = p. Si ademas suponemos que a, = 0 para todo k=1, ..., n—1y
an # 0, entonces
f(2)

= Z aj-l—n(z - p)k

— n
(z=p)" =
también tiene una singularidad removible en z = p. Sin embargo, la funcién
f(z) an

= + Z 3jtn+1(z — p)¥

_ p)n+1 _
(z—p) z-r &
tiene un polo simple en z = p. Este andlisis da pie para la siguiente

Definicion 5.1. Dada una funcion holomorfa f : Q — C y un cero p de f, decimos que p es un cero de orden
n (o multiplicidad n) si f se puede escribir como la serie de potencias

f(z) =) a(z—p)~,

k>n

con a, # Q.
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5.1. EL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

y al siguiente

Lema 5.1. Si f tiene un cero de orden n en p, entonces la funcion

f(z)

F(z) =
() (z—=p)"

tiene una singularidad removible en z = p.

Observacion 5.1. La definicion y el lema nos dan a entender que cerca de sus ceros, las funciones holomorfas
se comportan de manera muy similar a un polinomio en el sentido que f(z) ~ (z — p)" para cierto n € N.

El siguiente resultado nos dice como encontrar el orden de un cero p en D(p, r) solo conociendo los
valores de f en S(p, r).

Lema 5.2. Sea f : Q2 — C una funcion holomorfa tal que D(p, r) C €2 con p es un cero de orden n (y su

tinico cero en D(p, r)). Entonces
1 f'(w)
n—= — w.
271 Js(p.r) f(w)

Demostracion. Como vimos, si p es un cero de orden n, entonces f(z) = >_,~, ax(z — p)¥ con a, # 0, de

donde
f(z)

(z=p)"
coincide con la funcién holomorfa Zkz” ax(z — p)*=" para z # p y satisface H(z) # 0 para todo z € D(p, r).
Un célculo directo nos dice que para w # p

f'lw)  H'(w) n

flw) HWw) w-p
H'(w)
H(w)

/ !
/ f(W)dW:/ H(W)dw+/ L dz =0+ 2min,
S(p.r) f(W) S(p.r) H(W) S(p.r)y W —P

H(z) =

pero como H no se anula en D(p, r) tenemos que es holomorfa en D(p, r), luego el teorema de

Cauchy implica que

El resultado anterior se generaliza facilmente para obtener

Proposicion 5.3. Sea f : Q — C una funcion holomorfa tal que D(p, r) C 2 tal que f(z) # 0 para todo
zeS(p,r). Si {zk}Lzl son los ceros de f en D(p, r) con multiplicidades {nk}f(zl respectivamente, entonces

1 F(w) /
— dw = Ng.
271 Js(p.r) f(w) kzl k

Demostracion. Considerar
f(z)

(z—z)m(z—2)2-...-(z—2z)™

H(z) =

y notar que H coincide con una funcién holomorfa en D(p, r)\ {zx},_; que satisface

de donde se concluye el resultado. |
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5.1. EL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

La integral % fs(p‘r) %dw también sirve para detectar polos de funciones

Lema 5.4. Sea f : Q\ {p} — C una funcion holomorfa que no se anula tal que D(p,r) C Q2 y p es un polo

de orden m para f. Entonces
1 f'(w)

= w.
271 Js(p.ry F(w)

Demostracion. En este caso, basta considerar la funcién H(z) = (z — p)™f(z) no nula y argumentar como
antes. |

El lema anterior se generaliza para obtener

Proposicion 5.5. Sea f : Q2 — C una funcion meromorfa tal que D(p, r) C Q2 que satisface f(z) # 0 para

todo z € D(p, r). Si {p; }JI.:l son los polos de f en D(p, r) con drdenes {mj}jzl respectivamente, entonces

1 F(w) !
— dw = — m;.
210 Js(p.ry F(w) ; J

Demostracion. Considerar H(z) = (z — p1)™(z — p2)™ - ...+ (z — py)"f(2) m

Si juntamos los resultados anteriores tenemos el siguiente

Teorema 5.6 (Principio del Argumento). Sea f : Q — C una funcién meromorfa que no tiene ni ceros ni
polos en S(p, r) con D(p, r) C Q, entonces

1 f'(w)
— —2dw = ny, — m;,
2mi Js(pry F(W) zk: k ; J

donde ny son los crdenes de los ceros de f en D(p, r) y m; son los drdenes de los polos de f en D(p, r).

Observacion 5.2. Este teorema se conoce como el principio del argumento pues si notamos que
t'(2)
f(z)

y como Logz = log |z| + iArg (z) tenemos que si y = S(p, r) entonces

(Log f(2))" =

f,(Z) punto final . punto final
[y 72) dz = L(Log f(z))'dz = Log f(z)\punto nicial = A9 (f(z))‘punto icial

para cierto k € Z. En otras palabras la integral mide como cambia el argumento de f a lo largo de la curva 7,
y el resultado anterior nos dice que dicho cambio corresponde a la suma de los érdenes entre ceros y polos.

Observacion 5.3. Otra manera de ver esto es considerar el cambio de variables w = f(z) y escribir

1 [ f(2) 1 1
— zZ=—-— —dw,
27i J, f(2) 271 J () W

donde la integral obtenida no es otra cosa que el indice de la curva f oy respecto al punto w = 0.
En particular, si f es una funcién holomorfa cualquiera y 7y es una curva cerrada que no contiene ni ceros

ni singularidades de f, entonces la cantidad % oy ';/((ZZ))

Observacion 5.4. El principio del argumento vale si se cambia S(p, r) por cualquier curva 7y que es homotopi-
camente equivalente a S(p, r) y que no contenga ni ceros ni polos de f. La suma se realizara sobre los polos
y ceros encerrados por .

dz debe ser un entero gracias al Lema 4.12.
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5.2. APLICACIONES DEL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

5.2. Aplicaciones del principio del argumento

Dentro de los corolarios importantes del principio del argumento se encuentra el hecho de que las funciones
holomorfas son abiertas

Proposicion 5.7 (Teorema funcién abierta). Sea 2 C C un abierto y f : Q — C una funcion holomorfa no
constante, entonces f(2) es abierto.

Demostracion. Sea q € f(£2), queremos demostrar que existe € > 0 tal que D(q,g) C f(€2), o en otras
palabras, para cada z € D(q, €) debemos encontrar w € 2 tal que f(w) — z = 0.

Como g € (£2) tenemos que debe existir p € 2 tal que f(p) = q, de donde podemos definir la funcién
g(z) = f(z) — f(p) = f(z) — g que satisface g(p) = 0. Dado que f no es constante, tenemos que debe
existir r > 0 tal que D(p,r) CQy g(z) # 0 para todo z € D(p, r)\ {p}. Sea kg > 1 el orden del cero p de
g, luego el Teorema 5.6 nos dice que

OV r'(w)
0=5= = — —
2mi S(p.r) g(W) 2mi S(p.r) f(W) —q

dw

Como el conjunto S(p, r) es compacto tenemos que € def minyes(p.r If(w) — gl >0, luego, para todo
ze€ D(qg,e) y todo w € S(p, r) tenemos que

[f(w) =zl =[f(w)—qg+qg—z|>|f(w)—q|—|z—ql >e—|z—q| >0,

uniformemente en w. Por lo tanto la funcién N : D(q, e) — C definida como

1 f'(w)
M) = 37 gy 7O -2

esta bien definida y se puede verificar que es continua en D(q, €). Ademas, para cada z fijo, el valor de N(z2)
corresponde al niimero de ceros (contados con multiplicidad) de la funcion w +— f(w) — z dentro de D(p, r).
En particular N(z) € NU {0}.

Lo anterior nos dice que N : D(g,e) — Ny como ya sabemos que es continua, por lo tanto debe ser
constante, ya que D(g, €) es conexo. Como N(q) = ko, tenemos que N(z) = ko para todo z € D(q,€). En
otras palabras tenemos que para cada z € D(q, €) la ecuacion f(w) — z = 0 tiene kg soluciones (contadas
con multiplicidad) en D(p, r), en particular z € f(D(p, r)) para todo z € D(q,€), lo que demuestra que
D(q,e) € f(D(p.r)) € f(52). u

Otra consecuencia importante del principio del argumento es el teorema de Rouché, que permite detectar
ceros de funciones holomorfas en base a una comparacién con otra funcion.

Teorema 5.8 (Rouché). Sean f, g : QQ — C funciones holomorfas sobre 2 C C abierto. Si D(p, r) C 2 es tal
que

(5.1) 1f(z) —9(2)| < |f(2)| +19(z)]  VzeS(pr)
entonces 1 F(2) ) '(2)
o1 z) 1 92 _
#Z(f,D(p,r)) = 5 /50”) ) dz 211 Jsip) 9(2) dz = #Z(g,D(p,r)).

Dicho de otra manera, el teorema de Rouché nos dice que si somos capaces de verificar la desigualdad
(5.1), entonces la cantidad de ceros de f en D(p, r) es la misma que la cantidad de ceros de g en D(p, r),
en ambos casos contadas con multiplicidad.
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5.2. APLICACIONES DEL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

Demostracion. Primero observemos que (5.1) implica que |[f| >0y |g| > 0 en S(p, r), asi para w € S(p, r)

f(w)

se puede definir h(w) = a(w)’ Veamos que h ¢ R_, en efecto, si existe w € S(p, r) tal que h(w) = —X

para cierto A > 0, entonces
|h(w) = 1] = |-X = 1|
=A+1
=|h(w)|+1,

de donde se contradice la desigualdad estricta en (5.1).
Si definimos H : [0, 1] x S(p, r) — C como

H(t,w) = tf(w)+ (1 —t)g(w),
entonces la observacién anterior nos dice que H(t, w) # 0 para todo (t, w) € [0, 1] x S(p, r). En efecto, si
existe (t,w) € (0,1) x S(p, r) tal que tf(w) + (1 — t)g(w) = 0 entonces
t 1-—-t 1-t
= tf 1- =—(h ) = h(w) = ——.
0= t7(w) + (1= )9(w) = 5 s (hw)+ 255 ) = ) = =15
Por lo anterior la funcién / : [0, 1] — C dada por

oH
I(t) = 1/ de
27i Jsp,ry H(t, w)

estd bien definida. Gracias a que H(t, w) nunca es cero se puede demostrar (ejercicio para el lector) que
la funcién | es continua en el intervalo [0, 1]. Como ademas la cantidad /(t) cuenta los ceros de la funcion
H(t,-) en D(p, r) tenemos que /(t) € NU{0}, de donde deducimos que / debe ser constante, lo que concluye
la demostracion. |

Usualmente se utiliza la siguiente versidon del teorema de Rouche que requiere una condicién mas fuerte
que (5.1).

Corolario 5.9 (Rouché). Sean f, g : Q — C funciones holomorfas sobre Q2 C C abierto. Si D(p, r) C Q es tal
que

(52) ) - 9@l <lg@)]  Vze S0,
entonces 1 f’( ) 1 /( )
#2000 =g [ G5ae= g [ G54 = #200.06.0)
p.r p.r

Ejemplo 5.1. Sea f(z) = z° + 52z% — z — 2. El teorema de Rouché nos permite determinar cuando ceros
tiene f en el disco D(0, 1). En efecto, si consideramos g(z) = 5z° tenemos que para |z| = 1

f(z) —g(z)| = |z°—z-2| < |z +|z| + 2 =4 < 5 = |52%| = |g9(2)|

de donde concluimos que la cantidad de ceros de f en D(0, 1) debe ser la misma que la cantidad de ceros
de g. Pero g tiene solo a z =0 como cero, con multiplicidad 3, luego f debe tener 3 ceros (contados con
multiplicidad) en D(0, 1).
Notar que ademas se puede determinar que las 3 raices en realidad son las tnicas en el disco D(0, 2) pues
si |z| = 2 entonces
1f(z) — g(2)| = |2° =z — 2| £ 36 < 40 = |52%| = |g(2)|
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L]

Figura 5.1: Raices de la funcién f(z) = z° + 523 — z — 2 respecto al disco unitario.

Ejemplo 5.2. Sea f(z) = 2z!0 4 422 + 1, determine el nimero de ceros de f en D(0,1). Notar que si
9(z) =4z y si |z| = 1 entonces

If(z) —g(2)| = ‘2210 +11<3<4= }422‘ =g(2),
de donde concluimos que f tiene la misma cantidad de ceros que g, es decir 2.

Observacion 5.5. Tal como en el principio del argumento, se puede generalizar el teorema de Rouché usando
el Teorema de Cauchy, es decir, el resultado siguen siendo valido si se cambia la circunferencia S(p, r) por
una curva vy homotépicamente equivalente a S(p, r) en Q de modo que f no tenga ceros sobre +y.

Corolario 5.10 (Teorema fundamental del dlgebra). Sea P(z) = ZnJrZZ;(l) axz® un polinomio con coeficientes
complejos. Entonces P tiene n raices en C.

Demostracion. Consideremos g(z) = z", luego si R > ma’x{l, 222;(1) |ak|} tenemos que para |z| = R

‘ZZ:(I) aka‘ n-1 i, 1
= P
— |Z|n S E |2k|R ngﬁ E |ak|§§<1
k=0 k=0

‘ P(z) - 9(2)
9(2)

de donde |P — g| < |g| sobre 5(0, R). Luego el teorema de Rouché garantiza que P debe tener la misma
cantidad de ceros que g en D(0, R), pero g tiene exactamente n ceros en D(0, R) (z = 0 tiene multiplicidad
n). [

Corolario 5.11 (Teorema funcidn inversa). Suponga que f es holomorfa en una vecindad de zy con f'(zg) # 0.
Entonces f admite una inversa holomorfa en una vecindad de f(z).
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02 04 06 08 12

Figura 5.2: Raices de la funcién f(z) = 220 + 422 + 1 respecto al disco unitario.

Demostracion. Sin perder generalidad se puede suponer que zg =0y f(z9) = 0. Como f es analitica se tiene

f(z) = Z awzt = a1z + Z axz"

k>1 k>2

que

pues £(0) =0y f/(0) = a; # 0. Si consideramos f = a%f podemos suponer que f'(0) = a; = 1, es decir

f(z) =z+ 22 Z asnz’ =z + 2°h(2).
k>0

Si |z] < r es suficientemente pequeio, por la continuidad de h en z = 0 tenemos que |h(z)| < M para cierto
M > 0y por lo tanto
f(2) = 2| < M|z]?.

Ahora bien, queremos demostrar que si b es cercano a f(zy) = 0 entonces se puede encontrar una tnica
solucién z, cercana a zp = 0, para la ecuacion f(z) = b. Para ello, consideremos la funcién f,(z) = f(z) — b
y la funcion gp(z) = z — b. Tenemos que para |z| = r podemos escribir

fo(2) = gu(2)| = |f(2) — 2| < Mr?,

y queremos que Mr? < |gp(z)| = |z — b| para poder usar el Teorema 5.8, pero esto ocurre por ejemplo si
Mr? < r—|b| < |b| < r—Mr? = r?(1 — M), de donde si r < 4; obtenemos que la cantidad de ceros
de f, en D(0, r) es la misma que la de g, en D(0, r), pero ésta ultima funcion tiene exactamente un cero,
z=be D(0,r).

Lo anterior demuestra que si r < ﬁ entonces para todo b € D(0, r — Mr?) existe una tnica solucién a la
ecuacién f(z) = ben D(0, r), es decir la funcién f es localmente biyectiva.

94



5.2. APLICACIONES DEL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

Como vya sabemos que f es una funcién abierta, entonces tenemos que donde existe, la funcién f~1 es
continua. Para ver que es holomorfa basta notar que

Fw) — F (o) 71— 2

w1 — Wo - f(z1) = f(z)

donde f(zj) = w;, y el limite cuando w; — w» < z; — 2 existe si f(z) # 0, lo que esta garantizado en
una vecindad de zg pues ahi f'(zg) # 0. [ |

Una consecuencia importante del teorema de la funcion abierta tiene que ver con los maximos de funciones
holomorfas

Teorema 5.12 (Principio del médulo maximo). Sea Q2 C C un abierto conexo y f : QQ — C una funcidn
holomorfa. Si existe p € Q2 tal que
fI<I[f(p)l VzeQ,

entonces f debe ser constante.

Observacion 5.6. Este resultado dice que el médulo de las funciones holomorfas no puede tener maximos
globales interiores. Sin embargo, tampoco pueden haber maximos relativos interiores, esto pues de haber uno
en z = p, la funcién f|D(p’r) tendria un maximo global en z = p, por lo que debe ser constante en D(p, r) e
igual a f(p). Pero esto implicaria que la funcion F(z) = f(z) — f(p) es idénticamente igual a cero en D(p, r),
lo que implica que F = 0 en todo 2.

Demostracion. Si f no es constante y como €2 es abierto y conexo, tenemos que f(2) es abierto, lo que
implica que debe existir w € f(£2) con |w| > |f(p)|, lo que es una contradiccién. [

Teorema 5.13. Sea Q C C un abierto, conexo y acotado. Si f : Q@ — C es holomorfa sobre Q y continua
sobre Q, entonces

ix [F(w)| = max |F(w)].
gvlsél(vv)l max |f(w)l

Demostracion. Si f es constante, no hay nada que demostrar. Si f no es constante, entonces |f| no puede
tener un maximo interior en €, luego el maximo debe alcanzarse en la frontera. |

Teorema 5.14 (Principio del médulo minimo). Sea f : 2 — C holomorfa sobre 2 abierto conexo tal que
f(z) # 0 para todo z € Q. Si existe p € Q2 tal que

If(p)| < |f(2)] VzeQ,
entonces f es constante.

1
Demostracion. Basta considerar g(z) = @ y aplicar el Teorema 5.13. |

Concluimos esta seccién con el Lema de Schwarz que nos permitira caracterizar las funciones bi-holomorfas
en el disco unitario.

Teorema 5.15 (Lema de Schwarz). Sea f : D(0,1) — D(0, 1) una funcion holomorfa tal que f(0) = O.
Entonces

1 [f(2)] < |z].
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2. |F(0) < 1.

Si ademds existe p € D(0,1) tal que |f(p)| = |p|, 6 bien |f'(0)| = 1, entonces f(z) = e®z para cierto
6 € [0,2m).

Demostracion. Como f(0) = 0, tenemos que la funcién g : D(0, 1) — C definida como

f(z) .
o(z) = - s z#0

f'(0) siz=0

es una funcién holomorfa. Si |w| = r < 1, entonces

f(w) 1 1
= | — < _— = —
st = |2 < =2
luego el Teorema 5.13 implica que
1
l9(2)] S? Vze D(O,r).

Como esto vale para todo 0 < r < 1, concluimos que |g(z)| < 1 para todo z € D(0, 1) de donde se obtiene
la primera parte del resultado.

Si suponemos que existe p € D(0, 1) tal que |f(p)| = |p| (o bien si [f'(0)] = 1), entonces |g(p)| =1 (o
bien |g(0)| = 1), o sea |g| tiene un maximo interior, de donde se concluye que g debe ser constante, es decir

g(z) =a€eC,

pero como |g(p)| = 1 se concluye que |a| = 1, en otras palabras, o = e® para cierto 6 € [0, 27). [

5.3. Ejercicios

Ejercicio 5.1. Determine la cantidad de soluciones que tiene la ecuacién z8 — 523 = 2 — z en la regién
1<zl <2

Ejercicio 5.2. Determine la cantidad de ceros (contados con multiplicidad) que tiene el polinomio f(z) =
7% — 623 +3z+ 1 enlaregidn |z| > 1.

Ejercicio 5.3. Determine la cantidad de ceros de la funcién f(z) = 2 4+ z% + e/ en H.

Ejercicio 5.4. Verifique de manera explicita que el médulo de la funcién f(z) = e* alcanza su maximo y su
minimo en la frontera de cualquier conjunto compacto.

Ejercicio 5.5. Use el principio del modulo minimo para demostrar el Teorema Fundamental del Algebra.
Ejercicio 5.6. Suponga que f es holomorfa en Q D D(0, 1) y que satisface

w [f(2)|<4si|zl=1elmz>0,y

= |f(2)]<5silzl=1elmz>0.

Muestre que |f(0)| < 2v/5. Ayuda: Considere g(z) = f(z)f(—2z).
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Ejercicio 5.7. Sean f, g dos funciones holomorfas en 2y sea U C 2 un abierto acotado. Considere la funcion
r(z) = |f(z)| + |g9(z)| y muestre que

max r(z) = max r(z).
ma (2) max (2)

Ejercicio 5.8. Muestre que no existe una funcién holomorfa f : D(0,1) \ {0} — C tal que f(z)? = z para
todo z € D(0, 1) \ {0}. Ayuda: Argumente por contradiccion y utilice el lema de Schwarz apropiadamente.

Ejercicio 5.9. Muestre que no existe una funcién holomorfa f : Ag(1,2) — C tal que f(z)? = z para todo
Z < Ao(l, 2).

Ejercicio 5.10. Muestre que no existe una funcién holomorfa f : H = {Imz > 0} — C tal que f(2)? = 2%+
para todo z € H.

Ejercicio 5.11 (Teorema de Hurwitz). Sea Q2 un dominio y sea (f,)pen Una sucesion de funciones holomorfas
tales que f, — f uniformemente en compactos de Q.

1. Suponga que cada f, no tiene ceros en 2, muestre que f(z) =0 o bien f no tiene ceros en 2.
2. Suponga ahora que cada f, es inyectiva. Muestre que o bien f es constante o f es inyectiva.
Ejercicio 5.12. Sea 2 un dominioy p € Q. Suponga que f : 2\ {p} — C es holomorfa e inyectiva.

1. Muestre que si p es removible para f entonces la extension f:Q — C dada por el Teorema 4.1 también
es inyectiva. Ayuda: Suponga por contradiccion que existe g € Q\ {p} tal que a = f(q) = f(q) = f(p)
y use el teorema de la aplicacion abierta con vecindades de p y q disjuntas en XQ.

2. Demuestre que p no puede ser una singularidad esencial. Ayuda: Use el teorema de la aplicacion abierta
para contradecir el Teorema 4.2.

Ejercicio 5.13. Para Q2 C C abierto, considere f : 2 — C una funcién holomorfa. Muestre que para cada
p € Q tal que f’(p) # 0 existe r > 0 tal que

2T 1
(p) ~ /sm Fw) — ()"

Ayuda: Escriba f(w) = f(p) + f'(p)(w —p) + - -.
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Capitulo 6

Mapas Conformes y algo de geometria

6.1. Geometria en dimension 2

En esta seccién haremos una muy breve introduccién a distintos tipos de geometria que ser pueden
implementar en el plano. Cada uno de estos tipos los reconoceremos en el plano complejo estudiando el
comportamiento de las funciones holomorfas en distintos subconjuntos de C.

6.1.1. Geometria Euclidiana o plana

Es la geometrfa tradicional que se puede implementar en C = R?. Algunas de las propiedades fundamentales
de esta geometria son:

m El concepto de “recta” es el habitual del plano.

m Dados una recta L y un punto p fuera de esa recta existe una Unica recta paralela L que pasa por p.

Los tridngulos formados verifican que la suma de sus dngulos interiores es exactamente .

El largo del vector z es |z| y corresponde al largo del segmento de la “recta” que conecta z con 0.

m | a “curvatura del espacio” es 0.

Figura 6.1: En una geometria plana, existe una Unica recta paralela y los dngulos de un tridngulo suman .
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6.1. GEOMETRIA EN DIMENSION 2

6.1.2. Geometria Hiperbdlica

Esta es una geometria que se puede implementar en un disco D (disco de Poincaré) o en un semi-plano

(plano de Poincaré). Algunas de las propiedades fundamentales de esta geometria (cuando se ve en el disco
D(0, 1)) son:

= El concepto de “recta” corresponde a: los segmentos de recta que pasan por 0, y ademas los arcos de
circunferencia que llegan a S(0, 1) de manera perpendicular.

Dados una recta L y un punto p fuera de esa recta existen al menos dos rectas paralelas que pasan por
p (infinitas).

Los tridngulos verifican que la suma de sus angulos interiores es menor que 7.

= El largo del vector z € D es tanh™* |z| 6 iIiI y corresponde al largo del segmento de la “recta” que
conecta z con 0.

m La “curvatura del espacio” es negativa.

Figura 6.2: En una geometria hiperbdlica, existen infinitas rectas paralelas y los dngulos de un tridngulo suman
< Tr.

6.1.3. Geometria Eliptica

Esta es una geometria que se puede implementar en una esfera S. Algunas de las propiedades fundamentales
de esta geometria (en la esfera unitaria S?) son:

m El concepto de “recta” corresponde a los grandes circulos en la esfera S.

Dados una recta L y un punto p fuera de esa recta no existen rectas paralelas que pasan por p (todas
las rectas se intersectan).

Los tridngulos verifican que la suma de sus angulos interiores es mayor que 7.

El largo de un vector w = (x, y, z) € S? es 5 +arctan (Z) y y corresponde al largo del segmento

de la "recta” que conecta w con el “polo sur” S = (0,0, —1).

La “curvatura del espacio” es positiva.
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Figura 6.3: En una geometria esférica, no existen rectas paralelas y los angulos de un tridngulo suman > .

6.2. Mapas conformes

Definicion 6.1. Sean ©,Q C C dos conjuntos abiertos, y sea f : Q — Q una funcién holomorfa. Decimos
que f es conforme o bi-holomorfa si f es biyectiva y f~1 es holomorfa.

Observacion 6.1. Si f es inyectiva, entonces se debe cumplir que f'(p) # 0 para todo z € Q. Esto pues la
ecuacion f(z) — g = 0 tiene exactamente una solucién p € €2, dicho de otra forma, z = p es un cero de orden
1 para f(z) — f(p) y por tanto se debe satisfacer (cerca de p) que

—f(p) =) a(z = p)* = a1(z = p) + (z = p)*h(2)

k>1

conap = f'(p) #0y h(z) = Y40 akr2(z — p)¥. )
Este comentario implica que f~! es automéaticamente diferenciable en todo punto g = f(p) € Q con

1
(FYY(@) = 5.
Esto se puede ver al escribir f(z) = w, f(p) = g y notar que
fiw)—fYq)  z-p
w—gq f(z) —f(p)
_ Z-p
a(z—p) +(z—p)h(z)
1
~a+(z-p)h(2)
1
—> —
w—q 31
Z—p

Observacion 6.2. Si f : D(p,r) — C es una funcién holomorfa y si wy, wo € S(0, 1) son dos direcciones,
entonces si f'(p) = rpe'® #£0

1. |Duw,f(p)l = |Dw,f(p)| donde

f(p+ tw) — f(p)
t

Dwf(p) = lim = f'(p)w = |Dwf(p)| = ro|w| = ro.
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denota la derivada direccional de f en la direccién w. Esto dice que desde el punto de vista geométrico,
la funcion f estira/comprime de la misma forma en todas las direcciones.

Otra manera de ver esto es si consideramos f : C — C como la funcién real F : R?> — R? donde
F(x,y) = (u(x,y), v(x,y)), y notamos que la multiplicacién de niimeros complejos (a+ ib)(c + id) =
(ac — bd) + i(bc + ad) corresponde a la multiplicacién matricial

a —b c ac — bd
b a d bc + ad

Estas consideraciones hacen que la multiplicacién f'(z)w se pueda representar como la multiplicacion
matricial

Ux —Vyx Re w
Ve Uy Im w

y la matriz no es otra cosa que la matriz Jacobiana de F (gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann).

a —b
La matriz Jacobiana de F tiene la forma y si suponemos que f'(z) # 0 entonces det F =
b a

a® + b% # 0 y por tanto esta matriz se puede escribir en la forma

2 2 a —b
vas+b 0 N7 vEr
0 Va2 + b2 b 2

Va2+b2  \/a2+b2

y como ﬁ, ﬁ € [—1, 1] entonces podemos suponer que existe 6 € [0, 27) tal que

a

cosf = —

va’+ b?

senf = L

Vaz + b2’

y si denotamos r = v/a2 + b2 concluimos que
, r 0 cosf —senb
f(z) ~ .

0 r senf cosf

donde la multiplicacién por primera matriz corresponde a una dilataciéon por r > 0, y la segunda matriz
es una matriz de rotacién en angulo 8 en torno al origen.

2. Ademas, si f’(p) # 0, entonces
<I(le W2) = Q(lef(p), Dng(p))v
pues Dy, f(p) = roe'(®+6) Esto dice que la funcién f preserva los angulos entre curvas en D(p, r).

3. Las consideraciones anteriores nos dicen que los mapas conformes no alteran la geometria local del
conjunto (los angulos infinitesimales se preservan).
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f(2)

Figura 6.4: Las funciones holomorfas preservan dngulos cuando f’(p) # 0.

Definicién 6.2. Dado 2 C C un abierto, definimos el grupo de automorfismos de Q2 como
Aut(Q2) ={f : Q— Q: f es conforme} .
Proposicion 6.1. (Aut(2),0) es un grupo.

Demostracion. Ejercicio. |

Proposiciéon 6.2. Sean U,V,W C C.
1. Sif:U—=V yg:V — W son conformes, entonces go f : U — W es conforme.
2. Sif,g:U—V son conformes, entonces existe h € Aut(V) tal que g = hof.
3. Siexiste f : U — V conforme, entonces Aut(U) = Aut(V).

Demostracion. Ejercicio. [ |

6.2.1. Automorfimos del disco

En virtud de la Proposicién 6.2 y si D(p, r) es cualquier disco, entonces W : D(0, 1) — D(p, r) definida
como
V(z)=rz+p

es un mapa conforme. Por lo tanto para caracterizar Aut(D(p, r)) basta hacerlo parap=0y r=1. Enlo
que sigue D = D(0, 1).

Lema 6.3. f : D — D es una funcién conforme con f(0) = 0 si y solo si f(z) = e'®z para cierto 6 € [0, 2).

Demostracion. Claramente si f(z) = ez entonces f es conforme de D a Dy f(0) = 0, por lo que solo

demostraremos la implicacién en el otro sentido.
Si f: D — D es conforme, entonces f 1 : D — D también es conforme y satisface f(0) =0y f~(0) =0,
luego el Teorema 5.15 aplica tanto a f como a f ! para decir que

|f'(0)] <1
[(FHYO)] <1,
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pero ademds, tenemos que f o f~1(z) = z, de donde se deduce que

FO)(FH)(0)] =1,

luego la Unica posibilidad es que |f'(0)| = |(f*1)’(0)‘ = 1, pero gracias al Lema de Schwarz esto implica el
resultado. m
Lema 6.4. Sea a € D y definamos @, : D — C como ¢,(z) = 1Z—_§az' Entonces @w,(D) = D, @, es biyectiva
Y su inversa es ¢_,. Ademas
/ 1 - |a‘2
©y(z) = m-

Demostracion. Para a € D(0, 1) entonces

z—a
—|<l&|z—a] < |1 -3z
1-az
&z —a® <|1-az]?
& |z)? +|a]® — 2Re (3z) < 1+ |a]? |z)* — 2Re (32)
S 0<(1-]z2A)1-1aP)
& z)? < 1,
y por lo tanto ¢,(D(0,1)) = D(0,1). Y evidentemente ¢_, es su inversa. [
Observacion 6.3. Notar que ¢, estd definida en C '\ {%} donde % = ﬁ es el llamado punto de inversion de
a respecto a la circunferencia S(0, 1). Ver Figura 6.5.
1
a
-a
1

Figura 6.5: Los puntos ay

il
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Teorema 6.5.
Aut(D) = {e®p,(2) : 6 € [0,2m),a € D}

Demostracion. La inclusién 2 es un corolario del Lema 6.4, por lo que solo demostraremos la otra inclusion.
Si f € Aut(D) entonces definamos b = (0) € D, luego @y o f € Aut(D) y satisface

@y o f(0) =0,

luego del Lema 6.3 concluimos que
wpof(z) =az,

para cierto a € S(0, 1). En otras palabras, hemos demostrado que

b
a

z+
f(z) = p-p(az) = a—= = apa(z)
1 + aZ

—_b
para a = —,. |

Corolario 6.6 (Lema de Schwarz-Pick). Sea f : D(0,1) — D(0, 1) una funcion holomorfa. Si a € D(0,1) y
b = f(a), entonces
1—[bf*

f'(a)] < :
‘ (a)‘— 1_|a|2

y . z—c o : _
Demostracion. Para ¢ € D(0, 1) la funcion ¢.(z) = 15 S holomorfa, biyectiva con inversa (¢c) ™! = @_¢
que también es holomorfa (ver el Lema 6.4). Con esto basta considerar

f(z) = ppofop_a(z)
y aplicar el Teorema 5.15, pues f(O) =wpofop_,(0)=wpof(a)=p(b)=0,ycomo
f'(2) = 0h(f 0 p-a(2))F'(0-a(2))9",(2)
se tiene que

1—al
1—[b*

F'(0) = @} (f 0 9_a(0)F'(9-a(0))¢’ ,(0) = @}, (b)f'(a)(1 — |a]*) = f'(a)

6.2.2. Automorfismos del plano complejo

De acuerdo al teorema de Liouville, no puede existir un mapa conforme f : C — D(0, 1), por lo que
Aut(C) 2 Aut(D(0, 1)) (de hecho, no puede existir ninglin mapa conforme entre C y un conjunto acotado).
Veamos como son los automorfismos de C.

Teorema 6.7.
Aut(C)={az+b:acC\ {0}, beC}
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Demostracion. Es claro que si f(z) = az + b para cierto a # 0 entonces f € Aut(C), por lo que solo
demostraremos la otra inclusién.

Dada f € Aut(C) una funcién conforme, veamos primero que Iim|,|_, [f(2)| = oo, es decir f tiene un
polo en infinito. En efecto, sea M > 1 y consideremos

K = D(0, M)

que es compacto en C. Como f es conforme, la funcién f~1 es continua y por lo tanto f~1(K) es un
conjunto compacto en C, por lo que debe existir R > 0 tal que f~1(K) C D(0, R). En otras palabras, hemos
demostrado que si w € f~1(K) entonces |w| < R, afirmacién que es equivalente a decir que si |w| > R
entonces w ¢ f1(K), perow ¢ f 1K) & f(w) ¢ K < |f(w)| > M.

Veamos ahora que |f(z)| tiene crecimiento a lo mas lineal en infinito, es decir, existen constantes Ry > 0
y C > 0 tales que si |z| > Ry, entonces |f(z)| < C|z|. Para ello consideremos la funcién

9(2) =
(%)
Dado que |f(2)] ‘ ‘—> oo tenemos que g esta bien definida y es holomorfa en alguna vecindad del O de la
Z|—00
forma D(0, r) \ {0}. Ahora bien, como |f(z)] ‘—> 0o, debe existir r; > 0 tal que si |w| > r;, entonces
_>

|f(w)| > 1. En consecuencia, para z € D(0, rll) \ {0} se tiene que
l9(z)| <1,
en otras palabras, z = 0 es una singularidad removible para g con lim,_,q g(z) = 0. Asi la funcién

g(z) siz#0
(z)—{o 7
siz=0

es holomorfa en D(0, %1). Ademds, como f es inyectiva, se debe tener que g también lo es y en particular
g'(0) # 0, de donde se obtiene que

0#£4(0)= ||m M
luego debe existir § > 0 tal que si |z| < 0, entonces
g(Z) 1.
ROl

o en términos de f, tenemos que

1 1 " l 2 i 2 .
f(i>2' z3lg0f HZ)‘ S iz & W ey v

cuando |w| > §~1. Esto demuestra nuestra afirmacién para R; = 5 y C = \9(0)\
Dicho esto, podemos concluir gracias al Teorema 3.9 que f(z) = az+ b, y como f es inyectiva, debe
ocurrir que a # 0. |
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(x,y.0)

Figura 6.6: Esfera de Riemann.

6.2.3. Automorfismos de la esfera de Riemann

Para hablar de C U {oo} es conveniente introducir el concepto de la esfera de Riemann. Esta es una
visualizacién de la compactificacion de Alexandroff del plano complejo donde se identifica el punto “oc0” con
el punto (0,0, 1) de la esfera, en tanto que cualquier otro punto del plano complejo se puede identificar con
un punto en dicha esfera mediante la proyeccién estereogréfica (ver Figura 6.6).

En vista de la Figura 6.6 y algunas consideraciones geométricas (que se dejan como ejercicio al lector)

permiten calcular que

de donde podemos deducir que

f=————,
x24+y2+1
y
S=——"——,
x2+y?+1
_ X2+y2
X242 41

De estas formulas no es dificil demostrar la siguiente

106



6.2. MAPAS CONFORMES

Proposicion 6.8. Sea S una circunferencia en la esfera de Riemann, esto es, la interseccion de la esfera con
un plano de la forma Ar + Bs + Ct = D, entonces la proyeccion estereogrdfica de S es una circunferencia o
bien un recta.

La afirmacion reciproca también es cierta.

Demostracion. Notar que gracias a la proyeccién estereografica se cumple que

X + B y X2 +y?
x2+y2+1 x2+y2+1 x24+y2+1
& Ax+ By + C(x* +y?) = D(x*> + y* + 1)
& (C—D)(x* +y?) + Ax+ By = D.

Ar+ Bs+Ct=D & A

Si C = D entonces en el plano tenemos la ecuacidn de una recta, mientras que en la esfera se cumple que
Ar+Bs+C(t—1)=0

que es un plano que corta a la esfera en el punto (0,0, 1).
Si C # D entonces (C — D)(x? 4+ y2) + Ax + By = D se puede escribir como

A 2 B > 4D(C— D)+ A? + B?
<X+2<C—D>>+<y+2(c—o>>‘ ic-beE

pero 4D(C — D) + A% + B% > 0 si y solo si la distancia del plano Ar + Bs + Ct = D al punto (0, 0, %), que

D—£| 1
1 21 =
AT Eo 2 €S menor a 3. |

esta dada por

En vista de lo anterior, es interesante estudiar lo que ocurre con la esfera de Riemann, que no es conforme
nia D(0,1) ni a C (pues es un compacto).

Definicion 6.3 (Transformacién de Mobius/ Transformacion linear fraccionaria). Dados a, b, ¢, d € C tales
que ad — bc # 0 definimos la aplicacion ¢ : CU {oc} — C U {0} como

Observacion 6.4. Es pertinente detenernos en mencionar que estamos pensando que 1 esta definida en
CU{oo} con valores en CU{oo} tal como lo hicimos en la Apartado 4.4. En particular, este supuesto equivale
a decir que

c=0= f(oc0) =00

f(—d> = 00,
c#0= ¢

f(o0) =

o bien

ol

Lema 6.9. E/ conjunto

az—+b
cz+d

Mob(C U {oc0}) = { ca,b,c,deC, ad # bc}

es un subgrupo de Aut(C U {oc}).
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g _ az+b b—wd
Demostracion. Basta notar que si f(z) = 1 d entonces f~1(w) = w5 € Mob(C U {oc}). El resto
de los detalles se dejan como ejercicio al lector. |

Teorema 6.10.
Aut(CU {oo}) = Mob(C U {o0}).

Demostracion. Sea f € Aut(C U {o0}), luego f(z5) = oo para cierto zp € C U {oo}, ademas existe
1 € Mob(CU{oo}) tal que ¥(oc0) = 2y pues si zg = oo basta tomar ¥(z) = z y si zg € C se puede considerar

W(z) = ZOZZ+ 1

. Con esto la funcién g = f o1 manda oo en oo, luego g’c € Aut(C), es decir
9(z) = az+ b € Mob(C U {o0})

para ciertos a, b € C, a # 0. Pero de acd deducimos que

f(z) = (az+ b) o~ (z) € Mob(C U {o0}).

Observacion 6.5. Vale la pena notar que Aut(CU{oo}) contiene (como sub-grupos) a Aut(D(0, 1)) y Aut(C).

Proposicion 6.11. S/ denotamos por C = {circunferencias en C} U {rectas en C}, y si f € Mob(C U {oc}),

entonces
f(C) Cc.

Demostracion. Notar que si f € Mob(C U {oco}) entonces f se puede escribir como una composicion de
funciones de la forma

» f(z) = az, que corresponde a dilataciones y rotaciones,

» f(z) =z + b, que son traslaciones

1 _ .
= f(z) = =, la llamada inversion.
z

y por lo tanto basta demostrar el resultado para cada una de estas funciones.

En primer lugar, notar que si f(z) = az, entonces lo que hace esta funcion es rotar y estirar/contraer
respecto a 0 cada punto del plano, por lo que es evidente que si C € C, entonces f(C) € C. De la misma
forma, si f(z) = z+ b, entonces lo (nico que pasa es que se trasladan los puntos, por lo que f(C) € C.

Ahora, si f(z) = % ysi C = {Z =(x,y)€EC: x> +y?’+ax+By +v= O}, entonces

f(C):{W:(u,v)E(C:;/EC}.

v _

Pero si z = % y z=(x,y), entonces x = Re(%) = mar Yy = Re(%) =— de donde obtenemos que

w2
u —v u -V 5 5
a =0&9(u v au—Bv+1=0,
Zr it Eret u2+v2+ﬁu2+v2+7 Y+ v+ v+
que es una ecuacion de un circulo v # 0 o de una recta v = 0. |

Lema 6.12. Sea f € Mob(C U {co}) distinta de la identidad. Entonces f tiene a lo mas dos puntos fijos en
C U {oo}.
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Demostracion. Basta notar que cuando ¢ # 0, la ecuacién

az+ b
=z
cz+d

es una ecuacién cuadratica en z, por lo que tiene a lo mas dos soluciones distintas.

Si ¢ = 0, entonces es una ecuacioén lineal, que tiene a oo como solucién, y si a # d, también tiene a

dfa como otra solucién. |

zZ =

Corolario 6.13. Dados z1,2>,z3 € CU {0} y wy, wo, wz € CU {0} distintos entre si entonces existe una
tnica transformacion de Mébius L que satisface

L(Zk) = W, k = 1,2,3.

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Si hubiesen 2 transformaciones L1, L», entonces L = Lfl ol €
Mob(C U {oo}) satisface L(zx) = zx para k =1, 2,3, por lo que L tendria 3 puntos fijos distintos, asi L = id.
Para la existencia, definamos A € Mob(C U {o0}) como

Z—2Z1 23 — 2»

A = :
1(2) Z—2p 23— 21

que satisface A1(z1) =0, A1(2) = 0o y A1(z3) = 1. De manera similar, definimos

w—w W3— Wp

No(w) =
2() Ww— Wy W3 — Wi

que satisface la propiedad analoga. Finalmente la funcién L = /\2_1 o A\ satisface lo requerido. |

6.2.4. Otras transformaciones conformes

Las transformaciones de Mobius, asi como otras funciones biholomorfas nos permiten encontrar los mapas
conformes entre D(0, 1) y algunas regiones simplemente conexas, caracterizando asi de manera explicita el
llamado teorema de Riemann. Veamos algunos ejemplos.

Z —

Ejemplo 6.1 (Transformacion de Cayley). Sea W(z) = - i Como W € Mob(C U {c0}), basta ver que le

z
hace a rectas y circunferencias para detectar su imagen.

En este caso, notemos que W(R U {oo}) = S(0,1), pues W(—1) =/, W(0) = =1y Y(1) = —i. Ademas
como V(i) = 0 deducimos que W : H — D(0,1), donde H={z € C: Imz > 0}.
Gracias a la Proposicion 6.2 podemos concluir que H'y D(0, 1) tienen el mismo grupo de automorfismos.

Ejemplo 6.2. Consideremos la funcién F(z) = z2. Esta funcién es holomorfa en C, pero no es biyectiva en C.
Sin embargo, la podemos restringira Cy = {z € C: Rez > 0,Imz > 0} y obtener una funcién biyectiva a su
imagen. Esto pues en C; se puede definir F(z) = |z|* €297 con argz € (0, Z) y por lo tanto F(z) tiene
inversa holomorfa F~1(w) = |W\e'%ar9W con argw € (0, 7).

No es dificil ver que F(C,) = H. En efecto, notemos que si z = re' para § € (0,T), entonces
F(z) = r?e®® = r?e/® para o € (0, 7).

. L 14
Ejemplo 6.3. La funcién G(z) = .
subconjunto de C U {oc} sera conforme a la respectiva imagen.

Si consideramos DT = D(0, 1) N H, entonces no es dificil de verificar que G(D*) = C,. Para ello basta
ver que G(RU{oc}) =RU{o}y G(5(0,1)) = iRU {oo}.

es una transformacién de Mobius, por lo que si la restringimos a un
z
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Figura 6.9: El semi-circulo D, es conforme a Cy.

Ejemplo 6.4. Sin juntamos los Ejemplos 6.2 y 6.3 obtenemos que la funcién

14 22\?
1—22

i) = (
es un mapa conforme entre el cuarto de disco DN C, y H.

Ejemplo 6.5. Un ejemplo importante es el que nos entrega la funcién exponencial e.
funcién no es invertible, debido a su periodicidad, puesto que eZt2mik

Como hemos visto, esta

= e para todo k € Z. Sin embargo, si

la restringimos a un dominio donde no exista tal periodicidad podemos definir su inversa log z.
Por ejemplo, si definimos Logz = In|z| + iArg z, donde Argz € (—m, ) denota el argumento principal

de z, entonces
Log(DT)={z€C:Rez<0,0<Imz<m}.
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Figura 6.10: El cuarto de circulo D N C4 es conforme a H.

En efecto, sipara 0 < r < 1y 6 € (0, 7) consideramos z = re® € D, entonces Logz = Inr + if y por
tanto Re (Logz) =Inr <0 elm(Logz) =6 € (0, m).

|OgZ e m e — o —‘I.7T

Figura 6.11: El semi-circulo DT es conforme a la semi-banda infinita {z€ C: Rez < 0,0 < Imz < 7}.

Ejemplo 6.6. La funcién e? también transforma la banda S ={z € C: 0 < Imz < i} en H. Para ver esto
notamos que la parte de la frontera de S que corresponde al eje real, es transformado en el eje real (e]R =Ry).
La parte de la frontera S que corresponde a la linea R + i es transformada en efe™ = R_.

Ejemplo 6.7. Tal como en el caso de la exponencial/logaritmo, la funcién sen z no es invertible en C, sin
embargo si la restringimos al conjunto —% < Re(z) < 7 la funcién queda inyectiva, de donde obtenemos por
ejemplo que
T T
sen({z eC: 5 < Re(z) < E,Imz > 0}) =H.

senz

ISER

Figura 6.12: La semi-banda infinita {z € C: —=5 < Re(z) < 5,Imz > 0} es conforme a H.
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6.3. El Teorema de Riemann

Concluimos esta introduccion a los mapas conformes con el famoso teorema de Riemann:

Teorema 6.14 (Riemann). Sean 2 C C un abierto simplemente conexo, entonces existe una funcion
f:Q — D(0,1) biholomorfa. En particular,

Aut(Q) 2 Aut(D(0, 1)).

El lector interesado, puede buscar la demostracién de este teorema en [1, Chapter 6] o [4, Section 6.7].
Una versién mas general de este resultado es el teorema de Uniformizacién de Riemann:

Teorema 6.15 (Riemann). Sea M una superficie de Riemann simplemente conexa, entonces 2 es biholomorfo
a exactamente uno de los siguientes

s C,
» CU{0}, 0

= D(0,1).

6.4. Ejercicios

7 —

1355 Muestre que ¢, : D(0,1) — D(0, 1)

Ejercicio 6.1. Para a € D(0, 1) considere la aplicacion @,(z) =
es una biyeccion tal que ¢,(S(0,1)) = S(0, 1).

Ejercicio 6.2. Sea f : D(0,r) — D(0, R) una funcién holomorfa. Muestre que para cada p € D(0, r) se

cumple que , ,
r RZ—|f(p)|
MO r2—|pl>

Ejercicio 6.3. Sea f : H — H una funciéon holomorfa. Demuestre que para todo a € H se cumple que

Im f(a)
Im a

()] <

Ejercicio 6.4. Sea f : D(0,1) — C una funcién holomorfa tal que |f(z)| <1 tal que f(%) = 0. Muestre que
@l = 2

Ejercicio 6.5. Considere f : D(0,1) — D(0, 1) una funcién holomorfa que tiene dos puntos fijos distintos.
Muestre que f debe ser la identidad.
Ejercicio 6.6. Sea f : D(0,1) = {z € C : Im(z) > 0} una funcién holomorfa con f(0) = i. Muestre que

|z|
]

1- 1
L. 1+E} <@l < &

2. f'(0)| < 2.

Ejercicio 6.7. 1. Sefale una transformacion conforme de H def {zeC:Imz>0}aD(0,1).
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2. Sea H un semi-plano abierto en C, es decir
H={(x,y) € C:ax+ by +c >0}

para ciertos a,b,c € R con ay b no simultdneamente iguales 0, y sea D cualquier disco abierto
(D = D(p, R) para cierto p € Cy R > 0). Sefiale un mapa conforme de H a D.

az+b
cz+d

3. Muestre que Aut(H)%{ S a, b,c,deRyad—bc>O}.

Ejercicio 6.8. Considere f(z) = logz la rama principal del logaritmo. Calcule f(D4), donde D =
{zeC:|z| <1, Imz>0}.

Ejercicio 6.9. Describa Aut(D(0, 1) \ {0}).
Ejercicio 6.10. Sea C* =C\ {0} y sea f : C* — C* un mapa conforme.

1. Muestre que si z = 0 es una singularidad removible para f, entonces f(z) = az para algin a € C*.
Ayuda: Recuerde el Ejercicio 5.12.

. . 1
2. iQué sucede si z =0 es un polo para f? Ayuda: Considere g(z) = @
3. iPuede ser z = 0 una singularidad esencial para f7? Ayuda: Recuerde el Ejercicio 5.12.

4. Concluya con una descripcién de Aut(C*).
5. Muestre que Aut(C*) = Aut(C \ {p}) para cualquier p € C.

Ejercicio 6.11. Sea C** =C\ {0,1}. Y sea f : C** — C** un mapa conforme.
1. Muestre que ni z =0 ni z = 1 pueden ser singularidades esenciales.

2. Muestre que z =0y z = 1 no pueden ser simultdneamente polos para f. Ayuda: Considere la funcion
9(z) = @ y use el Ejercicio 5.12.

3. Describa f si z =1 es removible.

4. Describa Aut(C**).

5. Muestre que si p # g entonces Aut(C**) = Aut(C\ {p, q}).

Ejercicio 6.12. Considereel conjuntoQ = {z € C:|z| < 1,|z— 2| > 2} yelanillo Ay(3,1) ={z€C: L <|z| < 1}.

Muestre Aut(Q2) = Aut(Ao(%, 1)). Ayuda: Considere una funcion del tipo @,(z) = 12_ ;Z para a € C apro-
piado.

-1
Ejercicio 6.13. 1. Verifique que la funcién 9(z) = j 1 S conforme entre CU{oo}\[—1, 1] y C\(—o0, 0].

2. Concluya que existe una funcién holomorfa f : C\ [~1, 1] — C tal que f(z)?> = z° — 1.
Ejercicio 6.14 (Transformacion de Joukowsky). Considere la funcién J(z) = % (Z + %)
1. Muestre que si r > 1 entonces J(5(0,r)) = E,, donde E, es la elipse dada por la ecuacion

u? v2

G+ Ge-h)
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2. Muestre que J(5(0,1)) = [-1, 1].

3. Demuestre que si Q = {z € C: |z| > 1} entonces Aut(Q2) = Aut(C\ [—1,1]). Ayuda: Use el Ejerci-
cio 6.13 para definir una inversa holomorfa de J.
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Capitulo 7

Funciones armodnicas

7.1. Aspectos basicos

Definicién 7.1. Dado Q C C un dominio y u: Q — R de clase C?, decimos que u es armdnica si se satisface
Au=0 enQ.

Anteriormente vimos que si f = u + /v es una funcién holomorfa, entonces u = Ref y v =Imf son
funciones arménicas, sin embargo no es necesariamente cierto que si u es armonica entonces ha de ser la
parte real de una funcion holomorfa. Esto se puede ver considerando la funciéon

u(z) = log|z|,

que se puede demostrar (Ejercicio 7.1) es arménica en C\ {0} pero no es la parte real de ninguna funcién
holomorfa en C\ {0} (Ejercicio 7.2). Sin embargo, tenemos la siguiente

Proposicion 7.1. Sea u una funcion armoénica en 2, entonces

ou .
" x es la parte real de una funcion holomorfa en Q.
X
m S5/ Q2 es simplemente conexo, entonces u es la parte real de una funcion holomorfa en 2.

Demostracion. Para la primera parte, consideremos f = u, — iu,. Entonces, como u € C?(Q) se tiene que
Uxy = Uyx Y COMO Uyxyx = —Uy, Se tiene que

fo = Uxx — IUyx = —Uyy — IUxy = —I(Uxy — iUyy) = —ify,

es decir, f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Para la segunda parte, como ya sabemos que f = uy, — iu, es holomorfa, entonces ha de existir F
holomorfa tal que F' = f, pero si F = U + iV entonces se debe cumplir que

F,:FXZUX‘F/.VX:f:UX—I'Uy,

por lo tanto Uy = ux y de manera similar U, = u,, por lo tanto debe existir una constate ¢ € R tal que
U = u+ c y en consecuencia u es la parte real de la funcién holomorfa F — c. |

Definicién 7.2. Si u es armoémica en 2, decimos que v : Q — R es un conjugado armonico de u si la funcion
f = u—+iv es holomorfa.
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Corolario 7.2. Si Q es simplemente conexo y si u es armonica en 2, entonces u € C*(Q).

Demostracion. De la proposicion anterior tenemos que u = Re F, para F holomorfa. Pero ya sabemos que F

es de clase C* (ver Teorema 3.1). [
Los resultados anteriores nos permiten llevar propiedades de las funciones holomorfas a las funciones

armonicas. Los siguientes teoremas son quizas los mas importantes de la teoria:

Teorema 7.3 (Propiedad de la media). Supongamos que u es arménica en D(p, R), entonces

1 27 )
u(p) = 27r/0 u(p+ re't)dt
para todo r < R.

Demostracion. Como D(p, R) es simplemente conexo tenemos que u = Re F para cierta funcion holomorfa,
y dado que F = u+ /v es holomorfa, satisface la férmula de Cauchy

F(p) = i de.
2T Js(pry W— P

Luego si parametrizamos S(p, r) por w = p + re't tenemos que

1 o . 1 2m . i 2T .
u(p) +iv(p) = Flp) = 27r/0 f(p+ref)dw = 27T/0 u(p+ re'*)dw + 27r/0 v(p+ re't)dw.

Teorema 7.4 (Principio del maximo). Sea Q C C un dominio y u una funcion armonica en Q2 no constante.
Entonces u no alcanza ni su maximo ni su minimo en Q.

Demostracion. Sea p € Qy € > 0 tal que D(p,e) C 2. Como u es armdnica en D(p, €) que es simplemente
conexo, ha de existir F = u 4+ iv holomorfa no constante tal que u = Re F.

Gracias al teorema de la funcién abierta (Proposicion 5.7) sabemos que F(D(p,€)) es un abierto que
contiene a F(p) = u(p)+iv(p), y en particular deben existir wy, wo € D(p, €) tales que u(wy) < u(p) < u(ws),
es decir u(p) no puede ser ni maximo ni minimo. |

Corolario 7.5. Si u € C(Q) es armdnica, entonces

max u = max u,
o) oQ

min u = min u.
o) o0

Demostracion. Si p € Q es tal que u(p) es maximo (resp. minimo) entonces u debe ser constante, en cuyo
caso el resultado es cierto, en tanto que si p € 0X2 es tal que u(p) es maximo (resp. minimo) entonces no
hay nada que demostrar. |

Corolario 7.6. Sean uy, u» funciones armonicas en el dominio 2, tales que uy, u» € C(Q). Si uy = u» en 0
entonces uy = u» en .

Demostracion. Notar que u = u; — tp es armoénica y u = 0 en 0L2. Pero del corolario anterior, u alcanza su
maximo y minimo en 052, por lo tanto 0 < u < 0, lo que demuestra el resultado. |

116



7.2. LA FORMULA DE POISSON

7.2. La formula de Poisson

En la seccién anterior vimos la propiedad de la media que en términos generales nos dice que el valor de
una funcién arménica u en p se puede determinar si conocemos los valores de u en S(p, r), y mas aln, gracias
al principio del maximo, una funcién armdnica en Q2 estda unicamente determinada por sus valores en 0. El
propdsito de esta seccidn es poder determinar una funcidén armoénica u en  para la cual solo conocemos sus
valores en 0Of).

Teorema 7.7 (Férmula integral de Poisson). Sea u una funcién arménica en Q con Q 2 D(0, 1). Entonces
para cada z € D(0, 1) se tiene que

1P it 1_|Z|2
U(Z)_27'l'/0 U(e )mdt

o0 en notacion polar para z = re'®

o L [T 1—r?
0y = — ' dt.
u(re”) 21 /0 u(e )1 —2rcos(6 —t) + r?

Observacion 7.1. La cantidad

1 1—|z?
P(f,Z) = % |Z _ eit|2
o bien )
1 1-—
P(t,r,0) = !

21— 2rcos(f — t) + r2
se denota Kernel de Poisson para el disco unitario.

Antes de demostrar este teorema, recordemos el Lema 6.4 que nos dice que para a € D(0, 1) la funcién

@, . D — C definida como
z—a

es un automorfismo del disco cuya inversa es ¢_, y @,(a) = 0, ademas un ejercicio sencillo (Ejercicio 7.3)
nos dice que si u es arménica y F es holomorfa entonces uo F es armdnica.

Demostracion. Para z € D(0, 1) consideremos la funcién arménica v(w) = uvow_,(w) y usemos la propiedad
de la media para esta funcién, es decir

27 ) 2w )
u(2) = ultp—(0)) = v(0) = 5 /O V()i = 5 /0 u(—s(et))dt.

Ahora bien, esta Ultima integral es la integral parametrizada de la integral de linea

1 —z
L[ e,
2mi Js,1) w

pero si consideramos el cambio de variable w = @,({) obtenemos que

u(p—z(w)) _ u(p—z(vz(€))) ,
/S(O,l) w dw = /S(O,l) (pZ(C) (pZ(C)dC’

pues () es un difeomorfismos C* en D(0, 1), donde ademds ¢, (S(0, 1)) = S(0, 1) (Ejercicio 6.1). Notando
que si [(| = 1 se obtiene que

A _ (=202
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7.2. LA FORMULA DE POISSON

1z 1
1-2z( (-~
1z 1
- ((-2)C-2
1z 1
Cl({-2)C-z
B 1—z)?
Cl¢— 2>

y por lo tanto

1 u(¢)
u(z) = omi /5(0 1) 0.(0) %7 @=(C)de

I B el
210 Js(0,1) ¢ —2z]* ¢

= u(e't)—~—— 12l dt
2m Jo leit — 7|

Como vimos en la Proposicion 3.3, dada cualquier funcién continua g : S(0,1) — C se puede encontrar
una funcién holomorfa G : D(0,1) — C definida como

G(z) = — ‘/ 9w) 4,
210 Jsoy W — Z

sin embargo no necesariamente se obtiene que G(z) — g(zy) cuando z5 € S(0, 1). Este fenémeno no ocurre
Z— 2y

para funciones armonicas, de hecho lo que ocurre es que dada g : S(0,1) — R, entonces la formula de
Poisson

_1 o 1= 2P
6@ = [ stc T

/t|
define una funcién armoénica que ademas satisface G(z) — g(zp) para todo zp € S(0,1), y este es el
Z— 2y

resultado del siguiente

Teorema 7.8 (Solucién al problema de Dirichlet en el disco unitario). Sea g : S(0,1) — R una funcién
continua y definamos u : D(0,1) — C

u(2) = 217r/ g(e ’t)| —lz || dt size D(0,1),
9(2) size S(0,1).

Entonces u es continua en D(0,1) y arménica en D(0, 1).

Demostracion. Veamos primero que u es arménica en D(0, 1). Para ello, notemos que

1—|z? 11— 1z)? + |z — e’t}Q
z—eit]?  (z—et)(Z—e')
2 —ze it — zelt

T (z—eD)(z—eTt)
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7.2. LA FORMULA DE POISSON

luego

1 21 21 1 2 )
u(z):%/o o(e") e dt—i—/ a(e) Zdt—m/O g(e)dt.

Notar que el Gltimo término es constante y por lo tanto armonico. Por otra parte, si |z| < 1, gracias al
teorema de diferenciacién bajo el signo integral (Corolario A.7) tenemos que

d 2m it 2m it bl e/t

pues la funcién z — —%— es holomorfa en D(0, 1). Luego

2T it 2T it
ity € _,0 0 ity € _
A</O g(e )e’f—zdt>_48262 </0 g(e )e"f—zdt>_0'
2T ) eit o o 2T ) elt
it 122 % ity _
A(/O gle )e’t—zdt 48282 /o g(e )e’t—zdt
"

Por otra parte,

de donde concluimos que u es armédnica en D(0, 1).

Veamos ahora que u es continua en D(0, 1), para ello analicemos el kernel de Poisson P(t, z) con un poco
mas de detalle. En primer lugar, si aplicamos la férmula de Poisson a la funcién arménica v = 1 obtenemos
que

2T
(7.1) /0 P(t,2)dt =1 ¥ze D(0,1).

1|z

También tenemos que si z € D(0, 1) entonces P(t,z) = E| o] > 0. Por otra parte para cualquier 6 > 0

pequeiio y ¥ € [0, 2] se verifica que
P—0 2m

(7.2) / P(t,z)dt+/ P(t.2)dt — O,
0 P46 z=relf —el¥

esto pues si |¢ — t| > § entonces
1—2rcos(8—t)+r>=(1—-r)2+2r(1—cos(d—t)) > r(1—cos(§)) >0

y por lo tanto 0 < P(t,z) < C(1 — |z|?) —}wO uniformemente en t.
z—e!
En virtud de lo anteriormente discutido, tenemos que si z = re'®
podemos escribir

con r < 1lysiy € [0,27w] entonces

u(z) - g(e) :/o (9(e’) = g(e™)) P(t, 2)dt,
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7.2. LA FORMULA DE POISSON

ahora de la continuidad de g tenemos que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |t —1| < § entonces
lg(e't) — g(e™)| <&,y por lo tanto

21
o2 )| = | [ (ate) ~ ate®) it z)dr\
0

Yo , , Y+ , ,
: / [(9(e™) = g(e™))| P(t, 2)dt + / |(g(e) — g(e™))| P(t, 2)dt
0 PY—0

2m . 4
+/ [(g(e') — g(e™))| P(t, z)dt
P+6

< oM (/OH P(t. 2)dt + /27r P(t,z)dt) +a/w+6 P(t. r.0)dt

Y46 P06

< oM (/OH P(t,z)dt+/27r P(t,z)dt> te,

Y+o
donde M = max |g|, y por lo tanto
5(0.1)
lim sup |u(z) - g(e“”)‘ <e,
z—el¥

lo que concluye la demostracién. |

Observacion 7.2. Notar que gracias al Teorema 6.14, si 2 es simplemente conexo, entonces existe W : 2 —
D(0, 1) biholomorfo y si u: Q — R es armdnica, entonces v o W™t es una funcién armdnica en D(0, 1) y por
lo tanto

2m
uoW1l(z) = uo W 1(elt z
V@) = [ uo v 2t

para todo z € D(0, 1). En consecuencia, si consideramos z = W(w) para w € 2 obtenemos una férmula de
Poisson en €2, esto es

u(w) = /027r uo W (e P(t, W(w))dt.

En la practica esta formula es inservible si no se conoce dicho mapa W, y solo en algunos casos podemos decir
algo mas. Por ejemplo, si 2 es el semi-plano complejo H = {z € C : Imz > 0} entonces se puede verificar
que

1 y
u(x+iy) = w/oou(t)(t—x)2+y2dt'

Esto se puede obtener usando la transformada de Cayley W : H — D(0, 1) dada por V(z) = % (ver

Ejemplo 6.1). Otra manera de obtener esto mismo esta dada en el Ejercicio 7.12

A continuacién veremos que una funcion que satisface la propiedad de la media ha de ser armodnica

Teorema 7.9. Supongamos que u es continua en un dominio ) y satisface

1 2m )
u(p) = 27r/0 u(p+ re't)dt

para todo p € Q y todo r > 0 tal que D(p, r) C Q, entonces u es armdnica en Q.

Para demostrar este teorema, veremos primero que una funcién que satisface las hipdtesis del teorema
entonces satisface el principio del maximo, es decir:
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Proposicion 7.10. Supongamos que u es continua en un dominio €2 y satisface

1 2m v
_ i
u(p) = 27r/0 u(p+ re')dt

para todo p € Q y todo r > 0 tal que D(p, r) C Q. Si existe q € Q tal que u(q) = supq u, entonces u es
constante.

Demostracion. Definimos el conjunto A = {qg € Q : u(q) = supq u}. Por hipotesis tenemos que g € Ay
como u es continua, entonces A es un conjunto cerrado. Para ver que u es constante, veremos que A =Q
usando la conexidad de €2, es decir, nos basta probar que A es abierto.

Sea g€ Ay searp >0 tal que D(q,r) C Q, luego, para r < rg

supu = u(q)
Q

1 2m )
= 27r/ u(q+ re't)dt
0

1 2m
< / sup udt
2T Jo  Q

=supu,
Q

por lo tanto la tnica posibilidad es que u(q + re’®) = supg u para todo 6 € [0, 27] y todo r < ry. En otras

palabras D(q,r) C A, y por lo tanto A es un conjunto abierto. |

Demostracion del Teorema 7.9. Sea D un disco tal que D C €. Gracias al Teorema 7.8 podemos encontrar
una funcién armoénica h: D — R tal que h‘aD = U‘aD' El teorema serd demostrado si somos capaces de
demostrar que u = hen D.

Consideremos la funcién v = u — h que satisface V’@D = 0y ademas v satisface la propiedad de la media

(pues u'y h la satisfacen) en D. Luego, gracias a la Proposicion 7.10 podemos concluir que v < 0 en D. De
manera andloga tenemos que —v < 0 en D, y por lo tanto v=u— h =0 en todo D, lo que nos dice que u
es de clase C? y ademds es armdnica. |

7.3. Principio de reflexién de Schwarz

Sea O un conjunto abierto tal que L = O N R es un intervalo. Consideramos 2 = O NH y este escenario,
definimos la reflexion de Q a través de L como

Q' ={zeQ:z€Q},
y consideramos el conjunto U = QU L U Q* (ver Figura 7.1).

Teorema 7.11 (Principio de reflexién de Schwarz). Sea f : Q — C una funcion holomorfa tal que f(L) C R.
Entonces la funcion g : U — C definida como

B f(z) sizeQuUL,
9(2) = f(2) sizeQ,

es holomorfa en U.
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7.3. PRINCIPIO DE REFLEXION DE SCHWARZ

Figura 7.1: Los conjuntos L, Q y Q*

Demostracion. Notar que si z € €2 entonces g = f y por tanto es diferenciable en dicho conjunto.
Size Q*ysi hescercano a 0 de modo que z+ h € Q* entonces

g(z+h) —g(z) _f(z+h)—F(2) _ (f(z+/'72— f(Z))
h h h

f
e B

y por tanto g es diferenciable en Q2*.
Para concluir usamos el Ejercicio 3.8 que garantiza que g debe ser holomorfa en todo U. |

Corolario 7.12. S/ Q C C es simétrico respecto al eje real, y si f : 2 — C es holomorfa con f(x) € R para
todo x € Q NR entonces
f(2)=f(2).

Demostracion. Notar que la funcién g(z) = f(Z) es holomorfa en Q y coincide con f en el segmento Q N R,
luego por el teorema de unicidad concluimos que g = f. |

Tal como hay un principio de reflexion de Schwarz para funciones holomorfas, también hay una versién
que es valida para funciones armodnicas

Teorema 7.13. Sea QQ como en la introduccion, y sea u : 2 — R una funcion armonica tal que u(x) = 0 para

todo x € L. Si definimos
u(z) sizeQ,

v(z) =40 sizel,
—u(z) sizeQ".
Entonces v es armédnica en U = QU L U Q*.
Demostracion. Claramente la funciéon v es continua en U, asi que para ver que es armdnica usamos el
Teorema 7.9.
Es claro que tanto si z € U U U* entonces v es armdnica en una pequeia vecindad de z, pues u es

arménica y si z = (x,y) con y > 0 entonces Au(Z) = Au(x, —y) = Au(x, y) gracias a la regla de la cadena.
Por lo tanto, v satisface la propiedad de la media en puntos de 2 U Q*.
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Por otra parte, si p € L entonces para r > 0 suficientemente pequefio de modo que D(p, r) C U tenemos
que

2m ] s ) 2m ]
/ v(p+ re't)dt = / v(p+ re't)dt + / v(p+ re't)dt
0 07r | 71'7T |
= / v(p+ re't)dt + / v(p + re'™™)dt
07r ) 07r ‘
= / u(p+ re')dt — / u(p + reft+m)dt
0 | 0 |
= / u(p + re't)dt — / u(p+ re'™)dt,
0 0

Tr . 7‘- .
:/ u(p—l—re’t)dt—/ u(p + re't)dt,
0 0
=0
=v(p).

es decir, v satisface la propiedad de la media en p, y por lo tanto es arménica en p. |

7.4. Ejercicios

Ejercicio 7.1. Verifique que la funcién u(z) = log|z| es una funcién arménica en C\ {0}.

Ejercicio 7.2. Demuestre que la funcién u(z) = log |z| no puede ser la parte real de una funcién holomorfa
en C\ {0}.

Ejercicio 7.3. Si v es armdnica y f es holomorfa muestre que v o f es armonica.

Ejercicio 7.4. Muestre que la funcién u(x, y) = y cosy senh x + x sen y cosh x es armdnica en C. Encuentre
un conjugado arménico para u.

Ejercicio 7.5. Muestre que la funcion, escrita en coordenadas polares, u(r,8) = rcos@ + rsenflInr es
armonica en C \ (—oo, 0]. Encuentre un conjugado armdnico para u.

Ejercicio 7.6. Sea Q un dominio. Muestre que no existe u funcién arménica no constante en Q tal que u? es
armoénica en Q.

Ejercicio 7.7. Sea u una funcién arménica en un dominio C tal que u - v es armdnica para toda funcién
armoénica v. Muestre que u es constante

Ejercicio 7.8. Suponga que (u,)qen €S una sucesion de funciones arménicas en un dominio Q2 y que existe

una funcién v : Q2 — R tal que u, — u uniformemente en compactos de 2. Muestre que u es armonica.
n—,oo

Ayuda: Use la propiedad de la media.

Ejercicio 7.9. Muestre que el kernel de Poisson en el disco se puede escribir como

P(t.r,0) =) rlikle®

kEZ
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Ejercicio 7.10 (Desigualdad de Harnack). Sea v : D(0,1) — [0, c0) una funcién continua y arménica en
D(0, 1). Entonces para cada z € D(0, 1) se cumple que
12|
1+ |z|

1+ |z

117 u(0).

u(0) <u(z) <

Obtenga una desigualdad simular si v es arménica en D(p, r).

Ejercicio 7.11 (Principio de Harnack). Sea 2 C C un conjunto abierto y conexo, y sea (Up)nen Una sucesion
de funciones arménicas en  tales que u, < upy1 para todo n € N. Muestre que, o bien u, — 400
n—oo

uniformemente en compactos, o bien existe u armodnica tal que u, — u uniformemente en compactos.
n—oo
Ayuda: Muestre que los conjuntos

Q1= {z e Q: un(z)nﬁo—koo},

Qp ={z € Q: (up(z))nen es convergente en R},

son abiertos en 2.

Figura 7.2: Método de las imagenes

Ejercicio 7.12. Considere u : H — R una funcién armédnica tal que u = Re f para cierta funcién holomorfa
acotada. Muestre que si y > 0 entonces

: L[~
ulx+iy) = W/—oo u(t)(t—x))/—2+y2dt'

Ayuda: Verifique primero que si f : H — C es una funcion holomorfa acotada y si z € H entonces

27r/f(z):/ flw) dw—/ f(W)dW
v ¥

w—2z w—2Zz

donde 7y es la curva dada en la Figura 7.2. Aplique lo anterior cuando f es una funcion holomorfa tal que
u=Ref.
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Ejercicio 7.13. Obtenga la férmula

: 1 [
u(x+iy) = W/—oo u(t)(t—x))/—2+y2dt'

del ejercicio anterior para una funcién armdnica en H y continua en H, ahora usando un mapa conforme de H
al disco D(0, 1) y la férmula de Poisson en el disco.

Ejercicio 7.14. Suponga que f es holomorfa en D, = D(0,1) N H y que satisface que f(S(0,1) NH) C R.
Muestre que si
f(2) size Dy

9\z) = 1
(2 f<2> size D(0,1)°NH,
entonces g es holomorfa en H.

Ejercicio 7.15. Sea 2 C C un abierto. Muestre que u : €2 — R es armodnica si y solo si v es continua y para
todo p € Q existe ry > 0 tal que si 0 < r < ry entonces

1
ulp) = — u(x, y)dxdy.
0=z [ wtxnxay

Ejercicio 7.16. Sea Q2 un abierto y sea v una funcién arménica en Q. Muestre que si D(zp, r) € 2 entonces
para cada k € NU {0} existe una constante C, > 0 tal que

Ck
8 u(z)| < / |u(x, y)| dxdy,
| < D(z0.1)

k

donde 8% denota cualquier operador diferencial parcial del tipo W para /€ {0,1,..., k}.

Ejercicio 7.17 (Teorema de Liouville). Suponga que u es una funcién arménica en C que es acotada. Muestre
que u es constante.

. . ou
Ejercicio 7.18. Encuentre todas las funciones armoénicas en C tal que x <0.

Ejercicio 7.19. Sea v una funcién armdnica en €2 abierto. Muestre que u es analitica real, es decir, para cada
70 = (X0, Y0) € Q existen r > 0y (aj«)j k>0 € R tales que

u(x,¥) = alx = xY(y = y0)* V(x.y) € D(z,r).
k>0

Ayuda: Muestre que u coincide con su serie de Taylor usando el Ejercicio 7.16.

Ejercicio 7.20. Sea f : S(0,1) — R definida como

ety {1 si t€0,7)

-1 site[m2m).

Encuentre una funcién arménica v : D(0,1) — R tal que Iim,_,;- u(re't) = f(e't) para todo t € [0, 2T).

*
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Apéndice A
Algunos resultados de analisis real

Los resultados aqui enunciados pueden ser encontrados en los libros de Rudin [12, 13]
Definicién A.1 (infimo). Dado un conjunto A en R, decimos que m es una cota inferior para A si
m<a VaeA.
Decimos que una cota inferior para A es el infimo de A y se denota por inf A si
m inf A es una cota inferior para A,
m S/ m es una cota inferior para A, entonces m < inf A.
Definicion A.2 (Supremo). Dado un conjunto A en R, decimos que M es una cota superior para A si
M>a VaceA.
Decimos que una cota inferior para A es el supremo de A y se denota por sup A si
m sup A es una cota superior para A,
m S/ M es una cota superior para A, entonces M > sup A.
Teorema A.1. Sean A, B C R y supongamos que los infimos y supremos de A y B existen. Entonces
1. m=inf A si ysolo si para cada € > 0 existe a. € A tal que a. < m+¢€.
. M =supA si ysolo si para cada € > 0 existe a; € A tal que a, > M — €.

2

3. SIAC B, entoncesinfA>infB ysupA <supB.

4. Si X >0 entonces inf ANA= Xinf A y sup AA = Asup A.
5

. Si A <0 entonces inf AA= AsupA ysup A= XinfA.

6. ffA+B=infA+InfB ysupA+ B =sup A+ sup B cuando las cantidades son finitas.

Observacion A.1. Notar que gracias a las primeras 2 propiedades del teorema anterior, si m = infAy
M = sup A, entonces siempre se pueden construir sucesiones (a,) y (bn) de elementos en A tales que
a, — m
n—oo

b/\/ — M.
n—o0o

Dichas sucesiones usualmente se denotan como sucesiones minimizantes (resp. maximizantes) para A.
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Definicion A.3. Sif : A— R es una funcion, denotamos por
1. supy f =sup{f(x): x e A},
2. infaf =inf{f(x):x € A}.

Teorema A.2. Sean f, g : A — R funciones acotadas, entonces
1. suppf +9g <supsf+supapg,
2. infaf+g>infaf+infag.

Observacion A.2. En general no se tiene la igualdad en el teorema anterior. Considerar A= [0, 1], f(x) =xy
g(x)=1-—x.

Observacion A.3. Recordar que una sucesion real (a,) es una funcién a: N — R, por lo que

inf a, = infa=f{a,: neN
AQNa" w&a inf{a,: ne N},

y todas las propiedades antes enunciadas aplican.

Definicion A.4 (Limites superior e inferior). Dada una sucesion (a,)nen € R definimos
1. limsupp_yo0 @n = Infpen SUPK>, ak,
2. liminfpo0 @n = SUppey INfi>p ax.

Teorema A.3. Dadas dos sucesiones (an), (by) de nimeros reales, tenemos que

~

cNimsup,o0 @n = My oo SUPK>p Ak,

2. liminfpso0 an = liMp_oo Infi>p ax,

3. liminf,_o ap < liMsup,_yoo, ¥ Si

liminfa, =Ilimsupa, =1L
n—oo n—oo

entonces lim,_,o an existe y es igual a L.

4. Silimy,—oo an = L existe, entonces

liminf a, = limsupa, = L.
n—o0 n—o00

5. limsup,_seo(a@n + bp) < liMsup,_soo an + limsup,_oo bn,
6. liminf,oo(an + bp) > liminf,—o0 an + Iiminf o0 by,
7. lminfLe0(an + bn) < liminf,o0 an + limsup, oo bn < limsup,_,oo(an + bp).

Teorema A.4 (Criterio de Weierstrass). Sean (X, d) un espacio métrico e (Y, ||-||) un espacio de Banach. Si
fi 1 (X, d) = (Y. ||-|) es una sucesion de funciones en B(X,Y') tales que ||fx|loc = SubPxex |Ifk(x)|| < My para
todo k € N, donde )", .y Mk < 0o. Entonces la serie

D fi

keN
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converge absoluta y uniformemente, esto es

D ()l (convergencia absoluta)

keN
es convergente en R, y
N
sup Z fi(x) — Z f(x)|| — 0 (convergencia uniforme).
x€X || ken —1 N—o0

Teorema A.5. Sea f : [a, b] — R una sucesion de funciones continuas tales que fy k—> f uniformemente en
—00

[a, b]. Entonces
1. f:[a, b] — R es continua, y

2. iMoo [L R (t)dt = [P F(t)dtE.

Corolario A.6. Sea f; : [a, b] — R una sucesion de funciones continuas tales que 22/:1 f(t) converge
uniformemente a F(t) = > 32 fx(t) cuando N — oo, entonces

o0 b b b
f(t)dt = | F(t)dt = f(t)dt.
Y. [, o= [TFee= [13h

Corolario A.7. Sea F : [a, b] x (—¢,€) — R que es continua en sus dos variables (x, t). Suponga que para
cada x € |a, b] fijo la funcion F(x,-) es diferenciable y

< F(X’t+h)_F(X’t)—a—Fxt)—>O
xe[aF,)b] h ot h—0
te(—eg,€)

de manera uniforme en x y t. Entonces

d [P b oF
dt/a F(x, t)dx-/a E(X' t)dx.

Observacion A.4. Notar que gracias al teorema del valor medio tenemos (teorema de Taylor con resto) que
existe £ € [t, t + h] tal que
162F

oF
F(X't+h)_F(X’t)_§(X,t)hziw

(x.€) -,

luego si %2—5 es acotada en [a, b] x (—¢, €) por 2M entonces

F(x,t+h) — F(x,t) _Gi(x' 0 < Mih —0
ot h—0

sup
x€la,b] h
te(—eg,€)

Una versién un poco mas general es la siguiente
Proposicion A.8. Sea O C R un abierto y sea Q2 un espacio de medida. Si f : O x QQ — R satisface
= Para todo x € O se tiene que f(x, w) es integrable en Q,
= Para casi todo w € Q y todo x € X existe la derivada parcial Oxf(x, w),
» Existe g € L1(Q) tal que |0xf(x, w)| < g(w) para todo x € O, c.t.p. en Q.

Entonces

jx/gf(x, W)dW:/QBXf(X, w)dw
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