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Prefacio

Este apunte ha sido confeccionado para el curso trimestral Análisis Complejo dictado en los programas de

Magister y Doctorado en Matemáticas de la Universidad de Talca. El propósito de este escrito es recopilar

materias expuestas en diversos libros y organizarlas en la manera presentada por el autor en el transcurso del

curso.

En este curso se diversos temas relacionados con el análisis complejo. En una primera parte se estudian

funciones complejas y se introduce la noción de diferenciabilidad compleja a través de las ecuaciones de

Cauchy-Riemann. Posteriormente se revisa el teorema y la fórmula de Cauchy para curvas que son C1 a

pedazos, aśı como los teoremas de Morera y de Goursat, que permiten ver que las distintas nociones de

diferenciabilidad compleja son equivalentes. Adicionalmente se obtiene distintas aplicaciones del Teorema de

Cauchy, como lo son las estimaciones de Cauchy y el teorema de Liouville.

Por otra parte, se hace una introducción al estudio de singularidades de funciones complejas donde

se revisan el teorema de singularidades removibles de Riemann y el teorema de Casorati-Weierstrass para

singularidades esenciales. También se hace un estudio de las series de Laurent donde se obtiene la respectiva

fórmula de Cauchy, aśı como también se obtiene la fórmula de los residuos.

El curso concluye con una breve introducción a los aspectos geométricos de las funciones holomorfas,

donde se clasifican los automorfismos del disco D(0, 1), del plano complejo C y del plano extendido C∪ {∞}.
Cabe mencionar que tanto algunos contenidos teóricos, como algunos ejemplos han sido extráıdos de

la bibliograf́ıa señalada, con el fin de que este apunte sea lo más auto-contenido posible. Además se han

incorporado ejemplos y ejercicios de autoŕıa de quién escribe este manuscrito para complementar los contenidos.

Finalmente, aclarar que este apunte está en permanente construcción, por lo que la exposición de algunas

materias, tanto como la lista de ejercicios, puede variar en el tiempo. Además algunos contenidos pueden

estar incompletos, y quizás se puedan encontrar algunos errores de tipeo.
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Caṕıtulo 1

Conceptos básicos

1.1. Números complejos

Durante este curso usaremos indistintamente diversas notaciones para los números complejos. La primera

notación es la cual usa la identificación de C con R2, esto es, C se puede considerar como R2 equipado con
las siguientes operaciones

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

z = (x, y)

x = Re z

y = Im z

0

Figura 1.1: Representación vectorial de un número complejo.

Otra notación se obtiene de denotar por 1 = (1, 0) e i = (0, 1) y usar estos elementos como base del

espacio vectorial R2 sobre R, es decir

(x, y) = x · 1 + y · i = x + iy ,

y usualmente se denota z ∈ C como z = x + iy , donde x = Re (z) se dice que es la parte real de z e

y = Im (z) es la parte imaginaria de z . Un ejercicio es verificar que con estas operaciones C es un cuerpo y

1



1.1. NÚMEROS COMPLEJOS

que mediante la identificación x = (x, 0) tenemos que R ⊆ C como sub-cuerpo. Notar que bajo esta notación,
las operaciones se escriben como

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + y1x2),

de donde

i2 = −1.

También definimos z̄ = x − iy , el conjugado de z = x + iy ∈ C, que se deja como ejercicio verificar
satisface

z + w = z̄ + w̄

z · w = z̄ · w̄
z + z̄ = 2Re z

z − z̄ = 2i Im z.

Finalmente, usando la identificación de C con R2 podemos equipar a C de la topoloǵıa de la norma
Euclidiana en R2. Usando la notación de z = x + iy tenemos que

|z | = ∥(x, y)∥2 =
√
x2 + y2 =

√
Re (z)2 + Im (z)2

define una norma que hace que C sea un espacio métrico completo o de Banach (es isométrico a R2). Un
ejercicio simple es probar que

|z |2 = z · z̄ ,
|z | = |z̄ | ,

|zw | = |z | |w | ,
|Re (z)| , |Im (z)| ≤ |z | ,

la identidad de Pitágoras

|z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2 + 2Re z1z̄2,

y gracias a las propiedades de la norma Euclidiana se deduce que

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|(desigualdad triangular) ∣∣∣∣∣
N∑
k=1

zkwk

∣∣∣∣∣
2

≤
N∑
k=1

|zk |2
N∑
k=1

|wk |2(desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Observar que la noción de convergencia en C está dada por

zn −→
n→∞

z ⇔ |zn − z | −→
n→∞

0,

que no es mas que la noción de convergencia en R2 mediante la norma Euclidiana. Dentro de los conceptos
topológicos, usaremos la siguiente notación

D(z, r) = {w ∈ C : |z − w | < r}
S(z, r) = {w ∈ C : |z − w | = r}

2



1.1. NÚMEROS COMPLEJOS

z

θ

r

0

Figura 1.2: Representación polar de un número complejo.

para denotar las bolas (discos) abiertas y las esferas (ćırculos) cerradas en C. Notar que ∂D(z, r) = S(z, r) y
que D(z, r) = D(z, r) ∪ S(z, r).
Otra forma de representar números complejos es mediante coordenadas polares en R2, esto es

(x, y) = (r, θ),

donde x = r cos θ e y = r sen θ, lo que en la notación z ∈ C se traduce en

z = r(cos θ + i sen θ),

lo que da pie para definir1 e iθ = cos θ + i sen θ. Esta definición se puede motivar, al menos formalmente por

ahora, de la siguiente manera: recordar que

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

sen(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n + 1)!
,

de donde si usamos x = iθ tenemos que

e iθ =

∞∑
n=0

(iθ)n

n!

= 1 + iθ −
θ2

2!
−
iθ3

3!
+
θ4

4!
+
iθ5

5!
− . . .

=

(
1−

θ2

2!
+
θ4

4!
− . . .

)
+ i

(
θ −

θ3

3!
+
θ5

5!
− . . .

)
1Esta identidad se conoce como identidad de Euler. Algunas veces se denota e iθ = cis θ

3



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

= cos(θ) + i sen(θ),

lo que dice que, al menos formalmente, nuestra definición tiene concordancia con las funciones reales conocidas.

Con lo anterior como motivación, también podemos definir

(1.1) ez = ex+iy = exe iy = ex (cos y + i sen y)

y usando las propiedades de ex , cos y y sen y se puede verificar que (ejercicio)

ez+w = ezew .

Notar que debido a la periodicidad de las funciones trigonométricas, tenemos que ez es una función 2πi

periódica, esto es

ez = ez+2kπi ∀ k ∈ Z.

Con lo anterior, la notación polar de números complejos es z = re iθ, donde r = |z | y θ ∈ [0, 2π) (notar
que e iθ = e i(θ+2πk) para todo k ∈ Z). El valor de θ suele denominarse como un argumento de z y se denota
como arg z . No decimos que es el argumento, pues depende de como midamos los ángulos. Usualmente

utilizaremos θ ∈ [0, 2π) ó θ ∈ (−π, π] (en este último caso se dice que θ es el argumento principal que
denotaremos por Arg z). En cualquier caso, si pensamos en que los ángulos se miden módulo 2π, tenemos

que si z = r1e
iθ1 y w = r2e

iθ2 entonces

z · w = r1r2e i(θ1+θ2),

de donde se concluye que (cos θ+ i sen θ)n =
(
e iθ
)n
= e inθ = cos(nθ) + i sen(nθ), también conocida como la

fórmula de De Moivre.

Una de las ventajas de esta notación es que nos permite calcular de manera sencilla las llamadas ráıces de

la unidad.

Ejemplo 1.1. Encuentre todos los z ∈ C tales que zN = 1. Para resolver este problema, notemos que como
zN = 1 entonces |z |N = 1 y por lo tanto |z | = 1. En particular z debe ser de la forma z = e iθ para cierto
θ ∈ R. Como además sabemos que 1 = e iφ si y solo si φ = 2πk para algún k ∈ Z, obtenemos que θ debe
satisfacer

Nθ = 2πk ⇒ θ =
2πk

N
,

luego las N-ráıces de la unidad están dadas por z = e iθ para

θ ∈
{
0,
2π

N
,
4π

N
, . . . ,

2(N − 1)π
N

}
.

1.2. Funciones complejas

En lo que sigue, y salvo que se señale lo contrario, el conjunto Ω denotará un conjunto abierto en C = R2.

Definición 1.1. Decimos que f : Ω→ C es continua si f (zn) −→
n→∞

f (z) para todo zn −→
n→∞

z ∈ Ω. Denotamos
a la clase de funciones continuas sobre Ω como C(Ω) o C0(Ω).

Observación 1.1. Notar que si tenemos una función f : Ω→ C entonces para cada z ∈ Ω, f (z) ∈ C, luego
podemos definir

u(z) = Re f (z)

4



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

v(z) = Im f (z),

de donde f (z) = u(z) + iv(z). En este contexto, podemos utilizar la identificación C = R2 y notar que
f : Ω→ C es continua si y solo si u, v : Ω ⊆ R2 → R son continuas.

Las siguientes proposiciones son resultados clásicos de análisis y topoloǵıa (ver por ejemplo [12, 13].)

Proposición 1.1. Ĺımite uniforme de funciones continuas es continuo.

Proposición 1.2 (“Criterio M” de Weierstrass). Sean fk : Ω→ C una sucesión de funciones acotadas (resp.
continuas) tales que existe una sucesión (Mk)k∈N de valores reales tales que

supz∈Ω |fk(z)| ≤ Mk para todo k ∈ N, y∑
k∈NMk < +∞.

Entonces f (z) =
∑
k∈N fk(z) está bien definida para todo z ∈ Ω y es acotada (resp. continua) de Ω a C.

Observación 1.2. La convergencia de
∑N
k=1 fk(z) a

∑
k∈N fk(z) es uniforme en Ω.

Proposición 1.3. f : K → C, f continua y K compacto (conexo), entonces f (K) es compacto (conexo).

Definición 1.2. Dado Ω ⊆ R2, decimos que f : Ω → R es de clase C1 si fx = ∂f
∂x y fy =

∂f
∂y existen y son

continuas sobre Ω. La clase de funciones que satisfacen esta propiedad se denotará como C1(Ω). De manera

similar definimos Ck(Ω) para k ∈ N.
Una función f : Ω → C se dice que es de clase Ck(Ω) si se puede escribir como f = u + iv , donde

u, v : Ω→ R son funciones de clase Ck(Ω).

Ejemplo 1.2. f (z) = 0 es C∞.

f (z) = z y g(z) = z̄ son C∞.

f (z) = |z | es C pero no C1.

f (z) = |z |2 es C∞.

P (z) =
∑n
j,k=0 ajkz

j z̄k es C∞.

En R2 tenemos dos direcciones independientes, las direcciones “x” e “y”, y a partir de ellas podemos
definir las respectivas derivadas parciales ∂

∂x y
∂
∂y . Una particularidad de estas derivadas parciales es que

satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

∂x

∂x
= 1

∂y

∂x
= 0

∂x

∂y
= 0

∂y

∂y
= 1.

En variable compleja, también podemos pensar que tenemos dos direcciones, la dirección “z” y la dirección

“z̄” (notar que x = 1
2(z + z̄) e y =

1
2i (z − z̄)), y quisiéramos definir un concepto de derivada parcial que

satisfaga

∂z

∂z
= 1

∂z̄

∂z
= 0

∂z

∂z̄
= 0

∂z̄

∂z̄
= 1.

5



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Si recordamos que z = x + iy entonces es natural pensar que ∂
∂z = a ∂∂x + ib

∂
∂y y

∂
∂z̄ = c ∂

∂x + id
∂
∂y . Si

resolvemos el sistema de ecuaciones para a, b, c, d (ejercicio) obtenemos que

∂

∂z
:=
1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
y

∂

∂z̄
:=
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Proposición 1.4. El operador ∂
∂z es lineal (escalares en C), satisface la regla de Leibniz, la regla del cociente,

y la regla de la cadena, esto es

∂

∂z
(af + g) = a

∂f

∂z
+
∂g

∂z
∂

∂z
(f · g) =

∂f

∂z
g + f

∂g

∂z

∂

∂z

(
f

g

)
=

∂f
∂z g − f

∂g
∂z

g2

∂

∂z
(f ◦ g) =

∂f

∂z
◦ g ·

∂g

∂z
.

Lo mismo ocurre para ∂
∂z̄ .

Demostración. Ejercicio. ■

Corolario 1.5. Para cada n ∈ Z se tiene que
∂

∂z
(zn) = nzn−1,

∂

∂z̄
(z̄n) = nz̄n−1

Además ∂
∂z (k) =

∂
∂z̄ (k) = 0 para todo k ∈ C.

Demostración. Argumentamos por inducción en n y notamos que el caso n = 1 es inmediato debido a la

construcción de ∂
∂z .

Si el resultado es cierto para n, entonces de la regla de Leibniz podemos escribir

∂

∂z

(
zn+1

)
=

∂

∂z
(z · zn)

=
∂

∂z
(z) · zn + z

∂

∂z
(zn)

= zn + z · nzn−1

= (n + 1)zn.

Esto prueba el resultado para n ≥ 0. El caso en que n < 0 y la derivada respecto a z̄ se dejan como
ejercicio. ■

1.2.1. Funciones holomorfas

Definición 1.3 (Función holomorfas). Diremos que f : Ω → C es holomorfa en Ω si f es una función de
clase C1 en Ω que ademas satisface

∂f

∂z̄
= 0

en todo punto de Ω.

Al conjunto de las funciones holomorfas sobre Ω lo denotaremos H(Ω).
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Ejemplo 1.3. f (z) = 0 es holomorfa en C.

f (z) = z es holomorfa en C.

f (z) = |z |2 es de clase C1 pero no es holomorfa.

f (z) = zn es holomorfa en C si n ≥ 0, y en C \ {0} si n < 0.

P (z) =
∑n
k=0 akz

k es holomorfo en C.

P (z) =
∑N,M
n,m=0 an,mz

nz̄m es holomorfo si y solo si an,m = 0 para todo m ≥ 1.

Proposición 1.6 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Si f = u + iv es holomorfa, entonces u, v satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann

(C-R)

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −

∂v

∂x
.

Rećıprocamente, si u, v ∈ C1(Ω) que satisfacen (C-R) en todo Ω, entonces f = u + iv es una función
holomorfa en Ω.

Demostración. Si f = u + iv es holomorfa, entonces ∂f∂z̄ = 0, lo que se traduce en que

0 =
∂f

∂z̄

=
1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
,

es decir

fx = −i fy ,

pero fx = ux + ivx y fy = uy + ivy , luego

ux + ivx = −i(uy + ivy ) = vy − iuy ,

de donde

ux = vy

vx = −uy .

■

Proposición 1.7. Sea f : Ω→ C una función holomorfa, entonces

∂f

∂z
=
∂f

∂x
= −i

∂f

∂y

Demostración. Tenemos que

∂f

∂z
=
1

2
(fx − i fy )

=
1

2
((ux + ivx)− i(uy + ivy ))

7



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

=
1

2
((ux + ivx)− i(−vx + iux))

=
1

2
(2ux + 2ivx)

= fx

= −i fy .

■

Proposición 1.8. Sea f = u + iv : Ω → C una función de clase C2 que además es holomorfa, entonces
uxx + uyy = 0 y vxx + vyy = 0.

Demostración. Como f es de clase C2, entonces u es de clase C2, y de las ecuaciones de Cauchy-Riemann

tenemos que

ux = vy

vx = −uy .

derivando la primera identidad respecto a x y la segunda respecto a y obtenemos que

uxx = vyx

vxy = −uyy ,

pero como v es de clase C2 se debe tener que vxy = vyx , de donde se sigue el resultado para u. La demostración

para v es análoga. ■

Definición 1.4. Una función u : Ω→ R de clase C2 se dice armónica si satisface ∆u = uxx + uyy = 0. El
operador diferencial

∆ :=
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2

se conoce como operador de Laplace o Laplaciano.

Proposición 1.9.

∆ = 4
∂

∂z

∂

∂z̄
= 4

∂

∂z̄

∂

∂z

Demostración. Sea u una función de clase C2, entonces

4
∂

∂z

(
∂u

∂z̄

)
= 2

∂

∂z

(
∂u

∂x
+ i

∂u

∂y

)
=

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)(
∂u

∂x
+ i

∂u

∂y

)
= uxx + iuyx − iuxy + uyy
= ∆u.

La otra identidad se obtiene de forma similar. ■

Volveremos sobre este tipo de funciones en el Caṕıtulo 7.
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

1.2.2. Funciones complejo-diferenciables

Definición 1.5 (Diferenciabilidad). Diremos que f : Ω→ C es diferenciable2 en z0 ∈ Ω si

ĺım
h→0

f (z0 + h)− f (z0)
h

existe. Cuando dicho ĺımite existe, lo denotamos por f ′(z0).

Observación 1.3. Notar que al igual que en análisis en R, una función diferenciable en z0 es continua en z0,
esto ocurre pues existe δ > 0 tal que si 0 < |h| < δ∣∣∣∣ f (z0 + h)− f (z0)h

− f ′(z0)
∣∣∣∣ < 1,

luego

|f (z0 + h)− f (z0)| < |h|
(
1 +

∣∣f ′(z0)∣∣) −→
|h|→0

0,

pues f (z0) ∈ C.

Ejemplo 1.4. Veamos que f (z) = z es diferenciable. Para ello, si h ∈ C tenemos que

f (z + h)− f (z)
h

=
z + h − z

h
= 1,

luego f ′(z) = 1 para todo z ∈ C.
Por otra parte f (z) = z̄ , a pesar de ser una función de clase C1 en todo C, no es diferenciable en z0 = 0.

En efecto, notemos que si h = t ∈ R con t → 0, entonces

f (h)− f (0)
h

=
t

t
= 1,

pero si h = i t, con t ∈ R y t → 0, entonces

f (h)− f (0)
h

=
−i t
i t
= −1,

luego f no puede ser diferenciable en z0 = 0.

Proposición 1.10. Si f , g son diferenciables en z0, entonces f + g, f − g, f · g y fg son diferenciables en z0 y
las derivadas satisfacen las reglas respectivas.

Demostración. La demostración es la misma de diferenciabilidad en R que se basa en las propiedades del
ĺımite. Los detalles se dejan como ejercicio. ■

Teorema 1.11. Sea f : Ω→ C una función diferenciable en z0. Entonces ∂f∂x y
∂f
∂y existen en z0 y satisfacen

las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z0.

Demostración. Como f es diferenciable en z0 = x0 + iy0 tenemos que f
′(z0) = ĺım

h→0
f (z0+h)−f (z0)

h y el ĺımite

se puede calcular con cualquier sucesión h → 0. En particular podemos tomar h = t con t ∈ R y obtener

f ′(z0) = ĺım
t→0
t∈R

f (z0 + t)− f (z0)
t

= ĺım
t→0
t∈R

f (x0 + t, y0)− f (x0, y0)
t

=
∂f

∂x
(z0)

2En algunos textos se enfatiza esta difinición diciendo que f se dice compleja-diferenciable.
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

y si tomamos h = i t con t ∈ R obtenemos que

f ′(z0) = ĺım
t→0
t∈R

f (z0 + i t)− f (z0)
i t

= ĺım
t→0
t∈R

f (x0, y0 + t)− f (x0, y0)
i t

= −i
∂f

∂y
(z0),

de donde se concluye que ambas derivadas parciales existen y que fx(z0) = −i fy (z0) que corresponde a las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en z0. ■

Observación 1.4. Recordar que en análisis real puede ocurrir que una función que sea diferenciable en todo

punto y su derivada no es continua.

Basado en eso uno podŕıa pensar que si una función que es diferenciable compleja en todo punto entonces

no necesariamente es de clase C1, sin embargo veremos mas adelante (Teoremas de Goursat y Morera) que

esta situación no ocurre en análisis complejo, es decir, una función que es diferenciable compleja en todo

punto de un disco entonces ha de ser holomorfa en dicho disco (en particular será de clase C1).

Corolario 1.12. Sea f una función diferenciable en z0, entonces f
′(z0) =

∂f
∂x (z0) = −i

∂f
∂y (z0) =

∂f
∂z (z0).

Teorema 1.13. Sea f : Ω→ C una función holomorfa, entonces f es diferenciable en todo punto z0 de Ω y

f ′(z0) =
∂f

∂z
(z0) = fx(z0) = −i fy (z0).

Demostración. Sea z ∈ Ω y ε > 0 pequeño tal que si h ∈ D(0, ε) entonces z + h ∈ Ω. Debemos probar que

ĺım
h→0

f (z + h)− f (z)
h

existe. Para ello, probaremos que el ĺımite existe y es igual a fx(z). Notemos que si f = u + iv entonces

f (z + h)− f (z)
h

=
u(z + h)− u(z)

h
+ i

v(z + h)− v(z)
h

,

luego si consideramos z = x + iy , h = ξ + iη y analizamos el primer término tenemos que

u(z + h)− u(z)
h

=
u(x + ξ, y + η)− u(x, y)

ξ + iη

=
u(x + ξ, y + η)− u(x + ξ, y)

ξ + iη
+
u(x + ξ, y)− u(x, y)

ξ + iη
.

Gracias al teorema del valor medio, deben existir t1, t2 ∈ [0, 1] tales que

u(x + ξ, y + η)− u(x + ξ, y) = uy (x + ξ, y + t1η)η
u(x + ξ, y)− u(x, y) = ux(x + t2ξ, y)ξ,

de donde
u(z + h)− u(z)

h
= uy (x + ξ, y + t1η)

η

ξ + iη
+ ux(x + t2ξ, y)

ξ

ξ + iη
.

De manera análoga existen t3, t4 ∈ [0, 1] tales que

v(z + h)− v(z)
h

= vy (x + ξ, y + t3η)
η

ξ + iη
+ vx(x + t4ξ, y)

ξ

ξ + iη
.

Definamos z1 = x + ξ+ i(y + t1η), z2 = x + t2ξ+ iy , z3 = x + ξ+ i(y + t3η) y z4 = x + t4ξ+ iy , de donde

podemos escribir

f (z + h)− f (z)
h

=
η

ξ + iη
(uy (z1) + ivy (z3)) +

ξ

ξ + iη
(ux(z2) + ivx(z4)) ,

10



1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

y como queremos probar que esto converge a fx(z) debemos estimar

f (z + h)− f (z)
h

− fx(z)

pero gracias a que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann (i fx(z) = fy (z)), podemos escribir

fx(z) =
h

h
fx(z)

=
ξ

ξ + iη
fx(z) +

iη

ξ + iη
fx(z)

=
ξ

ξ + iη
fx(z) +

η

ξ + iη
fy (z)

=
ξ

ξ + iη
(ux(z) + ivx(z)) +

η

ξ + iη
(uy (z) + ivy (z)),

de donde

f (z + h)− f (z)
h

− fx(z) =
η

ξ + iη
[(uy (z1)− uy (z)) + i(vy (z3)− vy (z)]

+
ξ

ξ + iη
[(ux(z2)− ux(z) + i(vx(z4)− vx(z)] .

Pero si h → 0 tenemos que zj → z , j = 1, . . . , 4, y por lo tanto, de la continuidad de ux , uy , vx y vy y el

hecho que
∣∣∣ ξ
ξ+iη

∣∣∣ , ∣∣∣ η
ξ+iη

∣∣∣ ≤ 1 concluimos que
f (z + h)− f (z)

h
− fx(z)−→

h→0
0,

lo que demuestra la diferenciabilidad de f y además que f ′(z0) = fx(z0) = −i fy (z0) = ∂f
∂z (z0). ■

1.2.3. Funciones anaĺıticas: series de potencias

Definición 1.6. Una serie de potencias es una serie (formal) con una cantidad numerable de términos de la

forma

S(z) =

∞∑
k=0

ck(z − z0)k ,

donde ck ∈ C y z, z0 ∈ C.

Para que cobre sentido la definición anterior en análisis complejo, es necesario hablar de la convergencia

de la serie formal. El primer resultado en dicho sentido es el siguiente:

Lema 1.14 (Abel). Sea S(z) =
∑
k≥0 ck(z − z0)k una serie de potencias para la cual existe z1 ∈ C tal

que S(z1) es convergente. Entonces S(z) es convergente (absolutamente) para todo z ∈ D(z0, r) donde
r = |z0 − z1|.

Demostración. Ejercicio. ■

Este lema garantiza que si la serie es convergente en algún punto z1 ̸= z0 entonces la serie converge en
todo un disco en torno a z0. Esto da pie para definir:
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Definición 1.7 (Radio de convergencia). Dada una serie de potencias S(z) =
∑∞
n=0 ck(z − z0)k , definimos

su radio de convergencia como

R = sup {r ≥ 0 : S(w) es convergente para |w − z0| = r} .

Al disco D(z0, R) lo llamaremos el disco de convergencia de la serie.

Definición 1.8. Dada una serie de potencias S(z) =
∑∞
n=0 ck(z − z0)k consideramos

L = ĺım sup
k→∞

k
√
|ck |.

Definimos la cantidad R̂ = 1
L , donde asumimos que si L = 0 entonces R̂ = +∞ y si L = +∞ entonces

R̂ = 0.

Esta definición está motivada por la siguiente

Proposición 1.15 (Criterio de la ráız). Sea (ck)k∈N ⊆ C una sucesión de números complejos.

Si ĺım sup
k→∞

k
√
|ck | < 1, entonces la serie

∑
k≥0 ck es convergente en C.

Si ĺım sup
k→∞

k
√
|ck | > 1, entonces la serie

∑
k≥0 ck es divergente en C.

Demostración. Ejercicio. ■

El siguiente teorema nos dice que R = R̂:

Teorema 1.16 (Cauchy-Hadamard). Sea una S(z) =
∑∞
k=0 ck(z − z0)k una serie de potencias tal que R̂ > 0.

1. Si |z − z0| < R̂, entonces S(z) converge absolutamente.

2. Si |z − z0| > R̂, entonces S(z) no converge.

Observación 1.5. El estudio de la convergencia de una serie de potencias en cuando |z − z0| = R̂ es un tema
delicado y se debe realizar caso a caso, pues no hay una regla general. Ver por ejemplo los Ejercicios 1.18

a 1.20 y 1.23, y para profundizar mas en el tema ver [5, 6, 9].

Demostración. Veamos el caso 0 < R̂ < ∞. Sea z ∈ C tal que |z − z0| < R̂. Luego debe existir δ > 0 tal

que |z − z0| = R̂(1− 2δ). Por otra parte, de la definición de R̂ tenemos que

ĺım sup
k→∞

|ck |
1
k =

1

R̂
,

de donde

ĺım sup
k→∞

|ck |
1
k |z − z0| = 1− 2δ.

De la definición de ĺım sup tenemos que debe existir k0 ∈ N tal que si k ≥ k0 entonces

|ck |
1
k |z − z0| < 1− δ,

luego

|ck | |z − z0|k < (1− δ)k ,

es decir, la cola de la serie
∑∞
k=0 |ck | |z − z0|

k está dominada por una serie geométrica convergente.

12
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De manera similar, si |z − z0| > R̂, entonces existe δ > 0 tal que |z − z0| = R̂(1 + 2δ), luego

ĺım sup
k→∞

|ck |
1
k |z − z0| = 1 + 2δ.

Con esto podemos construir una sucesión (kn)n∈N tal que

|ckn |
1
kn |z − z0| > 1 + δ,

de donde se deduce que una infinidad de términos de la serie
∑∞
k=0 ck(z − z0)k están dominados inferiormente

(en valor absoluto) por valores mayores a 1, luego la serie no puede ser convergente (recordar que el término

general de una serie convergente debe converger a 0).

El caso R̂ = +∞ se deja como ejercicio. ■

Observación 1.6. Sea S(z) una serie de potencias con radio de convergencia R > 0. Entonces para todo

0 < r < R, la convergencia de la serie de potencias es uniforme en D(0, r), lo que hace que S(z) sea una

función continua en D(0, R). Esto es consecuencia del criterio-M de Weierstrass.

En algunas situaciones puede ser conveniente tener herramientas alternativas para calcular el radio de

convergencia de una serie, una de ellas es el criterio de los cocientes que es consecuencia del siguiente:

Lema 1.17. Sea (ck)k∈N una sucesión de reales no-negativos. Entonces

ĺım inf
k→∞

ck+1
ck
≤ ĺım inf

k→∞
c
1
k

k ≤ ĺım sup
k→∞

c
1
k

k ≤ ĺım sup
k→∞

ck+1
ck

.

Demostración. Ejercicio. ■

Corolario 1.18. Sea (ck)k∈N ⊆ C \ {0}.

Si ĺım sup
k→∞

|ck+1|
|ck | < 1, entonces la serie

∑
k≥0 ck es absolutamente convergente.

Si ĺım inf
k→∞

|ck+1|
|ck | > 1, entonces la serie

∑
k≥0 ck es divergente.

Además, si consideramos R̃ dado por la relación

1

R̃
= ĺım sup

k→∞

|ck+1|
|ck |

,

entonces la serie S(z) =
∑∞
n=0 ck(z − z0)k es absolutamente convergente en D(z0, R̃).

Observación 1.7. No se puede decir que la serie diverge si |z − z0| > R̃ y por lo tanto, en general R̃ ≤ R.

Teorema 1.19. Sea S(z) =
∑∞
k=0 ck(z − z0)k una serie de potencias con radio de convergencia R > 0.

Entonces S es diferenciable en D(z0, R) y su derivada está dada por

S′(z) =

∞∑
k=0

kck(z − z0)k−1 =
∞∑
k=1

kck(z − z0)k−1.

Demostración. Sin perder generalidad supondremos que z0 = 0, ya que podemos considerar S̃(z) = S(z + z0)

y luego utilizar la regla de la cadena para concluir que S′(z) = S̃′(z − z0). Primero observemos que
∞∑
k=0

kckz
k−1

13
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tienen radio de convergencia R. En efecto, como
k
√
k −→
k→∞

1 tenemos que

ĺım sup
k→∞

k
√
kck = ĺım sup

k→∞
k
√
ck = L.

Veamos ahora que S es diferenciable si 0 < R <∞ (el caso R = +∞ se deja como ejercicio). Sea z ∈ D(0, R),
debemos probar que para h ̸= 0, pero cercano a 0 (de modo que z + h ∈ D(0, R))

S(z + h)− S(z)
h

−
∞∑
k=0

kckz
k−1−→

h→0
0,

para ello notemos que

S(z + h)− S(z)
h

−
∞∑
k=0

kckz
k−1 =

∞∑
k=1

ck

(
(z + h)k − zk

h
− kzk−1

)

= c1

(
h

h
− 1
)
+

∞∑
k=2

ck

(
(z + h)k − zk

h
− kzk−1

)

=

∞∑
k=2

ck

(
(z + h)k − zk

h
− kzk−1

)

Notar que si z = 0 entonces el factor que acompaña a ck es igual a h
k−1 para k ≥ 2, de donde tenemos que

S(z + h)− S(z)
h

−
∞∑
k=0

kckz
k−1 =

∞∑
k=2

ckh
k−1 = h

∞∑
k=0

ck+2h
k = h

∞∑
k=0

c̃kh
k

pero el radio de convergencia de la serie con c̃k es R, luego como h ∈ D(0, R) para h cercano a 0 de donde
tenemos que ∣∣∣∣∣S(z + h)− S(z)h

−
∞∑
k=0

kckz
k−1

∣∣∣∣∣ ≤ C |h| −→h→0 0.
Supongamos ahora que z ̸= 0. Tenemos que

(z + h)k − zk

h
=

k∑
j=0

(
k

j

)
zk−jhj − zk

h

=

k∑
j=1

(
k

j

)
zk−jhj−1

=

(
k

1

)
zk−1h0 +

k∑
j=2

(
k

j

)
zk−jhj−1

= kzk−1 +

k∑
j=2

(
k

j

)
zk−jhj−1,

luego

(z + h)k − zk

h
− kzk−1 =

k∑
j=2

(
k

j

)
zk−jhj−1
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= h

k∑
j=2

(
k

j

)
zk−jhj−2.

Pero si j ≥ 2 (
k

j

)
=

k!

j!(k − j)!

=
k(k − 1) · . . . · (k − (j − 1))

j(j − 1) · . . . · 1

=
k(k − 1) · . . . · (k − (j − 3))(k − (j − 2))(k − (j − 1))

j(j − 1)(j − 2) · . . . · 1

=
(k − (j − 2))(k − (j − 1))

j(j − 1) ·
k(k − 1) · . . . · (k − (j − 3))

(j − 2) · . . . · 1

=
(k − (j − 2))(k − (j − 1))

j(j − 1) ·
(

k

j − 2

)
,

teniendo en cuenta que j ≥ 1, j − 1 ≥ 1 y que k − (j − 2) ≤ k , k − (j − 1) ≤ k , luego

(k − (j − 2))(k − (j − 1))
j(j − 1) ≤ k2,

por lo tanto ∣∣∣∣(z + h)k − zkh
− kzk−1

∣∣∣∣ ≤ |h| k2 k∑
j=2

(
k

j − 2

)
|z |k−j |h|j−2

= |h| k2
k−2∑
l=0

(
k

l

)
|z |k−l−2 |h|l

=
|h| k2

|z |2
k−2∑
l=0

(
k

l

)
|z |k−l |h|l

≤
|h| k2

|z |2
(|z |+ |h|)k ,

de donde obtenemos que∣∣∣∣∣S(z + h)− S(z)h
−
∞∑
k=0

kckz
k−1

∣∣∣∣∣ ≤ |h||z |2
∞∑
k=1

k2 |ck | (|z |+ |h|)k .

Finalmente, como z ∈ D(0, R), tenemos que existe δ > 0 tal que |z | ≤ R − 2δ y si h ∈ D(0, δ), entonces
|z |+ |h| ≤ R − δ. Observando que la serie

∞∑
k=1

k2 |ck |w k

también tiene radio de convergencia R, deducimos que para w = R− δ la serie de arriba es convergente y por
lo tanto ∣∣∣∣∣S(z + h)− S(z)h

−
∞∑
k=0

kckz
k−1

∣∣∣∣∣ ≤ |h||z |2
∞∑
k=1

k2 |ck | (R − δ)k ≤ C
|h|
|z |2

,

de donde concluimos lo deseado cuando h → 0. ■
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Ejemplo 1.5. 1.
∑
k≥0 z

k tiene radio de convergencia 1.

2.
∑
k≥0

zk

k tiene radio de convergencia 1.

3.
∑
k≥0(1 + (−1)k)kzk tiene radio de convergencia

1
2 .

4. E(z) =
∑
k≥0

zk

k! tiene radio de convergencia +∞, y además

E′(z) = E(z)

E(0) = 1

E(x) ∈ R para todo x ∈ R

Corolario 1.20. Una serie de potencias es infinitamente diferenciable en su dominio de convergencia.

Demostración. Notar que S′(z) =
∑
k≥0 kckz

k−1 tiene el mismo radio de convergencia que S, luego se

puede aplicar el resultado anterior a S′. ■

Observación 1.8. Este resultado demuestra que toda serie de potencias es holomorfa3 en su disco de

convergencia.

Corolario 1.21. Supongamos que f (z) =
∑∞
k=0 ck(z − z0)k tiene radio de convergencia R > 0. Entonces

cj =
f (j)(z0)

j!
,

donde f (j) denota la j-ésima derivada.

Demostración. Notar que por definición f (z0) = c0. Si derivamos la serie obtenemos que

f ′(z) =
∑
k≥0

kck(z − z0)k−1 =
∑
k≥1

kck(z − z0)k−1,

de donde f ′(z0) = c1. De manera similar se tiene que

f ′′(z) =
∑
k≥1

k(k − 1)ck(z − z0)k−2 =
∑
k≥2

k(k − 1)ck(z − z0)k−2,

de donde f ′′(z0) = 2 · 1c2 = 2!c2. En general se tiene que

f (j)(z) =
∑
k≥j

k(k − 1) · . . . · 2 · 1ck(z − z0)k−j =
∑
k≥j

k!ck(z − z0)k−j ,

de donde se concluye que

f (j)(z0) = j!cj .

■

Teorema 1.22 (Unicidad de la serie). Sea f (z) =
∑∞
k=0 ck(z − z0)k una serie de potencias con radio de

convergencia R > 0. Suponga que existe zn → z0, zn ̸= z0 tal que f (zn) = 0 para todo n. Entonces ck = 0
para todo k .

3También es diferenciable, su derivada es continua y satisface Cauchy-Riemann.
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Demostración. Como f es continua, tenemos que 0 = f (zn)→ f (z0) = c0. Esto dice que

f (z) =

∞∑
k=0

ck(z − z0)k

= c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)2 + c3(z − z0)3 + . . .
= c1(z − z0) + c2(z − z0)2 + . . .

luego
f (z)

z − z0
= c1 + c2(z − z0) + . . .

por lo tanto

0 =
f (zn)

zn − z0
= c1 + c1(zn − z0) + . . . −→

n→∞
c1.

De manera similar obtenemos que si hemos probado que cj = 0 para todo j = 0, 1, . . . , k , entonces

f (z)

(z − z0)k+1
= ck+1 + ck+2(z − z0) + . . . ,

de donde concluimos que

0 =
f (zn)

(zn − z0)k+1
= ck+1 + ck+2(zn − z0) + . . . −→

n→∞
ck+1.

■

Corolario 1.23. Supongamos que
∑
ak(z − z0)k y

∑
bk(z − z0)k son dos series de potencia con radios de

convergencia R > 0 que coinciden en un conjunto que tiene a z0 como punto de acumulación, entonces

ak = bk para todo k .

Demostración. Basta considerar la serie de potencias
∑
k≥0(ak − bk)(z − z0)k a lo largo de una sucesión

zn → z0. ■

Definición 1.9. Una función f : D → C que se puede escribir como una serie de potencias en torno a
cualquier punto de D se dice que es anaĺıtica.

Teorema 1.24. Toda serie de potencias f (z) =
∑
k≥0 ak(z − z0)k con radio de convergencia R > 0 es

análitica en su disco de convergencia D(z0, R).

Para demostrar este teorema es conveniente recordar el siguiente resultado

Lema 1.25. Sea (ak,n)k,n∈N ⊆ C una bi-sucesión tal que
∑
k∈N

∑k
n=0 |ak,n| converge, entonces∑

k∈N
∑k
n=0 ak,n converge en C.∑

k≥n ak,n converge para todo n fijo y
∑
n∈N

∑
k≥n ak,n converge.∑

k∈N
∑k
n=0 ak,n =

∑
n∈N

∑
k≥n ak,n.
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Demostración del Teorema 1.24. Como antes, supondremos sin perder generalidad que z0 = 0. Sea w0 ∈
D(0, R), veamos que f se puede escribir como una serie de potencias centrada en w0, esto es

f (z) =
∑
k≥0

ck(z − w0)k .

Para ello primero notemos que

f (z) =
∑
k≥0

akz
k =

∑
k≥0

ak(w0 + z − w0)k =
∑
k≥0

ak

k∑
n=0

(
k

n

)
w k−n0 (z − w0)n.

Por lo tanto, formalmente tenemos que

f (z) =
∑
k≥0

ak

k∑
n=0

(
k

n

)
w k−n0 (z − w0)n

=

∞∑
k=0

k∑
n=0

(
k

n

)
akw

k−n
0 (z − w0)n

=
∑

0≤n≤k<∞

(
k

n

)
akw

k−n
0 (z − w0)n

=

∞∑
n=0

( ∞∑
k=n

(
k

n

)
akw

k−n
0

)
(z − w0)n

=
∑
n≥0

cn(z − w0)n.

Para justificar las igualdades usamos el Lema 1.25. Los detalles se dejan como ejercicios al lector. ■

Definición 1.10. Una función anaĺıtica sobre todo C (radio de convergencia R = +∞) se dice entera.

1.2.4. Algunas funciones importantes

La función exponencial

Recordemos que hab́ıamos definido formalmente la exponencial de un número complejo z = x + iy como

ez = ex+iy = ex(cos y + i sen y),

usando como inspiración las series de potencias (reales) de las funciones involucradas. A continuación veremos

que esta definición se puede obtener por caminos completamente distintos y que tienen como punto de partida

la restricción de que la función exponencial E : C→ C que definamos debe coincidir con la exponencial real
ex cuando se tome z ∈ R.
Opción 1: Queremos encontrar una función E, continua y diferenciable en C que satisfaga

E(z) = ez si z ∈ R,
E(z1 + z2) = E(z1)E(z2) para todo z1, z2 ∈ C.

De estas propiedades obtenemos que si z = x + iy se debe cumplir que

E(z) = E(x + iy) = E(x)E(iy) = exE(iy),
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

y si escribimos E(iy) = a(y) + ib(y) para funciones reales continuas a, b : R→ R, entonces queremos que la
función

E(z) = exa(y) + iexb(y)

sea continua y diferenciable en todo C. Como vimos en el Teorema 1.11 la función E(z) debe satisfacer las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (Teorema 1.11) en todo punto de C, esto es

a = b′

a′ = −b.

Pero si suponemos que las funciones a, b son continuas, entonces se deduce de las igualdades que en realidad

ambas funciones son de clase C∞ y por lo tanto podemos resolver el sistema si resolvemos a′′+a = 0 = b′′+b.

Esto implica que a(y) = A cos(y) + B sen(y) y b(y) = C cos(y) + D sen(y), pero como queremos que

E(x) = ex , esto se traduce en que a(0) = 1 y b(0) = 0, es decir

a(y) = cos(y)

b(y) = sen(y),

y por lo tanto

E(z) = ex (cos y + i sen y) ,

lo que hace que nuestra definición

e iθ = cos θ + i sen θ

cobre sentido. Además obtuvimos que la función resultante no es solo diferenciable, si no que es de clase C∞,

en particular es holomorfa.

Opción 2: Queremos que Ẽ sea anaĺıtica en todo C y satisfaga

Ẽ(x) = ex si x ∈ R.

Como ex =
∑∞
k=0

xk

k! para todo x ∈ R, y como estamos suponiendo que Ẽ es análitica, por el teorema de
unicidad de series de potencias debe ocurrir que como Ẽ admite una serie de potencias en torno a z = 0, y

más aun ésta debe ser de la forma

Ẽ(z) =

∞∑
k=0

zk

k!
.

Un ejercicio de series (ver Ejercicio 1.13) es probar que esta serie tiene radio de convergencia infinito (y por

tanto define una función anaĺıtica en todo C), y además satisface Ẽ′(z) = Ẽ(z) y si z, w ∈ C se tiene que

Ẽ(z + w) = Ẽ(z)Ẽ(w),

es decir, la función Ẽ es una función que satisface las condiciones de la opción 1, y por lo tanto,
∑
k≥0

zk

k! =

Ẽ(z) = E(z) = ex(cos y + i sen y).

Opción 3: Como lo hicimos desde un comienzo, podemos definir la función

Ê(z) = ex(cos y + i sen y)

que trivialmente verifica Ê(x) = ex cuando x ∈ R y además es holomorfa en todo C. Veremos mas adelante
(ver Teoremas 2.28, 3.4 y 3.5) que esto implica que Ê ha de ser anaĺıtica en C, y por lo visto en la Opción 2
concluimos que en realidad Ê = Ẽ = E y cualquiera de las opciones que tomemos para hacer la definición de

la función exponencial en C lleva al mismo resultado.
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1.2. FUNCIONES COMPLEJAS

Proposición 1.26. La función exponencial definida en (1.1) satisface las siguientes propiedades

1. |ez | = ex = eRe z .

2. ez ̸= 0 para todo z ∈ C.

3. Para cada b ∈ C \ {0} la ecuación ez = b tiene infinitas soluciones en C.

4. (ez)′ = ∂z(e
z) = ez .

Demostración. Las primeras 3 propiedades son evidentes y se dejan su verificación al lector. Para ver que

(ez)′ = ez notemos que por el cálculo anteriormente realizado ez = ex(cos y + i sen y) satisface las ecuaciones

de Cauchy-Riemann y es de clase C1, por lo que ez es diferenciable/holomorfa. Además

(ez)′ =
∂

∂z
ez =

∂

∂x
(ex(cos y + i sen y)) = ex(cos y + i sen y) = ez .

■

Funciones trigonométricas e hiperbólicas

Con la función exponencial definida sobre todo C se pueden definir las funciones trigonométricas sobre C
de la siguiente manera

cos z =
e iz + e−iz

2
y sen z =

e iz − e−iz

2i
.

Estas definiciones se puede motivar de dos maneras. En primer lugar, como e iy = cos y + i sen y y

e−iy = cos y − i sen y , entonces se pueden despejar cos y y sen y para obtener

cos y =
e iy + e−iy

2
y sen y =

e iy − e−iy

2i
,

y luego simplemente pensar en que esto debe valer para todo z ∈ C. Tal como en el caso de la exponencial,
hay distintos caminos para hacer estas definiciones, los cuales llevan al mismo resultado. Por ejemplo, Cuando

lleguemos al Teorema 3.5 confirmaremos que se pueden hacer definiciones análogas usando las series de

potencias que se conocen en R para obtener definiciones en C, esto es

cos z =
∑
k≥0

(−1)k

(2k)!
z2k y sen z =

∑
k≥0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1,

mas aún, estás funciones satisfacen propiedades análogas a las funciones reales sobre las cuales están basadas,

por ejemplo satisfacen (ver Ejercicio 1.14)

cos2 z + sen2 z = 1 y (sen(z))′ = cos z.

De manera análoga se se pueden definir las funciones cosh z y senh z de tal modo que coincidan con sus

versiones reales y que satisfagan identidades del tipo (ver el Ejercicio 1.15)

cosh2 z − senh2 = 1 y cosh(z + w) = cosh z coshw + senh z senhw.
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Logaritmos y ráıces

Para z ∈ C queremos definir un concepto de logaritmo de log z , en el sentido de que log z debe satisfacer
que e log z = z , es decir, que la función log z es una inversa (por la derecha) para la función exponencial. Para

que esto se cumpla sea z ≠ 0 y supongamos que log z = u(z) + iv(z) para u, v ∈ R, luego debemos resolver
para u, v en la ecuación

eu(z)+iv(z) = z.

Para poder hacer esto, escribimos z ̸= 0 en notación polar z = re iθ y notamos que eu+iv = eue iv y por lo
tanto

eue iv = re iθ.

En consecuencia eu = r = |z | y v = θ + 2πki , o dicho de otra forma

u(z) = ln |z | y v(z) = arg z,

para algún arg z . De inmediato notamos que el proceso anteriormente descrito tiene como obstáculo el hecho

de que arg z es multivaluado, en el sentido de que arg z se puede escoger de distintas maneras. Por ejemplo,

arg 1z es un argumento y si log z = ln |z |+ iarg 1z entonces

˜logz = ln |z |+ i(arg 1z + 2π)

define un nuevo logaritmo que satisface la misma propiedad de ser inversa (por la derecha) de la función

exponencial. En consecuencia, cualquier definición que hagamos de un logaritmo, debe hacerse cargo de dicha

situación.

Dado lo anterior, podemos hacer la siguiente

Definición 1.11. Diremos que L : C \ {0} → C es una rama del logaritmo si es que escogemos un argumento
univaluado arg z : C \ {0} → R y definimos

L(z) = log(z) = ln |z |+ iarg z.

El caso en que arg z = Arg z sea la rama principal del argumento, es decir Arg z ∈ (−π, π], diremos que
estamos en presencia de la rama principal del logaritmo y la denotaremos por Log z .

Observación 1.9. Notar que la rama principal satisface propiedades como

Log (x) = log x si x > 0, esto pues Arg x = 0 si x > 0.

Log (−1) = iπ.

Esta rama principal no es continua en (−∞, 0) pues Arg z no es continua en este conjunto. Sin embargo,
un ejercicio simple nos dice que Arg z si es continua en C \ (−∞, 0].

No es necesariamente cierto que si z, w ̸= 0 entonces Log (zw) = Log z + Logw pues podemos
considerar

(1.2) 0 = Log 1 = Log (−1)(−1) ̸= Log (−1) + Log (−1) = 2πi.

En general, sea cual sea la elección de arg z entonces no se cumple que

log(zw) = log z + logw,
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esto pues arg (zw) = arg z+argw (mod 2π). A modo de ejemplo de este fenómeno notar que para el argumento

principal se cumple que 0 = Arg (1) = Arg ((−1)(−1))) en tanto que Arg (−1) + Arg (−1) = π + π = 2π. El
mismo razonamiento nos permite establecer que para n ∈ N

log zn = n log z (mod 2πi).

En adición a lo anterior, quisiéramos que el logaritmo que definamos sea una función diferenciable y que

además se satisficiese que (log z)′ = 1
z . Sin embargo, dado que arg z no se puede definir de manera continua

en C \ {0} esta tarea es imposible si no hacemos alguna modificación a nuestra definición. En lo que sigue,
diremos que Ω ⊆ C es un dominio si Ω es un conjunto abierto y conexo.

Definición 1.12. Dado un dominio Ω ⊆ C, decimos que L : Ω→ C es una rama holomorfa de log z si

1. L es holomorfa en Ω.

2. L es una inversa (por la derecha) de la función exponencial en Ω, esto eso, eL(z) = z para todo z ∈ Ω.

Notar que por lo ya mencionado, si L es una rama holomorfa del logaritmo, entonces

L̃(z) = L(z) + 2kπi

también lo es. Adicionalmente, dado que ew ̸= 0 para todo w ∈ C tenemos que log 0 no se puede definir, y
por lo tanto no se puede definir un logaritmo (holomorfo o no) en ninguna vecindad que contenga al origen.

En vista de los cálculos hechos, tenemos que cualquier rama del logaritmo ha de ser de la forma

L(z) = ln |z |+ iarg z,

y como ln |z | define una función continua en C \ {0} el problema de la continuidad de cualquier rama del
logaritmo se encuentra en la función arg z . Esto motiva la siguiente

Proposición 1.27 (Ramas holomorfas del logaritmo). Sea Ω ⊆ C un abierto conexo tal que 0 /∈ Ω y arg z es
una función continua en Ω. Si consideremos log : Ω→ C definida como

log z = log |z |+ iarg z,

entonces log z es una función holomorfa en Ω con

(log z)′ =
∂

∂z
(log z) =

1

z
.

Demostración. Como tenemos que z = e log z para todo z ̸= 0, entonces para z ∈ Ω \ {0} consideramos
h ∈ C \ {0} tal que z + h ̸= 0 y escribimos que log z = w ⇔ ew = z y log(z + h) = w + kh ⇔ ew+kh = z + h.

Como log z es continuo tenemos que si h → 0 entonces kh → 0 y por lo tanto

ĺım
h→0

log(z + h)− log z
h

= ĺım
h→0

w + kh − w
ew+kh − ew

= ĺım
h→0

kh
ew+kh − ew

=
1

ĺım
h→0

kh
ew+kh−ew

=
1

ew
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=
1

z
,

pues (ew )′ = ew .

Notar además que como la función 1z es continua en Ω (pues 0 /∈ Ω), entonces log z es una función
diferenciable y además la derivada es una función de clase C1 en Ω y por lo tanto es holomorfa en Ω. ■

Observación 1.10. Tal como mencionamos antes, arg z se puede definir de manera continua sobre C\(−∞, 0],
y en cuyo Log z = ln |z |+ iArg z denota la rama principal holomorfa del logaritmo).
Lo mismo ocurre sobre C \ {tz0 : t ∈ [0,∞)} donde z0 ∈ C \ {0}, esto es, sobre el plano complejo pero

removiendo un rayo que parte de 0.

Mas adelante veremos que se pueden construir ramas holomorfas del logaritmo en cualquier conjunto

simplemente conexo en C \ {0}, por ejemplo en C \ Γ([0,∞)), donde Γ : [0,∞)→ C es una función de clase
C1 tal que Γ(0) = 0 y |Γ(r)| −→

r→+∞
+∞.4

Ráıces y potencias

Una vez definida una rama del logaritmo, se pueden definir ramas de otras funciones tradicionales definidas

a partir de logaritmos, como
√
z , o en general zα para α ∈ C, funciones del tipo z f (z), etc. Por ejemplo, se

puede definir la rama principal de
√
z como

√
z = e

1
2
Log z ,

donde Log z es la rama principal del logaritmo. Notar que en este caso se tiene que

√
z = e

1
2
log|z |+i Arg z

2 =
√
|z |e i

Arg z
2 ,

es decir, si z ∈ R+, entonces la ráız coincide con la ráız real pues Arg z = 0, en tanto que si x ∈ R− entonces
Arg x = π y por lo tanto

√
x =

√
|x |e i

π
2 = i

√
|x |. Sin embargo sucede lo mismo que con la rama principal del

logaritmo (ver (1.2)), ya que no es cierto que

1 =
√
1 =

√
(−1) · (−1) =

√
−1
√
−1 = i2 = −1.

Adicionalmente, la no continuidad del argumento se traspasa a la función
√
z y por tanto

√
z no es holomorfa

en C \ {0}. Para obtener una rama holomorfa, se debe considerar una rama holomorfa del logaritmo, como
por ejemplo la rama principal holomorfa. Una dificultad que esto genera es que al hacer esta elección, entonce√
−1 no está definida para esta rama principal. Sin embargo, para cualquier z ∈ C \ {0} existe una rama
holomorfa de la ráız cuadrada definida en una vecindad de z donde además se satisface que

(
√
z)′ = (e

1
2
Log z)′ =

1

2
e
1
2
Log z ·

1

z
=
e
1
2
Log z

2eLog z
=

1

2e
1
2
Log z

=
1

2
√
z
.

Notar que que si bien el logaritmo puede tener infinitas ramas holomorfas (por ejemplo Log z + 2kπi),

solo hay 2 ramas holomorfas de
√
z , esto pues si log z es cualquier rama holomorfa del logaritmo, entonces

e
1
2
log z = e

1
2
log z+kπi

4[2, Def 8.1] dice que un conjunto Ω ⊆ C es simplemente conexo si para todo a ∈ Ωc y todo ε > 0 existe una curva continua
γ : [0,∞)→ C tal que

γ([0,∞)) ⊆ Bε(Ωc),

γ(0) = z0 y |γ(+∞)| = +∞.
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para cada k par y si k es impar obtenemos la otra rama pues

−e
1
2
log z = e

1
2
log z+iπ = e

1
2
log z+kπi ,

es decir, las ramas holomorfas son
√
z y −

√
z .

Finalmente, observar que se pueden definir otras funciones holomorfas a partir de una rama holomorfa del

logaritmo. Por ejemplo se puede considerar una rama holomorfa de la función zz como

zz = ez log z ,

en particular para la rama principal se tiene que i i = e i log i = e−
π
2 , y en general

i i =
{
. . . , e−

5π
2 , e−

π
2 , e

3π
2 , . . .

}

1.3. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Encuentre todas las soluciones de zN = 2i .

Ejercicio 1.2. Muestre que

cos
π

11
+ cos

3π

11
+ cos

5π

11
+ cos

7π

11
+ cos

9π

11
=
1

2
.

Ejercicio 1.3. Sean z1, z2 ∈ D(0, 1) tales que |z1 − z2| ≥ 1. Muestre que

|z1 + z2| ≤
√
3.

Ejercicio 1.4. Muestre que si an ∈ R+ satisface ĺımk→∞ ak+1
ak
= L entonces ĺımk→∞ k

√
ak = L.

Ejercicio 1.5. Considere la función compleja definida como

ϕ(z) = i
1− z
1 + z

.

Muestre que ϕ es una biyección entre D(0, 1) y {x + iy ∈ C : y > 0}.

Ejercicio 1.6. Un polinomio complejo es una función compleja que es polinomial en las variables z y z̄ , es

decir

P (z, z̄) =

M∑
j=0

M∑
k=0

cjkz
j z̄k .

Muestre que P (z, z̄) es holomorfo si y solo si P no contiene términos con z̄ , es decir, cjk = 0 para todo

j ∈ {0, 1, . . . ,M} si k ≥ 1.

Ejercicio 1.7. Sean P,Q : C→ C polinomios holomorfos tales que Q tiene n ráıces distintas a1, . . . , an y P
tiene grado < n. Muestre que

P (z)

Q(z)
=

n∑
k=1

P (z)

Q′(ak)(z − ak)

Ejercicio 1.8. Suponga que f : Ω ⊆ C→ C es una función de clase C1. Muestre que

∂f

∂z
=
∂f̄

∂z̄
.
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1.3. EJERCICIOS

Ejercicio 1.9. Encuentre todas las funciones holomorfas f = u + iv : C→ C que satisfacen:

1. u(z) = k para algún k ∈ R.

2. v(z) = k para algún k ∈ R.

3. u(z) = v(z)2.

Ejercicio 1.10. 1. Considere
∑
k≥0 ak y

∑
l≥0 bl dos series absolutamente convergentes, y defina

cn =
∑
k+l=n

akbl .

Muestre que la serie
∑
n≥0 cn es absolutamente convergente.

2. Sean
∑
k≥0 akz

k y
∑
k≥0 bkz

k dos series de potencias con disco de convergencia D(0, R1) y D(0, R2)

respectivamente. Considere el producto de Cauchy
∑
k≥0 ckz

k donde

ck =

k∑
j=0

ajbk−j .

Muestre que si r < ḿın {R1, R2} entonces la serie
∑
k≥0 ckz

k converge absolutamente para todo

z ∈ D(0, r).

Ejercicio 1.11. Sean (ak)k∈N, (bk)k∈N ⊆ C dos sucesiones tales que

La sucesión de sumas parciales sN =
∑N
k=1 ak es acotada en C,

b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ . . .,

ĺımk→∞ bk = 0.

Muestre que
∑
k∈N akbk es convergente.

Ejercicio 1.12. Sea E : C→ C una función anaĺıtica. Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

E satisface la ecuación E′(z) = E(z) con E(0) = 1.

E satisface ĺım
h→0

E(h)−1
h = 1 y E(z + w) = E(z)E(w) para todo z, w ∈ C.

Ejercicio 1.13. Considere la serie E(z) =
∑
k≥0

zk

k!
.

1. Muestre que la serie tiene radio de convergencia R = +∞.

2. Muestre que E′(z) = E(z).

3. Muestre que si z1, z2 ∈ C entonces E(z1 + z2) = E(z1)E(z2). Ayuda: Ver el Ejercicio 1.10 o bien

Ejercicio 1.12.

Ejercicio 1.14. Verifique que las funciones cos z y sen z satisfacen

1. (sen z)′ = cos z y (cos z)′ = − sen z .

2. cos2 z + sen2 z = 1.
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1.3. EJERCICIOS

3. sen(z + w) = sen z cosw + cos z senw .

Ejercicio 1.15. Defina las funciones cosh z y senh z para z ∈ C, y verifique las identidades

1. (cosh z)′ = senh z y (senh z)′ = cosh z .

2. cosh2 z − senh2 z = 1,

3. cosh(z + w) = cosh z coshw + senh z senhw

Ejercicio 1.16. Para cada x ∈ R defina la serie

f (x) =
∑
k≥0

2k cos(kx)

k!
.

Muestre que la serie converge absoluta y uniformemente, y que es igual a la función e2 cos x cos(2 sen x).

Ayuda: Considere la función F (z) = e2e
z
y la serie de potencias E(z) del Ejercicio 1.13.

Ejercicio 1.17. Muestre que la serie
∞∑
k=1

(
1

z − k +
1

k

)
converge para todo z /∈ N. Mas aún, muestre que la serie converge uniformemente en cualquier compacto
C ⊆ C tal que C ∩ N = ∅.

Ejercicio 1.18. Considere la función definida como

f (z) =

∞∑
k=1

zk .

1. Encuentre R, el radio de convergencia de f .

2. Estudie como se comporta la serie cuando |z | = R. Analice si la convergencia es absoluta y/o uniforme.

Ejercicio 1.19. Considere la función definida como

f (z) =

∞∑
k=1

zk

k
.

1. Encuentre R, el radio de convergencia de f .

2. Estudie como se comporta la serie cuando |z | = R. Analice si la convergencia es absoluta y/o uniforme.

Ejercicio 1.20. Considere la función definida como

f (z) =

∞∑
k=1

zk

k2
.

1. Encuentre R, el radio de convergencia de f .

2. Estudie como se comporta la serie cuando |z | = R. Analice si la convergencia es absoluta y/o uniforme.

Ejercicio 1.21. Encuentre el radio de convergencia de la serie∑
k≥0

k(−1)
k

zk .
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1.3. EJERCICIOS

Ejercicio 1.22. Sea r ∈ R tal que |r | < 1 y θ ∈ R. Encuentre una fórmula cerrada para la serie

S(r, θ) =
∑
k≥0

r k sen kθ.

Ejercicio 1.23. Muestre que la función f (z) =
∑
k≥0 2

−kz2
k
es holomorfa en D(0, 1) y continua en D(0, 1).

Muestre además que si w es una 2N ráız de la unidad, entonces

ĺım
r→1−

∣∣f ′(rw)∣∣ = +∞.
Ejercicio 1.24. Muestre que la serie ∑

k≥1

(−1)k+1

k + |z |

no es absolutamente convergente en C, pero si es uniformemente convergente en C.

Ejercicio 1.25. Muestre que la serie ∑
k≥1

z

(1 + |z |)k

converge absolutamente en C, pero que la convergencia no es uniforme en compactos de C.

Ejercicio 1.26. Encuentre una serie de potencias en torno a p = 0 para la función f (z) = ez cos z de modo

que

f (z) =
∑
k≥0

akz
k , para todo z ∈ D(0, R)

donde ak son números reales. Encuentre el radio de convergencia R de la serie antes señalada. Ayuda:

Recuerde que cos z = 1
2

(
e iz + e−iz

)
.

Ejercicio 1.27. Determine el conjunto donde la serie
∑
k≥0

(
z
z+1

)k
converge absolutamente.
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Caṕıtulo 2

Integrales de linea y el teorema de Cauchy

2.1. Integrales de linea

Definición 2.1. Dada φ : [a, b] → R diremos que φ ∈ C1([a, b]) si φ es una función continua en [a, b],
diferenciable en (a, b), con derivada continua en (a, b) tal que

φ′(a+) = ĺım
t→a+

φ′(x)

φ′(b−) = ĺım
t→b−

φ′(x)

existen.

Observación 2.1. Notar que bajo esta definición tenemos que si φ ∈ C1([a, b]), entonces se satisface el
teorema fundamental del cálculo ∫ b

a

φ′(t)dt = φ(b)− φ(a).

Definición 2.2. Diremos que γ : [a, b] → C es C1([a, b]), si γ = u + iv para u, v : [a, b] → R con
u, v ∈ C1([a, b]), y además tenemos que

dγ

dt
=

(
du

dt
,
dv

dt

)
=
du

dt
+ i

dv

dt
.

Si γ satisface lo anterior, diremos que γ es una curva de clase C1. Si además dγdt ̸= 0 en todo [a, b], diremos
que z es una curva suave.

Ejemplo 2.1. γ(t) = e2πit , t ∈ [0, 1] es C1 y suave.

γ(t) = t2 + i t3, t ∈ [−1, 1] es C1 pero no es suave pues dγdt (0) = 0.

Definición 2.3. Dada ψ : [a, b]→ C función continua tal que ψ = u + iv , definimos∫ b

a

ψ(t)dt =

∫ b

a

u(t)dt + i

∫ b

a

v(t)dt.

Proposición 2.1. 1.

∫ b

a

(αf + g) dz = α

∫ b

a

f dz +

∫ b

a

gdz para f , g funciones y α ∈ C.

2. Si fn −→
n→∞

f uniformemente en [a, b], entonces∫ b

a

f dz = ĺım
n→∞

∫ b

a

fndz.
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

Demostración. Ejercicio. ■

Proposición 2.2. Sea φ : [a, b]→ C una función continua (integrable), entonces∣∣∣∣∫ b

a

φ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|φ(t)| dt.

Demostración. Consideremos z =
∫ b
a φ(t)dt ∈ C. Si z = 0 no hay nada que demostrar, por lo que

supondremos que z ̸= 0.

R ∋ |z |2 = zz̄

=

∫ b

a

z̄φ(t)dt

=

∫ b

a

Re (z̄φ(t))dt

≤
∫ b

a

|z̄φ(t)| dt

= |z |
∫ b

a

|φ(t)| dt,

de donde se concluye el resultado. ■

Observación 2.2. Notar que gracias a las definiciones anteriores, se tiene que si γ : [a, b]→ C es de clase
C1([a, b]), entonces ∫ b

a

dγ

dt
dt = γ(b)− γ(a).

Proposición 2.3. Sea Ω ⊆ C un abierto y γ : [a, b]→ Ω una curva suave de clase C1, f : Ω→ C una función
de clase C1, entonces si γ = γ1 + iγ2 tenemos que∫ b

a

∇f (γ(t)) ·
dγ

dt
dt =

∫ b

a

(fx(γ(t))
dγ1
dt
(t) + fy (γ(t))

dγ2
dt
(t))dt = f (γ(b))− f (γ(a)).

Demostración. Basta notar que la función f ◦ γ : [a, b]→ C es de clase C1 y satisface la regla de la cadena:

d

dt
(f ◦ γ) = ∇f (γ(t)) ·

dγ

dt
= fx(γ(t))

dγ1
dt
(t) + fy (γ(t))

dγ2
dt
(t).

■

Observación 2.3. Si f = u + iv es holomorfa en Ω ⊆ C, en particular fy = i fx , entonces

d

dt
(f ◦ γ)(t) =

∂f

∂z
(γ(t))

dγ

dt
(t) = f ′(γ(t))

dγ

dt
(t),

lo que permite escribir ∫ b

a

f ′(γ(t))
dγ

dt
(t)dt = f (γ(b))− f (γ(a)).

Todo lo anterior, nos lleva a definir de la siguiente forma la integración sobre curvas
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

Definición 2.4. Sea Ω ⊆ C un abierto y γ : [a, b]→ Ω una curva suave de clase C1. Para f : Ω→ C continua
definimos ∫

γ

f (z)dz =

∫ b

a

f (γ(t))
dγ

dt
(t)dt.

Corolario 2.4. Sea f : Ω→ C una función holomorfa y γ : [a, b]→ Ω una curva suave de clase C1, entonces∫
γ

∂f

∂z
(z)dz = f (γ(b))− f (γ(a)),

de donde además, si γ es cerrada (γ(b) = γ(a)) se tiene que∫
γ

∂f

∂z
(z)dz = 0

Demostración. Ver Ejercicio 2.3. ■

Proposición 2.5 (Desigualdad M-L). Sea Ω ⊆ C un abierto, f ∈ C(Ω) y γ : [a, b]→ Ω de clase C1. Luego∣∣∣∣∫
γ

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(γ) sup
z∈γ[a,b]

|f (z)| ,

donde

L(γ) =

∫ b

a

∣∣∣∣dγdt (t)
∣∣∣∣ dt

es el largo de la curva γ.

Demostración. ∣∣∣∣∫
γ

f (z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

f (γ(t))
dγ

dt
(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫ b

a

|f (γ(t))|
∣∣∣∣dγdt (t)

∣∣∣∣ dt
≤ L(γ)M(f ),

donde M(f ) = supz∈γ[a,b] |f (z)|. ■

Proposición 2.6. Sea Ω ⊆ C abierto, f : Ω→ C continua, γ : [a, b]→ Ω y γ̃ : [c, d ]→ Ω tales que existe
φ : [c, d ]→ [a, b] difeomorfismo con φ′(t) > 0 y γ = γ̃ ◦ φ, entonces∫

γ

f (z)dz =

∫
γ̃

f (z)dz.

Decimos que γ̃ es una reparametrización de γ.

Demostración. La demostración es una aplicación del teorema de cambio de variables aplicado a las partes

real e imaginarias de la integral. Los detalles se dejan como ejercicio. ■

Observación 2.4. En vista de esta proposición, en lo que sigue supondremos que todas las curvas serán de la

forma γ : [0, 1]→ Ω ⊆ C.
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

γ

−γ

Figura 2.1: La curva −γ es el mismo conjunto de puntos que γ pero recorridos en el sentido opuesto.

Corolario 2.7. Sea γ : [0, 1]→ Ω y definamos −γ : [0, 1]→ Ω como −γ(t) = γ(1− t), luego∫
γ

f = −
∫
−γ
f

para toda f : Ω→ C continua (integrable).

Ejemplo 2.2. Sean f (z) = x2 + iy2, γ(t) = (1 + i)t para t ∈ [0, 1], entonces∫
γ

f (z)dz =

∫ 1
0

(
t2 + i t2

)
(1 + i)dt =

1 + i

3

(
t3 + i t3

) ∣∣∣1
0
=
2i

3
.

Ejemplo 2.3. Sea γ(t) = cos t + i sen t = e it para t ∈ [0, 2π].
i

10

Figura 2.2: La curva γ(t) = cos t + i sen t describe una circunferencia centrada 0 con radio 1 y recorrida en

sentido anti-horario.

Si f (z) = z , entonces ∫
γ

f dz =

∫ 2π
0

e it ie itdt =

∫ 2π
0

e2it idt =
1

2
e2it
∣∣∣2π
0
= 0,

debido a la periodicidad de ez .
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2.1. INTEGRALES DE LINEA

En general, como
(
zn+1

n+1

)′
= zn para n ̸= −1, y como zn+1 es holomorfa en C si n ≥ 0 y en C \ {0} si

n ≤ −1 tenemos que ∫
γ

zndz =

∫
γ

(
zn+1

n + 1

)′
dz = 0,

gracias al Corolario 2.4 (esto pues γ ⊆ C \ {0}).

Para el caso n = −1 tenemos que f (z) =
1

z∫
γ

f dz =

∫ 2π
0

e−it ie it = 2πi.

Con la teoŕıa de integrales de linea podemos dar otra demostración de que una función holomorfa debe

ser diferenciable.

Teorema 2.8 (Holomorfa⇒Diferenciable). Sea Ω ⊆ C un conjunto abierto. Si f : Ω → C es holomorfa,
entonces f es diferenciable para todo z ∈ Ω y se cumple que

f ′(z) =
∂f

∂z
(z).

Demostración. Sea z0 ∈ Ω y r > 0 tal que D(z0, r) ⊆ Ω. Consideremos para z ∈ D(z0, r) la curva

γ(t) = z0 + t(z − z0) con t ∈ [0, 1] como muestra la Figura 2.3.

z0

z

Figura 2.3: La curva γ(t) = z0 + t(z − z0) es un segmento que va de z0 a z .

Entonces

f (z)− f (z0) =
∫
γ

∂f

∂z
(z)dz

=

∫ 1
0

∂f

∂z
(z0 + t(z − z0))(z − z0)dt

y por lo tanto

f (z)− f (z0)
z − z0

=

∫ 1
0

∂f

∂z
(z0 + t(z − z0))dt

=
∂f

∂z
(z0) +

∫ 1
0

(
∂f

∂z
(z0 + t(z − z0))−

∂f

∂z
(z0)

)
dt,
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2.2. ANTIDERIVADAS HOLOMORFAS

pero de la continuidad de ∂f∂z obtenemos que dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |w − z0| < δ entonces∣∣∣∣∂f∂z (w)− ∂f∂z (z0)
∣∣∣∣ < ε,

luego si tomamos r < δ, tenemos que w = z0 + t(z − z0) satisface lo anterior para todo t ∈ [0, 1], de donde
concluimos que ∣∣∣∣ f (z)− f (z0)z − z0

−
∂f

∂z
(z0)

∣∣∣∣ ≤ ε,
es decir f es diferenciable en z0 y f

′(z0) =
∂f

∂z
(z0). ■

En este punto es bueno recordar que hasta ahora tenemos las siguientes nociones:

1. f holomorfa ⇔ f ∈ C1 y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemman:
∂f

∂z̄
= 0.

2. f satisface Cauchy-Riemann (C-R) ⇔
∂f

∂z̄
= 0⇔ i

∂f

∂x
=
∂f

∂y

3. f diferenciable en z ⇔ si ĺımh→0
f (z)− f (z + h)

h
existe.

4. f anaĺıtica ⇔ f se puede escribir como una serie de potencias.

Hasta ahora hemos visto que si f es de clase C1 en un abierto Ω ⊆ C entonces

f holomorfa ⇔ f satisface (C-R) ⇔ f es diferenciable ⇐ f anaĺıtica.

Una pregunta interesante es que sucedes si f es solo continua y diferenciable. ¿Es cierto que f es

holomorfa? Veremos mas adelante que la respuesta a esta pregunta es afirmativa.

Otra pregunta que queda por responder es si las funciones holomorfas son anaĺıticas. Responderemos esta

pregunta y la respuesta también será afirmativa.

2.2. Antiderivadas holomorfas

Teorema 2.9 (Existencia de antiderivadas holomorfas I). Sea f : D(z0, r)→ C holomorfa, entonces existe
H : D(z0, r)→ C holomorfa tal que

∂H

∂z
= f .

El resultado sigue siendo cierto si se reemplaza D(z0, r) por un rectángulo.

Para demostrar este resultado, primero recurrimos a un resultado de análisis real

Proposición 2.10. Sea Ω ⊆ R2 un disco o un rectángulo. Sean f , g : Ω → R funciones de clase C1 en Ω
tales que

fy = gx en Ω.

Entonces existe h : Ω→ R de clase C2 en Ω tal que

hx = f

hy = g

en Ω.
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2.2. ANTIDERIVADAS HOLOMORFAS

Demostración. Sea (a, b) ∈ Ω fijo, para cada (x, y) ∈ Ω definimos

h(x, y) =

∫ x

a

f (t, b)dt +

∫ y

b

g(x, s)ds.

Gracias al teorema fundamental del cálculo tenemos que hy = g y ∂x
∫ x
a f (t, b)dt = f (x, b). Por otra parte,

como g es de clase C1 tenemos que

∂

∂x

(∫ y

b

g(x, s)ds

)
=

∫ y

b

gx(x, s)ds =

∫ y

b

fy (x, s)ds = f (x, y)− f (x, b),

de donde se sigue que hx = f . Finalmente como f , g son de clase C
1 tenemos que h es de clase C2 ■

Demostración del Teorema 2.9. Sea F (z) = u(z) + iv(z) y denotemos f = u y g = −v , luego de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos que fy = gx , luego Proposición 2.10 garantiza la existencia de

una función h1 : Ω→ R de clase C2 tal que ∂h1∂x = f = u y
∂h1
∂y = g = −v .

De manera análoga, para f = v y g = u tenemos que existe una función h2 : Ω→ R de clase C2 tal que
∂h2
∂x = v y

∂h2
∂y = u. Finalmente, la función H(z) = h1(z)+ ih2(z) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

por lo que es holomorfa, y además

∂H

∂z
=
1

2
(∂x − i∂y ) (h1 + ih2)

=
1

2
(∂xh1 + ∂yh2) +

i

2
(∂xh2 − ∂yh1)

= u + iv

= F.

■

Observación 2.5. Observemos que si f : D(p, r) → C es holomorfa y γ : [0, 1] → D(p, r) es una curva

cerrada, entonces por lo anterior existe una función holomorfa H : D(p, r)→ C tal que f =
∂H

∂z
, luego∫

γ

f (z)dz =

∫
γ

∂H

∂z
(z)dz = H(γ(1))−H(γ(0)) = 0.

Esta propiedad es una versión débil del teorema de Cauchy que veremos mas adelante.

Tenemos como objetivo demostrar la fórmula y el teorema de Cauchy y para ello debemos mejorar el

Teorema 2.9.

Teorema 2.11 (Existencia de antiderivadas holomorfas II). Sea f : D(z0, R)→ C continua en D(z0, R) y
holomorfa en D(z0, R) \ {p} para algún p ∈ D(z0, R), entonces existe H : D(z0, R)→ C holomorfa tal que

∂H

∂z
= f .

El resultado sigue siendo cierto si se reemplaza D(z0, R) por un rectángulo.

Veamos primero unos resultados de análisis real

Lema 2.12. Sea (a, b) ⊆ R y H, F : (a, b) → R funciones continuas tales que existe p ∈ (a, b) de modo
que H′ existe en (a, b) \ {p} y H′(x) = F (x) para todo x ∈ (a, b) \ {p}. Entonces H′(x) existe para todo
x ∈ (a, b) y H′ = F en (a, b).
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2.2. ANTIDERIVADAS HOLOMORFAS

Demostración. Consideremos a < α < β < b tales que p ∈ [α, β] y definamos para x ∈ [α, β] la función

K(x) = H(α) +

∫ x

α

F (t)dt.

Gracias al teorema fundamental del cálculo, la función K es diferenciable en (α, β) y K′ = F , por lo tanto

(K −H)′(x) = 0 ∀x ∈ (α, β) \ {p} .

Esto implica que la función K − H debe ser constante en cada componente conexa de (α, β) \ {p}, pero
como además ambas funciones son continuas en (α, β), debe ocurrir que

K −H = constante ∀x ∈ (α, β),

pero como H(α) = K(α) deducimos que K = H en (α, β), lo que concluye la demostración. ■

Proposición 2.13. Sea Ω ⊆ R2 un disco o un rectángulo y sea p ∈ Ω. Sean f , g : Ω→ R funciones de clase
C1 en Ω \ {p} tales que

fy = gx en Ω \ {p} .

Entonces existe h : Ω→ R de clase C1 en Ω tal que

hx = f

hy = g

en Ω.

Demostración. Fijemos (a, b) ∈ Ω \ {p} y definamos

h(x, y) =

∫ x

a

f (t, b)dt +

∫ y

b

g(x, s)ds.

Del teorema fundamental del cálculo se tiene que hy = g, pero para hx debemos tener cuidado si es que p es

parte de la linea recta que va de (x, b) a x, y .

Si p no es parte de esa recta, entonces procedemos como en la demostración del Teorema 2.9 y tenemos

que

∂

∂x

∫ y

b

g(x, s)ds =

∫ y

b

gx(x, s)ds

=

∫ y

b

fy (x, s)ds

= f (x, y)− f (x, b),

de donde h cumple lo requerido.

En caso de que p = (p1, p2) sea parte de la linea de integración, utilizamos el Lema 2.12, pues para cada

y fijo, las funciones H(x) = h(x, y) y F (x) = f (x, y) son continuas y satisfacen H′ = dH
dx = F salvo en el

punto p1, luego el lema garantiza que la igualdad también. se satisface en p1. ■

Demostración del Teorema 2.11. Análoga a la demostración del Teorema 2.9, solo que ahora utilizamos la

Proposición 2.13 en vez de la Proposición 2.10. ■

Ejemplo 2.4. La función 1z es continua y holomorfa en C \ {0} pero no existe H holomorfa en C \ {0} tal
que H′(z) = 1

z . Esto pues, en caso de existir dicha función H tendŕıamos que

2πi =

∫
S(0,1)

1

z
dz =

∫
S(0,1)

H′(z)dz = 0.
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2.3. Teorema y fórmula de Cauchy

Lema 2.14. Sea γ(t) = p + re it con t ∈ [0, 2π] y z ∈ D(p, r), entonces∫
γ

1

w − z dw = 2πi.

Demostración. Definamos

I(z) =

∫
γ

1

w − z dw,

Nuestro propósito es demostrar que I(z) es constante para todo z ∈ D(p, r), e I(z) = 2πi . Para ello, primero
notemos que

I(p) =

∫
γ

1

w − pdw =
∫ 2π
0

1

re it
r ie itdt = 2πi.

Por otra parte, por el teorema de diferenciación bajo el signo integral (ver Corolario A.7) tenemos que

∂

∂z̄
I(z) =

∫
γ

∂

∂z̄

(
1

w − z

)
dw = 0

y por el Corolario 2.4 obtenemos que

∂

∂z
I(z) =

∫
γ

∂

∂z

(
1

w − z

)
dw

=

∫
γ

1

(w − z)2 dw

=

∫
γ

∂

∂w

(
−
1

w − z

)
dw

=
−1

γ(2π)− z −
−1

γ(0)− z
= 0,

lo que demuestra que la función I(z) es holomorfa y constante, en particular I(z) = I(p) = 2πi para todo

z ∈ D(p, r). ■

Teorema 2.15 (Fórmula de Cauchy I). Sea f : Ω→ C una función holomorfa con Ω tal que D(p, r)⊆ Ω,
entonces

f (z) =
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

w − z dw.

Demostración. Tenemos que gracias al Teorema 2.11 existe H : D(p, r + ε) ⊆ Ω→ C holomorfa tal que

∂H

∂z
(w) =


f (w)− f (z)
w − z si w ̸= z

∂f

∂z
(w) si w = z,

luego

0 =

∫
S(p,r)

∂H

∂z
dw =

∫
S(p,r)

f (w)− f (z)
w − z dw =

∫
S(p,r)

f (w)

w − z dw − f (z)
∫
S(p,r)

1

w − z dw

de donde se concluye el resultado gracias al Lema 2.14. ■
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Teorema 2.16 (Teorema integral de Cauchy I). Sea f : D(p, r)→ C una función holomorfa y γ ⊆ D(p, r)
una curva C1 cerrada, entonces ∫

γ

f (z)dz = 0.

Demostración. Tal como lo mencionamos en la Observación 2.5 basta notar que existe H : D(p, r) → C
antiderivada de f , es decir H′(z) = f (z) y por lo tanto∫

γ

f dz =

∫
γ

H′dz = H(γ(1))−H(γ(0)) = 0

■

Si bien los Teoremas 2.15 y 2.16 suelen ser suficientes para muchas aplicaciones, nos gustaŕıa tener a

disposición versiones un tanto mas generales. Una de las cosas que nos interesan es poder integrar sobre

curvas mas generales que una circunferencia, o curvas cerradas en un ćırculo.

Por ejemplo, nos interesa el caso de que γ sea una curva C1, cerrada y simple (sin auto-intersecciones)

y orientada positivamente. Si Ω es la región encerrada por γ (ver Figura 2.4), entonces quisiéramos poder

γ

Ω

Figura 2.4: La curva γ divide al plano en dos regiones.

demostrar que ∫
γ

f (z)dz = 0

y si w ∈ Ω
f (z) =

1

2πi

∫
γ

f (w)

w − z dw

para toda f : U ⊃ Ω→ C holomorfa, donde U es un abierto.
Una versión que se puede demostrar es consecuencia del teorema de Green1.

1Si le interesa la demostración de este resultado puede ver [10, 14].
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Teorema 2.17 (Teorema de Green). Sea γ una curva cerrada, simple y C1. Sea Ω la región acotada

encerrada23 por γ. Si P,Q : Ω→ R son funciones de clase C1 entonces∫ 1
0

(
P (γ(t))

dγ1
dt
+Q(γ(t))

dγ2
dt

)
dt =

∫
γ

Pdx +Qdy =

∫∫
Ω

(Qx − Py ) dxdy

Corolario 2.18 (Teorema de Cauchy para curvas de Jordan C1). Sea γ una curva cerrada, simple, C1 y suave.

Sea Ω la región (acotada) encerrada por γ. Sea U un abierto tal que Ω ⊆ U y sea f : U → C una función
holomorfa. Entonces ∫

γ

f (z)dz = 0.

Demostración. Si f = u + iv es holomorfa en Ω̄, entonces satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es

decir ux = vy y uy = −vx , luego por el teorema de Green∫
γ

f (z)dz =

∫
γ

(u + iv)(dx + idy)

=

∫
γ

udx − vdy + i
∫
γ

vdx + udy

=

∫∫
Ω

(−vx − uy )dxdy + i
∫∫
Ω

(ux − vy )dxdy

= 0.

■

Corolario 2.19 (Fórmula de Cauchy para curvas de Jordan C1). Sea γ una curva cerrada, simple y C1. Sea Ω

la región (acotada) encerrada por γ. Sea U un abierto tal que Ω⊆ U y sea f : U → C una función holomorfa.
Entonces

f (z) =
1

2πi

∫
γ

f (w)

w − z dz

para todo z ∈ Ω.

Demostración. Sea z ∈ Ω y sea ε > 0 tal que D(z, ε)⊆ Ω y definamos Ωε = Ω\D(z, ε). Con esto la función

w 7→
f (w)

w − z es holomorfa en una vecindad de Ωε, de donde el Corolario 2.18
4 nos dice que∫

∂Ωε

f (w)

w − z dw = 0.

Como ∂Ωε = ∂Ω ∪ S(z, ε) = γ ∪ S(z, ε), deducimos que∫
γ

f (w)

w − z dw −
∫
S(z,ε)

f (w)

w − z dw =
∫
∂Ωε

f (w)

w − z dw = 0,

2Si ϕ : S1 → C continua e inyectiva ⇔ ϕ(S1) es una curva de Jordan
3Que una curva continua, simple y cerrada divide al plano en dos regiones, una acotada y una no-acotada es exactamente el

teorema de las curvas de Jordan.
4Para poder decir esto, debemos aplicar una versión un poco mas general del Teorema de Green: Si γ1 es la curva que encierra

Ω orientada en sentido anti-horario, y γ2 es una curva que está dentro de Ω orientada en sentido anti-horario encerrando a una

region Ω2, entonces ∫
γ1

Pdx +Qdy −
∫
γ2

Pdx +Qdy =

∫∫
Ω\Ω2

Qx − Py
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γ

Ωεz

�

-
-

�
�

��*

Figura 2.5: El teorema de Green vale en el conjunto Ωε.

pero ∫
S(z,ε)

f (w)

w − z dw =
∫
S(z,ε)

f (z)

w − z dw +
∫
S(z,ε)

f (w)− f (z)
w − z dw

= 2πif (z) +

∫
S(z,ε)

f (w)− f (z)
w − z dw

−→
ε→0
2πif (z),

pues de la Proposición 2.5 tenemos que∣∣∣∣∫
S(z,ε)

f (w)− f (z)
w − z dw

∣∣∣∣ ≤ 2πε sup
w∈Ω

∣∣∣∣ f (w)− f (z)w − z

∣∣∣∣ ≤ Cε,
pues f es holomorfa en U ⊇ Ω̄, luego el cociente

f (w)− f (z)
w − z es acotado. ■

2.3.1. Curvas C1 a pedazos

Otra generalización que es útil es la de relajar la condición de que las curvas sean de clase C1. Un primer

paso es permitir que las curvas sean C1 por pedazos

Definición 2.5. Decimos que una curva γ : [a, b]→ C es C1 a pedazos si es que γ es continua en [a, b] y
existe una partición a = a0 < a1 < a2 < . . . < aN = b tales que

γ
∣∣
[ak ,ak+1]

∈ C1([ak , ak+1]) ∀k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} .

Con esto podemos definir

Definición 2.6. Sea γ : [a, b]→ C una curva C1 a pedazos y f : C→ C una función continua (integrable).
Definimos ∫

γ

f (z)dz =

N−1∑
k=0

∫
γ
∣∣
[ak ,ak+1]

f (z)dz.
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Observación 2.6. Se deja como ejercicio verificar que mediante un cambio de variables afin se puede asumir

que todas las curvas están parametrizadas en el intervalo [0, 1] y que la definición de la integral no depende

de la partición que se utilice para definir la curva a pedazos. Ver Ejercicios 2.1 y 2.2.

Observación 2.7. También es importante notar que la versión del Teorema fundamental del cálculo para curvas

C1 que demostramos en el Corolario 2.4 sigue siendo cierta para curvas C1 a pedazos pues una vez probada

que la definición de la integral no depende de la partición, basta aplicar el Corolario 2.4 a cada sumando.

Como mencionamos en un principio, la idea es generalizar el teorema y la fórmula de Cauchy para curvas

que son C1 a pedazos. Para ello demostraremos una versión débil del teorema de Cauchy general.

Definición 2.7. Decimos que la función C1 a pedazos µ : [0, 1]→ C es una ε-deformación de γ : [0, 1]→ C
si existe t0 ∈ (0, 1) y δ > 0 tales que µ(t) = γ(t) para todo t ∈ [0, 1] \ (t0 − δ, t0 + δ)

|µ(t)− γ(t)| ≤ ε si t ∈ (t0 − δ, t0 + δ).

γ

µ

z0

p2

p1

Figura 2.6: La curva µ es una ε-deformación de γ donde z0 = γ(t0).

Proposición 2.20. Sea f : Ω→ C una función holomorfa y γ : [0, 1]→ Ω una curva C1 a pedazos. Entonces
para cada µ : [0, 1]→ Ω ε-deformación C1 a pedazos de γ tenemos que∫

γ

f (z)dz =

∫
µ

f (z)dz.

Demostración. Notar que basta considerar el escenario descrito por la Figura 2.6. Gracias al Teorema 2.9

tenemos que en D(z0, ε) existe H holomorfa tal que
∂H

∂z
= f , y por la observación anterior el Corolario 2.4

vale para curvas C1 a pedazos, y por lo tanto∫
γ∩D(z0,r)

f (z)dz = H(p2)−H(p1) =
∫
µ∩D(z0,r)

f (z)dz.

■

Corolario 2.21. Sea f : C \ {p} → C una función holomorfa y sea γr (t) = p + re it con t ∈ [0, 2π]. Luego
para todo 0 < r1 < r2 se tiene que ∫

γr1

f (z)dz =

∫
γr2

f (z)dz.
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Corolario 2.22. Sea f : D(p,R2)\D(p,R1)→ C una función holomorfa y sea γr (t) = p+re it con t ∈ [0, 2π].
Luego para todo 0 < R1 < r1 < r2 < R2 se tiene que∫

γr1

f (z)dz =

∫
γr2

f (z)dz

Demostración. Notar que en ambos casos se puede transformar γr1 en γr2 solo mediante ε-transformaciones.

■

Observación 2.8. Notar que las ε-deformaciones se deben realizar “dentro” del conjunto Ω. En la Figura 2.7

se muestran dos curvas que no son ε-equivalentes en un conjunto Ω.

γ

Ω

µ

Figura 2.7: γ y µ no son ε-equivalentes en Ω.

Como corolario de la Proposición 2.20 tenemos la siguiente versión del teorema y la fórmula de Cauchy.

Teorema 2.23 (Teorema de Cauchy). Sea Ω ⊆ C un abierto y sea f : Ω→ C una función holomorfa. Sea
γ : [0, 1]→ Ω una curva C1 a pedazos y cerrada tal que se puede ε-deformar en Ω por curvas C1 a pedazos a
γ̃ : [0, 1]→ D(p, r)⊆ Ω, entonces ∫

γ

f (z)dz = 0.

Teorema 2.24 (Fórmula de Cauchy). Sea Ω ⊆ C un abierto y sea f : Ω→ C una función holomorfa. Sea
p ∈ Ω y sea γ : [0, 1]→ Ω \ {p} una curva simple C1 a pedazos y cerrada tal que se puede ε-deformar en
Ω \ {p} por curvas C1 a pedazos a S(p, r) orientada positivamente con D(p, r)⊆ Ω, entonces

f (p) =
1

2πi

∫
γ

f (w)

w − pdw

Finalmente, concluimos con el enunciado de la versión general del teorema de Cauchy que aplica no solo

a ε-deformaciones, si no que a cualquier familia de curvas homotópicas.

Teorema 2.25 (Teorema de Cauchy homotópico). Sea Ω ⊆ C un abierto, f : Ω→ C una función holomorfa.
Sea H : [0, 1] × [0, 1] → Ω una función continua. Para cada s ∈ [0, 1] denotemos por γs : [0, 1] → Ω(y)
definida como γs(t) = H(s, t) y supongamos que
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γ0(0) = γ1(0), y

γ0(1) = γ1(1).

Entonces entonces la función I : [0, 1]→ C definida como

I(s) =

∫
γs

f (z)dz

es constante para s ∈ [0, 1]. En particular, si γ0 y γ1 son dos curvas cerradas en Ω y que son homotópicas∫
γ0

f (z)dz =

∫
γ1

f (z)dz.

Para demostrar este teorema se requiere desarrollar primer una teoŕıa de integración de linea sobre

funciones solo continuas. En general esto no se puede hacer para cualqueir funcion f sin agregar ciertas

hipótesis adicionales como por ejemplo que las curvas sobre las que se integran sean rectificables (en cuyo

caso los resultados anteriormente vistos siguen siendo válidos). Sin embargo, cuando las funciones a integrar

son holomorfas, se puede relajar dicha condición y permitir curvas continuas como caminos de integración. Al

lector interesado se le recomienda mirar, por ejemplo, [8, Ch III, p110].

Corolario 2.26. Sea f : Ω→ C una función holomorfa y γ : [0, 1]→ Ω una curva cerrada que es homotópica
en Ω a un punto p ∈ Ω. Entonces ∫

γ

f (z)dz = 0.

Un corolario de la versión general del teorema de Cauchy es el teorema de existencia de antiderivadas

holomorfas en conjuntos simplemente conexos.

Definición 2.8. Decimos que Ω ⊆ C es simplemente conexo si Ω es conexo por caminos, y dadas dos curvas
continuas γ0, γ1 : [0, 1] → Ω con γ0(0) = γ1(0) y γ0(1) = γ1(1), entonces existe H : [0, 1] × [0, 1] → Ω
continua tal que

H(0, t) = γ0(t) ∀ t ∈ [0, 1],
H(1, t) = γ1(t) ∀ t ∈ [0, 1].

Observación 2.9. Como consecuencia de la definición se puede verificar que si Ω es simplemente conexo y si

γ : [0, 1]→ Ω es una curva cerrada, entonces γ se puede deformar al punto {p = γ(0)}.

Teorema 2.27 (Existencia de antiderivadas holomorfas III). Sea f : Ω → C una función holomorfa en Ω
conjunto abierto simplemente conexo. Entonces existe F : Ω→ C holomorfa tal que F ′ = f .

Demostración. Fijamos p ∈ Ω, y para cada z ∈ Ω consideramos γz : [0, 1] → Ω tal que γz(0) = p y

γz(1) = z . Nuestro candidato a antiderivada de f está dada por

F (z) =

∫
γz

f (w)dw,

pero para que este candidato sea válido, primero debemos hacernos cargo de que la definición esté bien hecha:

F (z) no puede depender del camino que se escoja. Para ello notamos que si γ̃z es otro camino en Ω que

conecte p con z , gracias a que Ω es simplemente conexo podemos usar el Teorema 2.25 y concluir que∫
γz

f (w)dw =

∫
γ̃z

f (w)dw,
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lo que hace que F esté bien definida.

Ahora bien, dado z ∈ Ω consideramos r > 0 pequeño de modo que D(z, r) ⊆ Ω, luego para h ∈ D(0, r)
tenemos que z + h ∈ D(z, r) y por lo tanto podemos escribir

F (z + h)− F (z) =
∫
γz+h

f (w)dw −
∫
γz

f (w)dw,

pero dado que la definición de F (z + h) no depende del camino que conecte p con z + h, podemos suponer

que γz+h = γz + [z, z + h], donde [z, z + h] denota el segmento rectiĺıneo que conecta z con z + h (que está

dentro de D(z, r) por ser convexo). En consecuencia

F (z + h)− F (z) =
∫
[z,z+h]

f (w)dw =

∫ 1
0

f (z + th)hdt,

y por lo tanto
F (z + h)− F (z)

h
=

∫ 1
0

f (z + th)dt.

Ahora bien, como f es continua, dado ε > 0 debe existir δ > 0 tal que si |w − z | < δ entonces |f (w)− f (z)| <
ε, Luego, si |h| < δ entonces |f (z + th)− f (z)| < ε y tenemos que∣∣∣∣F (z + h)− F (z)h

− f (z)
∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f (z + th)− f (z)| dt ≤ ε,

lo que demuestra que F ′ = f . Finalmente, dado que F es diferenciable, entonces por el Teorema 1.11 tenemos

que ∂F∂x y
∂F
∂y existen y además

∂F
∂z = F

′ = f . Como f es holomorfa, entonces es de clase C1 y por lo tanto

F ′ también ha de serlo, y en consecuencia F también es de clase C1 y como ya vimos que es diferenciable,

entonces ha de ser holomorfa. ■

2.4. Teorema de Goursat

Teorema 2.28 (Goursat). Sea f : Ω→ C una función diferenciable. Si R ⊆ Ω es un rectángulo entonces∫
∂R

f (z)dz = 0

Demostración. Para S ⊆ Ω rectángulo consideramos la función

µ(S) =

∫
∂S

f (z)dz,

donde la orientación de ∂S es anti-horaria. Bisectamos ambos lados del rectángulo R para obtener 4 rectángulos

R1, . . . , R4 y observamos que

µ(R) =

4∑
k=1

µ(Rk)⇒ |µ(R)| ≤
4∑
k=1

|µ(Rk)| ,

debido a que las integrales sobre los lados comunes de cancelan por estar orientadas en sentidos opuestos.

Por lo tanto debe existir k ∈ {1, . . . , 4} tal que |µ(Rk)| ≥ 1
4 |µ(R)|. Sin perder generalidad supongamos que

esto ocurre para k = 1. Repetimos el procedimiento de bisección para R1 y obtenemos un nuevo rectángulo,

que llamamos R2 que satisface

|µ(R2)| ≥
1

4
|µ(R1)| ≥

1

42
|µ(R)| .
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Siguiendo de esta forma, podemos construir una sucesión de rectángulos encajonados R ⊃ R1 ⊃ R2 ⊃ . . .
tales que

µ(Rk) ≥
1

4k
µ(R).

Además, los centros de los rectángulos Rk están todos contenidos en el rectángulo R, que es un conjunto

cerrado y acotado en C, luego el teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza que la sucesión (pk)k∈N de los
centros de cada rectángulo tiene un punto de acumulación p0, que además debe estar contenido en todos los

rectángulos Rk .

Como f es diferenciable en todo punto de Ω, lo es en p0, luego dado ε > 0 debe existir δ > 0 tal que

D(p0, δ) ⊆ Ω y tal que ∣∣∣∣ f (p)− f (p0)p − p0
− f ′(p0)

∣∣∣∣ ≤ ε ∀ p ∈ D(p0, δ).

Por otra parte, sabemos del teorema de Cauchy para curvas cerradas C1 a pedazos que∫
∂Rk

1dz = 0 =

∫
∂Rk

zdz = 0,

pues las funciones 1 y z son holomorfas. Luego si consideramos k suficientemente grande tal que Rk ⊆ D(p0, δ),
entonces

|µ(Rk)| =
∣∣∣∣∫
∂Rk

f (z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
∂Rk

(f (z)− f (p0)− f ′(p0)(z − p0))dz
∣∣∣∣ .

Sea P el peŕımetro de R y D el largo de su diagonal, luego el peŕımetro de Rk es 2
−kP y el largo de la

diagonal es 2−kD, de donde deducimos que si z ∈ ∂Rk , entonces∣∣(f (z)− f (p0)− f ′(p0)(z − p0))∣∣ ≤ ε |z − p0| ≤ 2−kDε,
y como L(∂Rk) = 2

−kP , gracias a la Proposición 2.5 obtenemos que

|µ(R)| ≤ 4k |µ(Rk)| ≤ 4k2−kP · 2−kDε = PDε,

de donde concluimos que µ(R) = 0 pues ε > 0 era arbitrario.

■

Este teorema, junto con el Teorema de Morera (Teorema 3.4) que veremos mas adelante nos permitirá

concluir que

Diferenciable ⇒ Holomorfo

sin la necesidad de suponer que la función es de clase C1.

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Sea γ : [a, b] → C una curva C1 a pedazos y f : C → C una función continua (integrable).
Mostrar que la definición de

∫
γ f no depende de la partición que se use para definir γ. Es decir, si a = a0 <

a1 < . . . < aN = b y a = ã0 < ã1 < . . . < ãM = b son tales que γ
∣∣
[ak ,ak+1]

y γ
∣∣
[ãl ,ãl+1]

son de clase C1 para

k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} y l ∈ {0, 1, . . . ,M − 1}, entonces

N−1∑
k=0

∫
γ
∣∣
[ak ,ak+1]

f (z)dz =

M−1∑
k=0

∫
γ
∣∣
[ãk ,ãk+1]

f (z)dz.
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Ejercicio 2.2. Sea φ : [c, d ]→ [a, b] una función C1 a pedazos estrictamente creciente y sea γ : [a, b]→ C
una curva C1 a pedazos. Muestre que ∫

γ

f (z)dz =

∫
γ◦φ

f (z)dz

para toda f continua (integrable).

Ejercicio 2.3. Sea γ : [0, 1]→ C una curva C1 a pedazos y sea f : C→ C una función holomorfa, entonces∫
γ

∂f

∂z
(z)dz = f (γ(1))− f (γ(0)).

Ejercicio 2.4. Sea f : C → C una función continua tal que f (z) ∈ R para todo z ∈ C. Muestre que si
|f (z)| ≤ 1 y si Γ =

{
e it : t ∈ [0, 2π]

}
entonces∣∣∣∣∫

Γ

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4.
Ayuda: Muestre que ∣∣∣∣∫

Γ

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π
0

|sen t| dt.

Ejercicio 2.5. Calcule la integral ∫
Γ

(z̄ + z2z̄)dz

donde Γ es el cuadrado de vértices 1 + i , 1− i , −1− i y −1 + i recorrido en sentido horario.

Ejercicio 2.6. Sea R > 0 y f : D(0, R) → C una función holomorfa. Para cada z ∈ D(0, R) considere el
camino γz : [0, 1]→ D(0, R) definido como

γz(t) = tz.

Defina

F (z) =

∫
γz

f (w)dw

y muestre, sin usar el teorema de Cauchy, que F es holomorfa y que F ′(z) = f (z).

Ejercicio 2.7. Sea f : D(p, r)→ C una función holomorfa. Para cada z ∈ D(p, r) considere una curva C1 a
pedazos γz : [0, 1]→ D(p, r) tal que γz(0) = p y γz(1) = z .

1. Defina

F (z) =

∫
γz

f (w)dw,

y muestre que F está bien definida (no depende de la elección del camino γz) y que F
′(z) = f (z).

2. Generalice lo anterior, suponiendo que f : U → C donde U es un conjunto simplemente conexo en C.

Ejercicio 2.8. Muestre que el teorema de integración por partes vale en el siguiente sentido: sean f , g funciones

holomorfas y sea γ una curva C1 y suave va de z1 a z2, entonces∫
γ

f ′(z)g(z)dz = f (z2)g(z2)− f (z1)g(z1)−
∫
γ

f (z)g′(z)dz
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Ejercicio 2.9. Calcule

∫
γ

2w4 + 3w3

w − 2 dw donde γ = S(1, 5) orientada en sentido horario.

Ejercicio 2.10. Sea g : [0, 1]→ C una función continua. Si z /∈ [0, 1] defina

f (z) =

∫ 1
0

g(t)

t − z dt.

1. Use la definición para demostrar que f : C \ [0, 1] → C es diferenciable y obtenga una fórmula para
f ′(z).

2. Demuestre que ĺımz→∞ f (z) = 0. Recuerde que z →∞ ssi |z | → ∞

3. Calcule expĺıcitamente f (z) para g ≡ 1. Ayuda: Considere z = x + iy y estudie los casos y = 0 e y ̸= 0.
Puede que tenga que usar cambios de variables trigonométricos.

4. Siga suponiendo que g ≡ 1. Para x ∈ (0, 1) y z = x+iy vea que sucede con ĺımy→0+ f (z) y ĺımy→0− f (z).
Ayuda: Estudie Imf (z).
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Caṕıtulo 3

Aplicaciones de la fórmula de Cauchy

3.1. Suavidad de las funciones holomorfas

En nuestra definición de función holomorfa siempre hemos supuesto que f es de clase C1. Una de las

principales consecuencias del teorema y la fórmula de Cauchy es que una función holomorfa es de hecho de

clase C∞ como muestra el siguiente

Teorema 3.1. Sea Ω ⊆ C abierto y f : Ω→ C holomorfa. Entonces f ∈ C∞(Ω). Además, si D(p, r)⊆ Ω y
z ∈ D(p, r), entonces

f (k)(z) =
∂k f

∂zk
(z) =

k!

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

(w − z)k+1 dw

Demostración. Si z ∈ D(p, r), entonces la función w 7→
f (w)

w − z es continua en S(p, r) pues

|w − z | ≥ r − |z − p| > 0.

Además se verifica que
1

h

(
f (w)

w − z − h −
f (w)

w − z

)
−→
h→0

f (w)

(w − z)2

uniformemente en w . Luego, si aplicamos la fórmula de Cauchy, obtendremos que

f ′(z) = ĺım
h→0

f (z + h)− f (z)
h

=
1

2πi
ĺım
h→0

1

h

∫
S(p,r)

(
f (w)

w − z − h −
f (w)

w − z

)
dw

=
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

(w − z)2 dw.

De manera análoga, si aplicamos la misma idea a
f ′(z + h)− f ′(z)

h
obtendremos que

f ′′(z) =
2

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

(w − z)3 dw
def
= Ψ(z),

donde además la función Ψ(z) es continua pues

f (w)

(w − t)3 −→t→z
f (w)

(w − z)3
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3.1. SUAVIDAD DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS

uniformemente en w . De donde deducimos que f ∈ C2(Ω).
En resumen hemos demostrado que f ′ es una función de clase C1 que es diferenciable en todo punto. En

particular por el Teorema 1.11 tenemos que f ′ debe ser holomorfa.

La demostración termina iterando el procedimiento anterior para concluir que f es una función de clase

Ck para todo k ∈ N. ■

Corolario 3.2. Si f es holomorfa, entonces f ′ es holomorfa.

Además, siguiendo la misma demostración de Teorema 3.1 obtenemos la siguiente

Proposición 3.3. Sea g : S(p, r)→ C continua, entonces

f (z) =
1

2πi

∫
S(p,r)

g(w)

w − z dw

es holomorfa en D(p, r).

Esta proposición nos permite construir funciones holomorfas a partir de funciones solamente continuas.

Sin embargo, la “extensión” holomorfa que se obtiene no tiene por que ser efectivamente una extensión de la

función.

Ejemplo 3.1. Notar que si g(z) = z̄ , entonces

f (z) =
1

2πi

∫
S(0,1)

g(w)

w − z dw = 0

para todo z ∈ D(0, 1).

Teorema 3.4 (Morera). Sea f : Ω→ C una función continua con Ω ⊆ C abierto. Si∫
∂R

f (z)dz = 0

para todo rectángulo R tal que R esté contenido en Ω. Entonces f es diferenciable en Ω, mas aún f es

holomorfa.

Demostración. Sea p ∈ Ω, vamos a demostrar que si D(p, r) ⊆ Ω entonces f es holomorfa en D(p, r).
Sea q ∈ D(p,R) y consideremos un camino ρp,q en D(p,R) que conecte p con q compuesto solo por

segmentos verticales y horizontales (ver Figura 3.1) para definir la función F : D(p, r)→ C dada por

F (q) =

∫
ρp,q

f (w)dw.

Como
∫
γ f (z)dz = 0 para toda γ que es frontera de rectángulo en Ω, entonces la función F (q) no

depende del camino que tomemos para ir de p a q en tanto que este sea de la forma descrita. En efecto, si

ρ̃p,q es otro camino que va de p a q, entonces, la curva

ρ = ρp,q + (−ρ̃p,q)

es una curva cerrada que describe una unión de fronteras de rectángulos (ver la Figura 3.2).

Veamos que F es diferenciable en q. Como D(p, r) es abierto, tenemos que para r̃ > 0 suficientemente

pequeño, D(q, r̃) ⊆ D(p, r), luego si h = h1 + ih2 ∈ C es tal que |h| < r̃ , entonces q + h ∈ D(p, r) y se
puede conectar q con q + h mediante un camino compuesto por segmento horizontal seguido de uno vertical.
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p

q

ρp,q

Ω

Figura 3.1: Camino ρp,q que une p con q.

p

q

Ω

ρp,q

ρ̃p,q

Figura 3.2: La curva ρp,q y la curva ρ̃p,q.

Sea ρq,q+h dicha curva que la parametrizamos en dos segmentos: primero como ρq,q+h1(t) = q + th1 y luego

como ρq,q+h(t) = q + h1 + i th2 con t ∈ [0, 1]. De la definición de F , y como F no depende del camino que
escojamos en tanto esté compuesto solo por segmentos verticales y horizontales, tenemos que

F (q + h) =

∫
ρp,q+h

f (z)dz =

∫
ρp,q

f (z)dz +

∫
ρq,q+h

f (z)dz = F (q) +

∫
ρq,q+h

f (z)dz

y por lo tanto∣∣∣∣F (q + h)− F (q)h
− f (q)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1h
∫
ρq,q+h

f (z)dz − f (q)

∣∣∣∣∣

49



3.2. SERIES DE POTENCIA Y ANALITICIDAD

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

h

(
h1

∫ 1
0

f (q + th1)dt + ih2

∫ 1
0

f (q + h1 + i th2)dt

)
−

1︷ ︸︸ ︷
h1 + ih2

h
f (q)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
1

|h|

(
|h1|

∫ 1
0

|f (q + th1)− f (q)| dt + |h2|
∫ 1
0

|f (q + h1 + i th2)− f (q)| dt
)

≤
∫ 1
0

|f (q + th1)− f (q)| dt +
∫ 1
0

|f (q + h1 + i th2)− f (q)| dt

pero de la continuidad de f obtenemos que dado ε > 0 existe 0 < δ < r̃ tal que si |ξ| < δ entonces

|f (q + ξ)− f (q)| < ε,

en particular como t ∈ [0, 1] tenemos que si |h| < δ entonces |th1| < δ y |h1 + i th2| < δ, por lo tanto∣∣∣∣F (q + h)− F (q)h
− f (q)

∣∣∣∣ < 2ε.
Esto demuestra que F es diferenciable en q y F ′(q) = f (q), luego gracias al Teorema 1.11 tenemos que

F es satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Como q ∈ D(p, r) era arbitrario, lo antes demostrado
también dice que F es diferenciable en todo D(p, r) y además es de clase C1 (pues f es continua y F ′ = f ),

en consecuencia F ha de ser una función holomorfa D(p, r). Pero gracias al Corolario 3.2, tenemos que

F ′ = f también es holomorfa en D(p, r), lo que concluye la demostración. ■

Observación 3.1. Si juntamos los teoremas de Morera y Goursat podemos escribir la siguiente cadena de

equivalencias

Holomorfa ⇔ Cauchy-Riemann + C1 ⇔ C0+Diferenciable

por lo que de ahora en adelante hablaremos indistintamente de funciones holomorfas o diferenciables.

3.2. Series de potencia y analiticidad

Hasta ahora teńıamos que si f es una función análitica en Ω, entonces f es (infinitamente) diferenciable

en Ω. A continuación veremos que toda función diferenciable es anaĺıtica, y para ello recordamos la siguiente

Definición 3.1. Decimos que f : Ω→ C es anaĺıtica si para cada p ∈ Ω existe r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω y
existe una sucesión (ak)k≥0 ⊆ C tales que

f (z) =
∑
k≥0

ak(z − p)k ∀ z ∈ D(p, r).

Teorema 3.5. Sea Ω ⊆ C un abierto y f : Ω→ C una función holomorfa. Entonces f es anaĺıtica en Ω.

Demostración. Sin perder generalidad1 supondremos que 0 ∈ Ω y que p = 0.
El Teorema 3.1 nos dice que toda función holomorfa es de clase C∞, y en particular podemos definir

ak =
1

k!

∂k f

∂zk
(0)

1considerar la función f̃ (z) = f (z − p) en Ω− p.

50



3.2. SERIES DE POTENCIA Y ANALITICIDAD

para todo k ≥ 0. Sea r > 0 tal que D(0, r)⊆ Ω y sea z ∈ D(0, r), de la fórmula de Cauchy tenemos que

f (z) =
1

2πi

∫
S(0,r)

f (w)

w − z dw,

pero como |z | < |w | = r tenemos que
∣∣ z
w

∣∣ < 1, luego
1

w − z =
1

w
·
1

1− z
w

=
1

w

∑
k≥0

zk

w k
,

y la serie converge uniformemente. Por lo tanto, usando el Teorema 3.1 tenemos que

f (z) =
1

2πi

∫
S(0,r)

f (w)
∑
k≥0

zk

w k+1
dw =

∑
k≥0

(
1

2πi

∫
S(0,r)

f (w)

w k+1
dw

)
zk =

∑
k≥0

akz
k .

■

Observación 3.2. A partir de ahora, podemos utilizar indistintamente los términos holomorfa, diferenciable o

anaĺıtica para referirnos a una función con alguna de esas caracteŕısticas.

Ejemplo 3.2. Consideremos f : C \ {−2i} → C definida como f (z) =
1

z + 2i
. Notar que si p = 0, entonces

f (z) =
1

z + 2i
=

1

2i(1− iz
2 )

luego, si

∣∣∣∣ iz2
∣∣∣∣ < 1⇔ |z | < 2, de la serie geométrica tenemos que

f (z) =
1

2i

∑
k≥0

(
iz

2

)k
=
∑
k≥0

ik−1

2k+1
zk .

Por otra parte, si p = 1, tenemos que

f (z) =
1

z + 2i
=

1

1 + 2i + z − 1 =
1

(1 + 2i)(1 + z−1
1+2i )

,

luego si

∣∣∣∣ z − 11 + 2i

∣∣∣∣ < 1⇔ |z − 1| < √5, nuevamente de la serie geométrica concluimos que
f (z) =

∑
k≥0

(−1)k

(1 + 2i)k+1
(z − 1)k .

Cálculos similares se pueden realizar para todo p ̸= −2i .

Ejemplo 3.3. Encuentre una formula cerrada para la serie∑
k≥0

k2zk

cuando |z | < 1. De la serie geométrica tenemos que para |z | < 1

1

1− z =
∑
k≥0

zk ,
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derivando a ambos lados tenemos que

1

(1− z)2 =
∑
k≥1

kzk−1

=
∑
k≥0
(k + 1)zk

=
∑
k≥0

kzk +
∑
k≥0

zk

=
∑
k≥0

kzk +
1

1− z .

Finalmente, volvemos a derivar esta igualdad y obtenemos que

2

(1− z)3 =
∑
k≥0

k2zk−1 +
1

(1− z)2

=
∑
k≥1

k2zk−1 +
1

(1− z)2

=
∑
k≥0
(k + 1)2zk +

1

(1− z)2

=
∑
k≥0

k2zk + 2
∑
k≥0

kzk +
∑
k≥0

zk +
1

(1− z)2

=
∑
k≥0

k2zk + 2

(
1

(1− z)2 −
1

1− z

)
+

(
1

1− z

)
+

1

(1− z)2

=
∑
k≥0

k2zk +
3

(1− z)2 −
1

1− z

de donde obtenemos que∑
k≥0

k2zk =
2

(1− z)3 −
3

(1− z)2 +
1

1− z =
2− 3(1− z) + (1− z)2

(1− z)3 =
z(1 + z)

(1− z)3

3.3. Estimaciones de Cauchy y el teorema de Liouville

Teorema 3.6 (Estimaciones de Cauchy). Sea f : Ω→ C holomorfa, p ∈ Ω y R > 0 tal que D(p, r)⊆ Ω. Si
M = supw∈S(p,r) |f (w)|, entonces ∣∣∣∣∂k f∂zk

(p)

∣∣∣∣ ≤ Mk!

r k
.

Demostración. Recordar que
∂k f

∂zk
(p) =

k!

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

(w − p)k+1 dw,

luego ∣∣∣∣∂k f∂zk
(p)

∣∣∣∣ ≤ k!

2π
sup

w∈S(p,r)

|f (w)|
|w − p|k+1

· 2πr =
k!

2π
sup

w∈S(p,r)

|f (w)|
r k+1

· 2πr ≤
Mk!

r k
.

■
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Observación 3.3. Notar que de este resultado obtenemos que

1

R
= ĺım sup

k→∞

∣∣∣∣ 1k! ∂k f∂zk
(p)

∣∣∣∣
1
k

≤ ĺım sup
k→∞

∣∣∣∣Mr k
∣∣∣∣ 1k = 1r ,

de donde sale que el radio de convergencia R de la serie de Taylor∑
k≥0

1

k!

∂k f

∂zk
(p)(z − p)k

satisface

R ≥ r

para todo r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω, es decir

R ≥ dist(p,Ωc).

Lema 3.7. Sea f : Ω → C una función holomorfa, donde Ω es abierto y conexo. Si f ′(z) = 0 para todo
z ∈ Ω, entonces f constante.

Demostración. Sea z ∈ Ω y sea p ∈ Ω fijo. Entonces 0 =
∫
γ f
′(w)dw donde γ es cualquier curva (rectificable),

en particular para una curva que va de p a z . Luego del teorema fundamental del cálculo complejo tenemos

que f (z) = f (p). ■

Teorema 3.8 (Liouville). Sea f : C→ C una función entera y acotada (i.e. existe M > 0 tal que |f (z)| ≤ M
para todo z ∈ C), entonces f es constante.

Demostración. Del Teorema 3.6 tenemos que para todo p ∈ C y todo r > 0 se puede escribir∣∣∣∣∂f∂z (p)
∣∣∣∣ ≤ M

r
.

Como esto vale para todo r > 0, se concluye que f ′(p) = 0 para todo p ∈ C, luego f debe ser constante. ■

Teorema 3.9. Sea f : C→ C una función entera tal que |f (z)| ≤ M |z |N para todo |z | > R entonces f es

un polinomio de grado a lo mas N.

Demostración. Ver Ejercicio 3.11. ■

Corolario 3.10 (Teorema fundamental del álgebra). Sea P : C→ C un polinomio holomorfo. Entonces P es
constante o P tiene una ráız en C.

Demostración. Si P no es constante, demostremos que P debe tener una ráız. Supongamos por contradicción

que P es no constante y P (z) ̸= 0 para todo z ∈ C, luego

g(z) =
1

P (z)

es una función entera. Se deja como ejercicio verificar que |P (z)| −→
|z |→+∞

+∞. Lo que implica que |g(z)| −→
|z |→+∞

0,

de donde se concluye que g debe ser acotada. Luego el teorema de Liouville implica que g debe ser constante.

Lo que es una contradicción. ■
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Corolario 3.11. Si fn → f uniformemente en compactos de Ω y fn es holomorfa, entonces f es holomorfa.

Demostración. Sea p ∈ Ω y r > 0 tal que D(p, r)⊆ Ω. Luego fn → f uniformemente en D(p, r), de donde

f es continua en D(p, r). Finalmente, notar que como la convergencia es uniforme se puede escribir

f (z) = ĺım
n→∞

fn(z)

= ĺım
n→∞

1

2πi

∫
S(p,r)

fn(w)

w − z dw

=
1

2πi

∫
S(p,r)

ĺım
n→∞

fn(w)

w − z dw

=
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

w − z dw,

luego por la Proposición 3.3 concluimos que f debe ser holomorfa. ■

Corolario 3.12. Sean fn y f como antes, entonces

∂k fn
∂zk

−→
n→∞

∂k f

∂zk

uniformemente en compactos de Ω.

Demostración. Sea K ⊆ Ω un compacto, y sea r = 1
2 ḿın {dist(K,Ω

c), 1} > 0. Notemos que

Kr =
⋃
p∈K

D(p, r)⊆ Ω

y Kr es compacto.

Ahora, para z ∈ K podemos escribir∣∣∣∣ ∂k∂zk (fn(z)− fm(z))
∣∣∣∣ ≤ k!

r k
sup

w∈D(z,r)
|fn(w)− fm(w)|

≤
k!

r k
sup
w∈Kr

|fn(w)− fm(w)|

gracias al Teorema 3.6. Pero fn es una sucesión de Cauchy uniforme en Kr , de donde concluimos que
∂k fn
∂zk

es una sucesión de Cauchy uniforme en K. ■

3.4. Ceros de funciones holomorfas, parte I

Teorema 3.13. Dado Ω ⊆ C abierto y conexo, y f : Ω→ C holomorfa. Si Z(f ) = {z ∈ Ω : f (z) = 0}, el
conjunto de ceros de f , tiene un punto de acumulación en Ω entonces f ≡ 0.

Demostración. Supongamos que existen zn, z0 ∈ Z(f ) tales que zn ̸= z0 y zn −→
n→∞

z0. Veamos primero que

f (k)(z0) = 0 para todo k ≥ 0. De no ser aśı, podemos definir

k0 = ḿın
{
k : f (k)(z0) ̸= 0

}
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3.4. CEROS DE FUNCIONES HOLOMORFAS, PARTE I

y tendŕıamos que k0 ≥ 1 (pues f (z0) = 0). Como f es anaĺıtica, tenemos que existe r > 0 tal que

f (z) =
∑
k≥k0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k

para todo z ∈ D(z0, r). Como k0 ≥ 1, podemos definir la función

g(z) =
f (z)

(z − z0)k0
=
∑
k≥k0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k−k0

que es anaĺıtica en D(z0, r) y además

(3.1) g(z0) =
f (k0)(z0)

k0!
̸= 0

Además es claro que g(zn) =
f (zn)

(zn − z0)k0
= 0 para todo n ∈ N, luego g es una serie de potencias que

tiene una sucesión de ceros con un punto de acumulación, de donde concluimos que g ≡ 0 en D(z0, r) gracias
al Teorema 1.22, lo que es una contradiccón con (3.1).

Lo anterior nos dice que el conjunto

E =
{
z ∈ Ω : f (k)(z) = 0 para todo k ≥ 0

}
es no-vaćıo (z0 ∈ E), y además es claramente un conjunto cerrado pues

E =
⋂
k≥0

(
f (k)

)−1
({0}).

Afirmamos que E es abierto, en efecto, si w ∈ E y como f es anaĺıtica, tenemos que

f (z) =
∑
k≥0

f (k)(w)

k!
(z − w)k = 0 ∀ z ∈ D(w, δ),

para cierto δ > 0, de donde se concluye que D(w, δ) ⊆ E. Aśı, como Ω es conexo, debe ocurrir que Ω = E. ■

Veamos algunos corolarios del Teorema 3.13.

Corolario 3.14. Los ceros de una función holomorfa no constante son aislados.

Corolario 3.15. Si f , g : Ω→ C son funciones holomorfas, sobre Ω abierto y conexo, que coinciden en un
conjunto con un punto de acumulación entonces f ≡ g.

Corolario 3.16. Sea f : Ω→ C una función holomorfa sobre Ω abierto y conexo. Si existen p ∈ Ω y r > 0
tal que f

∣∣
D(p,R)

= 0, entonces f ≡ 0.

Corolario 3.17. Si f y g son funciones enteras que coinciden en R, entonces f ≡ g.

Ejemplo 3.4. Como f (z) = cos2(z) + sen2(z) y g(z) = 1 coinciden en R, entonces deben coincidir en C.
Lo mismo ocurre con otras identidades que satisfacen funciones reales que se extienden al plano complejo.

Como por ejemplo que ez =
∑
k≥0

zk

k! .

Corolario 3.18. Si f , g : Ω→ C son holomorfas, Ω es abierto y conexo, son tales que f · g ≡ 0, entonces
f ≡ 0 o g ≡ 0.
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Demostración. Si f (z0) ̸= 0 para algún z ∈ C entonces por la continuidad de |f (z)| debe existir r > 0 tal
que f (z) ̸= 0 para z ∈ D(z0, r). Luego g(z) = 0 en D(z0, r). ■

Observación 3.4. En lenguaje algebráico si denotamos por

H(Ω) = {f : Ω→ C : f es holomorfa}

tenemos que H(Ω) es un anillo para las operaciones + y ·. Y el corolario anterior nos dice que H(Ω) no tiene
divisores de cero cuando Ω es abierto y conexo.

Corolario 3.19. Si f es holomorfa y existe p tal que f (k)(p) = 0 para todo k ≥ 0, entonces f ≡ 0.

Observación 3.5. Los dos resultados anteriores no son ciertos en análisis real para funciones C∞. Considerar

la función

f (x) =

{
0 si x ≤ 0

e−
1
x si x > 0.

Un cálculo sencillo muestra que f (k)(0) = 0 para todo k ≥ 0 y que f ∈ C∞(R). Además, tomando

g(x) =

{
e
1
x si x < 0

0 si x ≥ 0.

entonces f · g ≡ 0.

3.5. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Calcule la integral

∫
S(0,1)

ez

zk
dz para k ∈ N.

Ejercicio 3.2. Sea f : D(0, R)→ C una función holomorfa, con R > 1. Calcule∫
S(0,1)

(2± (w + w−1))
f (w)

w
dw

de dos formas distintas y deduzca que

1

π

∫ 2π
0

f (e it) cos2
(
t

2

)
dt = f (0) +

1

2
f ′(0)

y
1

π

∫ 2π
0

f (e it) sen2
(
t

2

)
dt = f (0)−

1

2
f ′(0).

Ejercicio 3.3. Encuentre la serie de potencias en torno a z = 0 para f (z) =
z2

(1− z2)3 .

Ejercicio 3.4. Explique por qué las siguientes igualdades son incorrectas:

d2

dx2

∫ 1
−1
log |x − t| dt =

∫ 1
−1

d2

dx2
(log |x − t|) dt = −

∫ 1
−1

1

(x − t)2 dt.

Ejercicio 3.5. Sea f : C→ C una función holomorfa, z0 ∈ C y k ∈ N.
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1. Muestre que existe una constante C > 0, que no depende de k , tal que∣∣∣∣∂k f∂zk
(z0)

∣∣∣∣ ≤ Ck!.
La constante puede depender de f y de z0.

2. Muestre que no puede existir un polinomio P : R→ R tal que∣∣∣∣∂k f∂zk
(z0)

∣∣∣∣ ≤ P (k).
Ayuda: Considere f (z) = eRz .

Ejercicio 3.6. 1. Sea f : D(0, R)→ C una función holomorfa. Muestre que

|f (0)| ≤
1

R
√
π

(∫
D(0,R)

|f (x, y)|2 dxdy
) 1
2

.

Ayuda: Justifique que f 2 : D(0, R)→ C es holomorfa y luego use la fórmula integral de Cauchy para
obtener que

(⋆) f (0)2 =
1

2π

∫ 2π
0

f 2(se iθ)dθ,

para cualquier 0 < s < R. Multiplique (⋆) por s e integre para s ∈ (0, R) para luego pasar a coordenandas
cartesianas.

2. Sea Ω ⊆ C un abierto y K ⊆ Ω un compacto. Sea f : Ω → C una función holomorfa. Muestre que
existe una constante C > 0 (que depende solo de Ω y K, pero no de f ) tal que

sup
z∈K
|f (z)| ≤ C

(∫
Ω

|f (x, y)|2 dxdy
) 1
2

.

Ayuda: Generalice la parte a) para que aplique a una función con dominio D(z0, r) y luego apliquela

para z0 ∈ K y r > 0 apropiado. Recuerde que la integral de una función real positiva es monótona si se
agranda el dominio de integración.

Ejercicio 3.7 (Existencia de logaritmos). Sea f : Ω → C una función holomorfa en Ω conjunto abierto
simplemente conexo tal que f (z) ̸= 0 para todo z ∈ Ω. Muestre que existe L : Ω → C holomorfa tal que

eL(z) = f (z) para todo z ∈ Ω. Ayuda: Note que de existir dicha función L entonces satisface L′(z) =
f ′(z)

f (z)
.

Ejercicio 3.8. Sea Ω ⊆ C y consideremos L = Ω ∩ R ̸= ∅. Suponga que f : Ω→ C una función continua en
todo Ω pero solo es holomorfa en Ω \ L. Muestre que f es holomorfa en todo Ω. Ayuda: Use el teorema de
Morera.

Ejercicio 3.9. Sea Ω ⊆ C un dominio, y sean fn : Ω→ C funciones holomorfas tales que

|fn(z)| ≤ 2−n.

Muestre que la serie definida como
∑
n≥0 fn(z) define una función holomorfa en Ω.
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Ejercicio 3.10. Sea f : C→ C una función holomorfa tal que existen C > 0 y α ∈ (0, 1) de modo que

|f (z)| ≤ C |z |α ,∀ z ∈ C.

Muestre que f debe ser constante. Ayuda: Use el Teorema 3.6.

Ejercicio 3.11. Sea f : C→ C una función entera tal que |f (z)| ≤ M |z |N para todo |z | > R entonces f es

un polinomio de grado a lo mas N. Ayuda: Use el Teorema 3.6.

Ejercicio 3.12. Una función holomorfa f : C→ C se dice de tipo exponencial si existen A,C,R > 0 tales que

|f (z)| ≤ CeA|z | ∀ |z | > R.

Muestre que el conjunto de funciones de tipo exponencial es cerrado bajo diferenciación.

Ejercicio 3.13. Sea f : C→ C una función holomorfa tal que f (z + i) = f (z) = f (z + 1) para todo z ∈ C.
Muestre que f es constante. Ayuda: Use el Teorema 3.8.

Ejercicio 3.14. Suponga que la serie de Taylor de una función entera F converge uniformemente a F en todo

C. Muestre que F debe ser un polinomio.

Ejercicio 3.15. Sea f una función entera no constante. Muestre que f (C) es denso en C. Ayuda: Argumente
por contradicción y use el Teorema 3.8.

Ejercicio 3.16. Sea f una función entera que satisface |Re f (z)| ≤ |Im f (z)|. Muestre que f es constante.
Ayuda: Use el Ejercicio 3.15.

Ejercicio 3.17 (Teorema de Montel). Se dice que un conjunto F de funciones holomorfas en Ω es localmente
acotado si para todo compacto K ⊆ Ω existe M > 0 tal que

máx
K
|f | ≤ M ∀ f ∈ F .

Muestre que F es un conjunto de funciones holomorfas localmente acotado en Ω si y solo si F es
precompacto (visto como subconjunto de C(Ω)). Ayuda: Para probar que F es localmente acotado argumente
por contradicción. Para probar que F es precompacto, use la fórmula de Cauchy y el teorema de Arzela-Ascoli.

Ejercicio 3.18. Una función f : U ⊆ R → R se dice anaĺıtica real o de clase Cω si para cada a ∈ U existe
δ > 0 con (a − δ, a + δ) ⊆ U y existe una sucesión (cn)n∈N ∈ R tal que

f (x) =
∑
n≥0

cn(x − a)n, ∀ x ∈ (a − δ, a + δ).

1. Encuentre una función f : R→ R de clase C∞ que no es anaĺıtica real. Ayuda: Use la función e
1
x .

2. Muestre que f (x) =
1

1 + x2
es anaĺıtica real en todo R, pero no existen x0 ∈ R ni (ak)k≥0 tales que

f (x) =
∑
k≥0 ak(x − x0)k para todo x ∈ R. Calcule la serie de potencias de f en torno a x0 = 0 y su

radio de convergencia.

3. Suponga que Ω ⊆ C es abierto y conexo. Suponga que F : Ω→ C es holomorfa y que F (Ω ∩ R) ⊆ R.
Muestre que si U = Ω ∩ R entonces f : U → R definida como

f (x) = F (x) x ∈ U

es anaĺıtica real.
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4. Suponga que f : U → R es anaĺıtica real para cierto U ⊆ R abierto y conexo. Muestre que existe Ω ⊆ C
abierto y conexo y una función holomorfa F : Ω→ C tal que Ω ∩ R = U y f = F

∣∣
U
.

5. Muestre que un teorema de Liouville es falso para funciones anaĺıticas reales, para ellos encuentre una

función anaĺıtica real que es acotada y no constante.

6. Sea ε > 0 y defina Sε ⊆ C como Sε = {z ∈ C : |Im z | < ε}. Construya una función anaĺıtica real
f : R→ R para la cual no existe ninguna función holomorfa Fε : Sε → C de modo que Fε

∣∣
R = f .
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Caṕıtulo 4

Singularidades y el Teorema de los Residuos

En este caṕıtulo estudiaremos funciones holomorfas que pueden tener singularidades, como por ejemplo

1

z
,
1

zk
,

1

(z − p)k(z − q)l , e
1
z , etc.

4.1. Singularidades

Definición 4.1. Sea Ω ⊆ C un abierto, p ∈ Ω y f : Ω \ {p} → C una función. Diremos que p es una
singularidad aislada para f si existe r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω y f

∣∣
D(p,r)\{p} es holomorfa.

En vista de la definición anterior, notamos que hay tres posibilidades mutuamente excluyentes:

S.1 |f (z)| ≤ M para todo z ∈ D(p,R) \ {p}.

S.2 ĺımz→p |f (z)| = +∞.

S.3 Ni S.1 ni S.2 ocurren.

Cada uno de estos casos da pie para la siguiente definición.

Definición 4.2. Sea f : Ω \ {p} → C una función holomorfa con singularidad aislada p. Decimos que

p es una singularidad removible para f si S.1 ocurre.

p es un polo para f si S.2 ocurre.

p es una singularidad esencial si S.3 ocurre.

Teorema 4.1 (Teorema de las singularidades removibles de Riemann). Sea f : D(p, r) \ {p} → C una función
holomorfa y acotada, entonces

ĺımz→p f (z) existe, y

La función

f̂ (z) =

f (z) si z ̸= p,
ĺım
z→p

f (z) si z = p,

es holomorfa.
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Demostración. Definamos g : D(p, r)→ C como

g(z) =

{
(z − p)2f (z) si z ̸= p
0 si z = p.

Claramente g es continua en D(p, r) y diferenciable en D(p, r) \ {p}, veamos que también es diferenciable en
p. Para h ∈ D(0, r) escribimos

g(p + h)− g(p)
h

=
h2f (p + h)

h
= hf (p + h),

como f es acotada en D(p, r) \ {p} tenemos que

ĺım
h→0

g(p + h)− g(p)
h

= 0,

luego gracias a los teoremas de Goursat y Morera tenemos que g debe ser holomorfa en D(p, r) y además

|g(z)| ≤ M |z − p|2 ,

donde |f (z)| ≤ M si z ̸= p. Ahora bien, como g es anaĺıtica en D(p, r) debe existir (ak)k≥0 ⊆ C tal que

g(z) =
∑
k≥0

ak(z − p)k ,

y como ∣∣∣∣ g(z)

(z − p)2

∣∣∣∣ ≤ M,
concluimos que a0 = a1 = 0. Aśı podemos definir la función holomorfa

f̂ (z) =
∑
k≥2

ak(z − p)k−2 =
∑
k≥0

ak+2(z − p)k ,

y claramente f̂ (z) = f (z) si z ̸= p. ■

Observación 4.1. Se puede omitir el uso de los teoremas de Goursat y Morera si se prueba que la función

g(z) es de clase C1 y satisface Cauchy-Riemann. Esto se deja como ejercicio al lector.

Observación 4.2. Notar que la función f (z) = sen
(
1
|z |

)
es acotada y C∞ en C \ {0}, sin embargo no se

puede extender a z = 0 de manera continua. Esto muestra que la condición de ser holomorfa agrega una

hipótesis fundamental en el teorema.

Antes de enunciar el siguiente teorema, estudiemos que sucede con la función e
1
z . Claramente, esta

función es holomorfa en todo C \ {0}, lo que hace que z = 0 sea una singularidad aislada. Veremos que para
cualquier α ∈ C \ {0} y cualquier r > 0, la ecuación α = e

1
z tiene una solución en D(0, r) \ {0}.

En efecto, notemos que existe w ∈ C \ {0} tal que ew = α, y gracias a la periodicidad de la función
exponencial, tenemos que ew+2πik = α para todo k ∈ Z. En particular, si k es suficientemente grande
tendremos que w + 2πik ̸= 0 y que se puede definir zk =

1

w + 2πik
. Evidentemente, si k →∞ tenemos que

zk → 0, por lo que zk ∈ D(0, r) para k grande, y además e
1
zk = α.

El cálculo anterior nos muestra que para cualquier número complejo no nulo α y cualquier r > 0 existe

zα ∈ D(0, r) tal que e
1
zα = α. Dicho de otra manera, la imagen de cualquier disco D(0, r) \ {0} a través de la

función e
1
z es exactamente C \ {0}, lo que nos dice que 0 no puede ser una singularidad removible ni un polo.

El siguiente teorema muestra que lo expuesto anteriormente es genérico cerca de singularidades esenciales.
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Teorema 4.2 (Casorati-Weierstrass). Sea f : D(p,R) \ {p} → C una función holomorfa con p singularidad
esencial. Entonces para todo 0 < r < R el conjunto f (D(p, r) \ {p}) es denso en C.

Demostración. Argumentamos por contradicción. Supongamos que el teorema falla para r = r0, luego existen

w0 ∈ C y ε0 > 0 tales que
|f (z)− w0| > ε0 ∀D(p, r0) \ {p} .

Consideremos la función g : D(p, r0) \ {p} → C definida como

g(z) =
1

f (z)− w0
.

Notar que g es holomorfa en D(p, r0) \ {p} y

|g(z)| <
1

ε0
∀D(p, r0) \ {p} ,

es decir z = p es una singularidad removible para g. Del Teorema 4.1 deducimos que existe ĝ : D(p, r0)→ C
holomorfa tal que g = ĝ en D(p, r0) \ {p}, y como ĝ(z) = g(z) = 1

f (z)−w0 ̸= 0 si z ̸= p obtenemos que

f (z) = w0 +
1

ĝ(z)
, ∀ z ̸= p.

Pero hay solo dos posibilidades para ĝ(p):

1. Si ĝ(p) = 0, entonces p seŕıa un polo para f , lo que es una contradicción.

2. Si ĝ(p) ̸= 0, entonces p seŕıa removible para f , lo que también es una contradicción.

■

Un teorema mas fuerte que el de Casorati-Weierstrass es el resultado demostrado por Picard

Teorema 4.3 (Picard). Sea f : D(p,R) \ {p} → C una función holomorfa con p singularidad esencial.
Entonces f (D(p, r) \ {p}) = C ó existe q ∈ C tal que f (D(p, r) \ {p}) = C \ {q}.

Este resultado escapa a los contenidos del curso, pero el lector interesado puede mirar [7].

4.2. Series de Laurent

Definición 4.3. Diremos que una función a : Z→ C es una bi-sucesión y la denotaremos por (ak)k∈Z.

Definición 4.4. Dada una bi-sucesión (ak)k∈Z decimos que la serie
∑
k∈Z ak es (absolutamente) convergente

si las series
∑
k∈N ak y

∑
k∈N a−k son (absolutamente) convergentes.

Definición 4.5 (Serie de Laurent). Una serie de Laurent centrada en p ∈ C es una serie formal de la forma∑
k∈Z

ak(z − p)k = . . .+
a−2

(z − p)2 +
a−1
z − p + a0 + a1(z − p) + a2(z − p)

2 . . .

donde (ak)k∈Z es una bi-sucesión.
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4.2. SERIES DE LAURENT

Teorema 4.4 (Convergencia de series de Laurent). Dada (ak)k∈Z una bi-sucesión, entonces la serie de

potencias
∑
k∈Z ak(z − p)k es absolutamente convergente para todo z ∈ Z tal que R1 < |z − p| < R2, donde

R1 = ĺım sup
k→∞

|a−k |
1
k

R2 =
1

ĺım supk→∞ |ak |
1
k

.

Además, si AR1,R2(p) = {z ∈ C : R1 < |z − p| < R2}, entonces la función f : AR1,R2(p)→ C definida como
f (z) =

∑
k∈Z ak(z − p)k es holomorfa, y la serie de Laurent converge uniformemente en compactos de

AR1,R2(p).

Demostración. Basta considerar el caso p = 0 y replicar el análisis hecho en el Teorema 1.16. ■

Ejemplo 4.1. 1.
∑
k≥−10
k ̸=0

zk

k2
. En este caso R1 = 0 y R2 = 1. Además la serie converge absolutamente si

|z | = 1.

2.
∑

k∈Z\{0}

zk

k2
. En este caso R1 = R2 = 1. La serie converge absolutamente si |z | = 1.

3.
∑
k≤0

(z − p)k

(−k)! . En este caso R1 = 0 y R2 =∞, y por tanto la serie es absolutamente convergente en

C \ {p}.

Proposición 4.5 (Unicidad de la serie de Laurent). Sea f (z) =
∑
k∈Z ak(z − p)k una serie de Laurent con

anillo de convergencia AR1,R2(p) no vaćıo. Entonces para cada R1 < r < R2 se tiene que

ak =
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

(w − p)k+1 dw.

Demostración. Como la serie converge uniformemente en compactos de K ⊆ AR1,R2(p), en particular esto
aplica a K = S(p, r), para R1 < r < R2, luego∫

S(p,r)

f (w)

(w − p)k+1 dw =
∫
S(p,r)

∑
m∈Z

am(w − p)m−k−1dw =
∑
m∈N

am

∫
S(p,r)

(w − p)m−k−1dw,

pero sabemos que ∫
S(p,r)

(w − p)m−k−1dw = i rm−k
∫ 2π
0

e i(m−k)tdt =

{
0 si m ̸= k,
2πi si m = k,

de donde se sigue el resultado. ■

Proposición 4.6 (Fórmula de Cauchy en anillos). Sea f : AR1,R2(p)→ C una función holomorfa. Entonces
para cada R1 < r1 < |z − p| < r2 < R2 se tiene que

f (z) =
1

2πi

∫
S(p,r1)

f (w)

w − z dw −
1

2πi

∫
S(p,r2)

f (w)

w − z dw
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Demostración. Para z ∈ AR1,R2(p) fijo, la función

gz(w) =
f (w)− f (z)
w − z

tiene una singularidad removible en w = z , y por lo tanto se puede extender de manera holomorfa a w = z

de modo que gz(z) = f
′(z).

Del teorema de Cauchy (Corolario 2.21) tenemos que∫
S(p,r1)

gz(w)dw =

∫
S(p,r2)

gz(w)dw.

Pero ∫
S(p,r1)

gz(w)dw =

∫
S(p,r1)

f (w)

w − z dw − f (z)
∫
S(p,r1)

1

w − z dw =
∫
S(p,r1)

f (w)

w − z dw

pues z /∈ D(p, r1) y por tanto w 7→ 1
w−z es holomorfa en D(p, |z − p|) ⊇ S(p, r1). Similarmente, gracias a la

fórmula de Cauchy para la función h(z) = 1 obtenemos que∫
S(p,r2)

gz(w)dw =

∫
S(p,r2)

f (w)

w − z dw − f (z)
∫
S(p,r2)

1

w − z dw =
∫
S(p,r2)

f (w)

w − z dw − 2πif (z),

pues z ∈ D(p, r2), de donde se sigue el resultado. ■

Proposición 4.7 (Existencia series de Laurent). Sea f : AR1,R2(p) → C una función holomorfa, entonces
existe una bi-sucesión (ak)k∈Z tal que

f (z) =
∑
k∈Z

ak(z − p)k .

Además, la serie converge absolutamente y uniformemente en Ar1,r2(p) para todo R1 < r1 < r2 < R2.

Demostración. De la Proposición 4.6 tenemos que

f (z) =
1

2πi

∫
S(p,r2)

f (w)

w − z dw −
1

2πi

∫
S(p,r1)

f (w)

w − z dw,

de donde basta estudiar ambas integrales. Por una parte, como |z − p| < r2 tenemos para w ∈ S(p, r2) se

cumple que

∣∣∣∣ z − pw − p

∣∣∣∣ = |z − p|r2
< 1 de manera independiente de w , luego

∫
S(p,r2)

f (w)

w − z dw =
∫
S(p,r2)

f (w)

w − p ·
1

1− z−p
w−p
dw

=

∫
S(p,r2)

f (w)

w − p
∑
k≥0

(
z − p
w − p

)k
dw

=
∑
k≥0

[∫
S(p,r2)

f (w)

(w − p)k+1 dw
]
(z − p)k .

Y similarmente para w ∈ S(p, r1), como r1 < |z − p|, tenemos que∫
S(p,r1)

f (w)

w − z dw = −
∫
S(p,r1)

f (w)

z − p ·
1

1− w−p
z−p
dw
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= −
∫
S(p,r1)

f (w)

z − p
∑
j≥0

(
w − p
z − p

)j
dw

= −
∑
j≥0

[∫
S(p,r1)

f (w)

(w − p)−j dw
]
(z − p)−j−1

= −
∑
k≤−1

[∫
S(p,r1)

f (w)

(w − p)k+1 dw
]
(z − p)k ,

lo que concluye la demostración. ■

Observación 4.3. Notar que gracias al Corolario 2.21 tenemos que

ak =
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

(w − p)k+1 dw

para cualquier r1 ≤ r ≤ r2, pues S(p, r) se puede ε-deformar a S(p, r1) y S(p, r2) en AR1,R2(p)

Como resumen de lo anterior tenemos el siguiente resultado respecto a la expansión en series de una

función holomorfa en torno a una de sus singularidades aisladas.

Teorema 4.8. Sea f : D(p,R) \ {p} → C una función holomorfa. Entonces f tiene una única serie de
Laurent f (z) =

∑
k∈Z ak(z−p)k que converge absoluta y uniformemente en cada compacto de D(p,R)\{p}.

Además

ak =
1

2πi

∫
γs

f (w)

(w − p)k+1 dw,

donde γs = S(p, s) y s ∈ (0, R).

El teorema anterior nos dice que las funciones holomorfas se comportan como una serie de Laurent en

torno a sus singularidades aisladas. Esto nos permite volver a clasificar los tipos de singularidades, ahora en

términos de los coeficientes de la serie de Laurent.

Teorema 4.9. Sea f : D(p,R) \ {p} → C una función holomorfa y sea f (z) =
∑
k∈Z ak(z − p)k su serie de

Laurent. Entonces

S.1 ak = 0 para todo k < 0 si y solo si p es una singularidad removible.

S.2 ak = 0 para todo k < −k0 para cierto k0 ≥ 1 si y solo si p es un polo.

S.3 Existen infinitos ak ’s con k ≤ 0 y ak ̸= 0 si y solo si p es una singularidad esencial.

Demostración. Veamos las distintas equivalencias:

(Removible⇒S.1) Si p es una singularidad removible para f , entonces existe f̂ holomorfa en todo
D(p, r) tal que f = f̂ si z ̸= p. Como f es holomorfa, admite una serie de potencias en torno a p de
la forma

∑
k≥0

bk(z − p)k y por unicidad de la serie de Laurent se debe cumplir que ak = bk para todo

k ∈ Z, en particular ak = 0 para todo k < 0.

(S.1⇒Removible) Si f admite una serie de Laurent con ak = 0 para todo k ≤ 0, entonces f coincide
con una serie de potencias tradicional en D(p, r) \ {p}, por lo tanto la singularidad debe ser removible.
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(Polo⇒S.2) Si p es un polo para f , entonces |f (z)| −→
z→p
+∞, luego debe existir r > 0 tal que |f (z)| > 1

para todo |z − p| < r , y por lo tanto se puede definir la función g(z) =
1

f (z)
que satisface |g(z)| ≤ 1

para todo 0 < |z − p| < r y ĺımz→p g(z) = 0, es decir, g tiene una singularidad removible en z = p.

Por lo anterior podemos suponer que g es holomorfa en todo D(p, r). Esto dice que g tiene una serie

de potencias de la forma
∑
k≥k0

ak(z − p)k , donde ak0 es el primer coeficiente no nulo de la serie con

satisface k0 ≥ 1 (pues g(0) = 0). Esto implica que g(z) = (z − p)k0G(z) donde G es una función
holomorfa que no se anula, por lo tanto

f (z) =
1

g(z)
= (z − p)−k0 ·

1

G(z)
= (z − p)−k0

∑
j≥0

bj(z − p)j .

(S.2⇒Polo) Si f (z) =
∑

k≥−k0
ak(z − p)k con a−k0 ̸= 0, entonces

|f (z)| =

∣∣∣∣∣∣a−k0(z − p)−k0 +
∑

k≥−k0+1
ak(z − p)k

∣∣∣∣∣∣
≥ |z − p|−k0

|a−k0 | −
∣∣∣∣∣∣
∑

k+k0≥1
ak(z − p)k+k0

∣∣∣∣∣∣
 ,

luego |f (z)| −→
z→p
= +∞.

La otra equivalencia es evidente pues son las únicas alternativas que quedan.

■

Definición 4.6. En el caso en que ocurra S.2, y si denotamos

k0 = − ḿın {k ∈ Z : ak ̸= 0} ,

diremos que p es un polo de orden k0 para f .

Lema 4.10. Sea f : D(p, r) \ {p} → C una función holomorfa tal que p es un polo. Entonces p es un polo
de orden k0 si y solo si (z − p)k0f (z) es acotada y

ĺım
z→p

∣∣(z − p)k f (z)∣∣ = +∞ ∀k < k0.

Demostración. Basta notar que f tiene un polo de orden k0 en p si y solo si

f (z) =
∑
k≥−k0

ak(z − p)k ,

con a−k0 ̸= 0. ■

Proposición 4.11. Sea f : D(p, r) \ {p} → C una función holomorfa tal que p es un polo de orden k0 para f .
Entonces

ak = ĺım
z→p

1

(k + k0)!
·
∂k+k0

∂zk+k0

(
(z − p)k0f (z)

)
para todo k ≥ k0.
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Demostración. Basta notar que (z − p)k0f (z) tiene una singularidad removible en p y la fórmula para los
coeficientes se sigue de la fórmula de Taylor. Los detalles se dejan como ejercicio. ■

Ejemplo 4.2. 1. Sea f (z) =
z

z − 1. Encontremos la serie de Laurent de f en C \ {1}. Para ello, notemos
que z = 1 + (z − 1) luego

f (z) =
z

z − 1 =
1

z − 1 (1 + (z − 1)) =
1

z − 1 + 1,

que tiene anillo de convergencia C \ {1}.

2. Notar que g(z) =
ez

(z − i)3(z + 2)2 es holomorfa en C \ {i ,−2}, donde la función tiene polos de orden

3 y 2 respectivamente (se deja al lector verificar esta afirmación como ejercicio).

En torno a z = i tenemos que

a−3 =
ez

(z + 2)2

∣∣
z=i
=

e i

(2 + i)2

a−2 =
∂

∂z

(
ez

(z + 2)2

) ∣∣
z=i
=

ie i

(2 + i)3

a−1 =
1

2
·
∂2

∂z2

(
ez

(z + 2)2

) ∣∣
z=i
=

e i

2(2 + i)4
.

3. Si f (z) =
ez

sen z
entonces sen z = 0 si y solo si e iz = e−iz lo que implica que e−Im z =

∣∣e iz ∣∣ = ∣∣e−iz ∣∣ =
e Im z , es decir debe ocurrir que Im z = 0, y por lo tanto sen z = 0⇔ z = kπ para k ∈ Z.

Como se cumple que ĺımz→kπ |f (z)| = +∞ y

(z − kπ)f (z) =
z − kπ
sen z

ez =
z − kπ

sen z − sen(kπ)e
z −→
z→kπ

ekπ

cos(kπ)

entonces z = kπ es un polo de orden 1 para f , si f (z) =
∑
j≥−1 aj(z − kπ)j es la serie de Laurent en

torno a kπ se tiene que

a−1 =
ekπ

cos(kπ)
= (−1)kekπ.

4.3. Residuos

Definición 4.7 (́Indice de una curva). Sea γ : [0, 1]→ C una curva C1 a pedazos, suave y cerrada. Sea p ∈ C
tal que p /∈ γ([0, 1]). Definimos el ı́ndice de γ con respecto a p como

Ind (γ, p) =
1

2πi

∫
γ

1

w − pdw =
1

2πi

∫ 1
0

γ′(s)

γ(s)− pds.

Lema 4.12. Sean γ y p como en la Definición 4.7. Entonces Ind (γ, p) ∈ Z.

Demostración. Consideremos la función g : [0, 1]→ C dada por

g(t) = (γ(t)− p) exp
[
−
∫ t

0

γ′(s)

γ(s)− pds
]
.
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Se deja como ejercicio verificar que γ es una función continua y que además g es una función diferenciable en

cada punto donde γ lo es con

g′(t) = γ′(t) exp

[
−
∫ t

0

γ′(s)

γ(s)− pds
]
+ (γ(t)− p) exp

[
−
∫ t

0

γ′(s)

γ(s)− pds
]
·
−γ′(t)
γ(t)− p = 0,

y como [0, 1] es conexo, deducimos que g(t) debe ser constante, en particular

g(0) = (γ(0)− p) = (γ(1)− p) exp
[
−
∫ 1
0

γ′(s)

γ(s)− pds
]
= g(1),

pero como γ(0) = γ(1), la única posibilidad es que exp
[
−
∫ 1
0

γ′(s)
γ(s)−pds

]
= 1, de donde obtenemos que

∫ 1
0

γ′(s)

γ(s)− pds = 2πik

para cierto k ∈ Z. ■

Observación 4.4. A modo de ejemplo, notar que si γ(t) = ekit con t ∈ [0, 2π] entonces

Ind (γ, 0) =
1

2πi

∫ 2π
0

ikekit

e ikt
dt = k,

y que γ es la curva que describe la circunferencia de centro 0 y radio 1 recorrida en sentido anti-horario (resp.

horario) si k > 0 (resp. k < 0) recorrida |k | veces. En otras palabras, la cantidad Ind (γ, 0) cuenta la cantidad
de vueltas que la curva γ da en torno al p = 0, considerando el sentido anti-horario como vueltas “positivas”

y el sentido horario como vueltas “negativas”.

Para el caso de una curva cerrada general γ la situación es análoga, es decir el ı́ndice cuenta la cantidad

de veces que la curva γ se enrolla en torno a p, contando las vueltas en sentido horario como negativas y en

sentido anti-horario como positivas.

q

p

Figura 4.1: La curva γ tiene ı́ndice 1 respecto a p e ı́ndice 0 respecto a q.

Lema 4.13. Sean γ y p como en la Definición 4.7. Sea γ̃ una ε-deformación de γ en Ω \ {p}. Entonces

Ind (γ, p) = Ind (γ̃, p).
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Demostración. Notar que la función w 7→ 1
w−p es holomorfa en Ω \ {p}, luego, gracias a la Proposición 2.20

tenemos que ∫
γ

1

w − pdw =
∫
γ̃

1

w − pdw.

■

Observación 4.5. El lema anterior es un caso particular de un resultado de topoloǵıa algebraica, que dice que

si H : [0, 1]× [0, 1]→ C \ {p} es una función continua entonces la función

I(t) = Ind (H(·, t), p)

es constante. Esta versión del resultado se puede demostrar usando el Teorema 2.25.

Lema 4.14. Si γ es una curva C1 a pedazos, suave y cerrada, entonces la función

I : C \ γ −→ Z

p 7−→ I(p) = Ind (γ, p)

es continua.

Demostración. Ejercicio. ■

Observación 4.6. Intuitivamente, si se tiene una curva cerrada en el plano complejo, entonces el conjunto

C \ γ estará dividido en N regiones conexas, una de las cuales es no-acotada. Si juntamos esto con los
resultados anteriores obtenemos que el ı́ndice de dicha curva ha de ser constante en cada una de esas regiones

conexas. De cierto modo, esto reafirma que el ı́ndice no depende tanto del punto, si no mas bien de la “región”

donde se encuentre ese punto respecto a la curva.

Definición 4.8 (Residuo). Sea f : D(p,R)\{p} → C una función holomorfa con serie de Laurent
∑
k∈Z ak(z−

p)k . Definimos el residuo de f en p como

Res f (p) = a−1 =
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)dw,

con 0 < r < R.

Proposición 4.15 (Teorema del Residuo I). Sea f : D(p, r) \ {p} → C una función holomorfa y sea
γ : [0, 1]→ D(p, r) \ {p} una curva C1 a pedazos, suave y cerrada. Entonces∫

γ

f (w)dw = 2πiRes f (p)Ind (γ, p).

Demostración. Denotemos por f (z) =
∑
k∈Z ak(z − p)k a la serie de Laurent de f en torno a p y definamos

s(z) =
∑
k<0

ak(z − p)k ,

que es holomorfa en D(p, r) \ {p}. Con esto, para z ̸= p podemos escribir

f (z) = f (z)− s(z) + s(z),
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pero la función f − s tiene una singularidad removible en p (es una serie de potencias tradicional), en particular
podemos pensar que es holomorfa en D(p, r), luego gracias al Teorema 2.23 (Teorema de Cauchy) tenemos

que ∫
γ

(f (z)− s(z))dz = 0.

Finalmente, observemos que gracias a que s converge uniformemente en compactos de D(p, r) \ {p} (en
particular en γ) ∫

γ

s(z)dz =

∫
γ

∑
k<0

ak(z − p)kdz

=
∑
k<0

ak

∫
γ

(z − p)kdz

= a−1

∫
γ

1

z − pdz

= 2πiRes f (p)Ind (γ, p),

pues la función

z 7→
1

(z − p)j

tiene antiderivada holomorfa en D(p, r) \ {p} para todo j ≥ 2, luego∫
γ

1

(z − p)j dz = 0 ∀ j ≥ 2.

■

Teorema 4.16 (Teorema del Residuo II). Sea Ω ⊆ C un abierto simplemente conexo y consideremos
p1, . . . , pN ∈ Ω. Entonces para f : Ω \ {p1, . . . , pN} → C holomorfa y γ : [0, 1]→ Ω \ {p1, . . . , pN} curva C1

a pedazos, suave y cerrada. Entonces∫
γ

f (w)dw = 2πi

N∑
k=1

Res f (pk)Ind (γ, pk).

Demostración. Para cada pk , denotemos por sk a la parte principal de la serie de Laurent de f en torno a pk .

Notar que sk es holomorfa en pj si k ≠ j , luego sk define una función holomorfa en D(pk , rk) \ {pk}, lo que
nos permite escribir

f = f −
N∑
k=1

sk +

N∑
k=1

sk .

Por otra parte la función g = f −
∑N
k=1 sk tiene singularidades removibles en todos los pk ’s y como pk /∈ γ,

el teorema de Cauchy garantiza que ∫
γ

g =

∫
γ

(
f −

N∑
k=1

sk

)
= 0,

y por tanto se tiene que ∫
γ

f =

N∑
k=1

∫
γ

sk .
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Ahora bien, para cada k ∈ {1, . . . , N} se tiene que sk es de la forma

sk(z) =
∑
j<0

aj(z − pk)j ,

y la serie es uniformemente convergente en γ pues pk /∈ γ y por lo tanto∫
γ

sk = 2πiRes f (pk)Ind (γ, pk),

gracias al teorema anterior.

■

Proposición 4.17. Sea f una función holomorfa con un polo de orden k en p, entonces

Res f (p) = ĺım
z→p

1

(k − 1)! ·
∂k−1

∂zk−1
(
(z − p)k f (z)

)
Demostración. Se obtiene directo de la Proposición 4.11 para a−1. ■

Ejemplo 4.3. Consideremos f (z) =
z

(z + 3i)3(z + 2)2
y la curva dada por la Figura 4.2.

−3i

−2

Figura 4.2: Curva para el Ejemplo 4.3.

Es claro que f tiene un polo de orden 2 en z = −2 y un polo de orden 3 en z = −3i . Calculemos los
respectivos residuos usando la Proposición 4.17. Por una parte, para z = −3i tenemos que

Res f (−3i) =
1

2
·
∂2

∂z2

(
z

(z + 2)2

) ∣∣∣
z=−3i

= −
8 + 6i

2(2− 3i)4 ,

y de manera simular tenemos que para z = −2

Res f (−2) =
∂

∂z

(
z

(z + 3i)3

) ∣∣∣
z=−2
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= −
4 + 3i

(3i − 2)4 .

Además, del dibujo deducimos que Ind (γ,−3i) = 3 e Ind (γ,−2) = −2, luego∫
γ

f (z)dz = −2πi ·
20 + 15i

(3i − 2)4

4.3.1. Aplicación: cálculo de integrales reales

Mostraremos algunos ejemplos que ilustran como utilizar el teorema del residuo para calcular distintos

tipos de integrales reales. En las técnicas que se presentan hay esencialmente tres pasos a seguir

1. Complexificar el integrando.

2. Escoger un camino de integración.

3. Verificar que el camino de integración “contiene” al segmento real de interés.

Funciones racionales I

La idea que ilustraremos aplica para integrales del tipo

(4.1)

∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
dx,

donde P y Q son polinomios tales que gr(Q) ≥ gr(P ) + 2 y Q no tiene ráıces reales de modo que∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
dx = ĺım

R→∞

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
dx.

R−R

iR

γ1

γ2

Figura 4.3: Para funciones P (z)Q(z) o
P (z)
Q(z)e

iz consideramos una semi-circunferencia orientada positivamente.
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Para calcular una integral del tipo (4.1) se considera la función compleja f (z) =
P (z)

Q(z)
que tiene

singularidades aisladas en los ceros de Q que denotamos zk , que supondremos no son ceros de P . Si

consideramos la curva γ = γ1 + γ2 dada por la Figura 4.3 tenemos que∫
γ

f (z)dz = 2πi
∑
k

Res f (zk)Ind (γ, zk).

Como la identidad vale para todo R > 0 tal que γ2 no pasa por un cero de Q podemos considerar el

resultado cuando R→ +∞. Pero en estas condiciones∫
γ1

f (z)dz =

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
dx

y como gr(Q) ≥ gr(P ) + 2 tenemos que∣∣∣∣∫
γ2

f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣∣∣P (Re it)Rie itQ(Re it)

∣∣∣∣ dt ≤ C

R
−→
R→∞

0,

de donde ∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
p es cero de Q
Im (p)>0

Res f (p).

Ejemplo 4.4. Calculemos
∫∞
−∞

1
1+x4
dx .

Para ello, sea f (z) =
1

1 + z4
y γ como en la Figura 4.3 para R > 1. En este caso, la curva γ solo encierra

las singularidades p1 =
√
2
2 + i

√
2
2 y p2 = −

√
2
2 + i

√
2
2 de f con ı́ndice 1. Además tenemos que

Res f (p1) = −
1

8
(
√
2 + i

√
2)

Res f (p2) = −
1

8
(−
√
2 + i

√
2),

de donde

(4.2)

∫
γ

f (z)dz = 2πi(Res f (p1) + Res f (p2)) =
π
√
2

2
.

Por otra parte ∫
γ1

f (z)dz =

∫ R

−R

1

1 + x4
dx −→

R→∞

∫ ∞
−∞

1

1 + x4
dx

y, como R > 1 tenemos que ∣∣∣∣∫
γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0

Rie it

1 + R4e4ti
dt

∣∣∣∣
≤
∫ π

0

∣∣∣∣ Rie it

1 + R4e4ti

∣∣∣∣ dt
≤ π

R

R4 − 1
−→
R→∞

0,

de donde, como (4.2) vale para todo R > 1, se obtiene que∫ ∞
−∞

1

1 + x4
dx =

π
√
2

2
.
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Funciones racionales trigonometricas I

Ahora consideramos integrales del tipo

(4.3)

∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
cos(x)dx o

∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
sen(x)dx,

donde P y Q son polinomios tales que gr(Q) ≥ gr(P ) + 1 y Q no tiene ráıces reales.
Para calcular (4.3) consideramos la función

f (z) =
P (z)

Q(z)
e iz

y la integramos sobre el camino descrito en la Figura 4.3. Como antes, el teorema del residuo garantiza que∫
γ

f (z)dz = 2πi
∑
k

Res f (zk)Ind (γ, zk).

Para concluir notamos que∫
γ1

f (z)dz =

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
e ixdx

=

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
cos(x)dx + i

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
sen(x)dx

−→
R→∞

∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
cos(x)dx + i

∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
sen(x)dx

y debemos probar que ∣∣∣∣∫
γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ −→R→∞ 0,
para ello consideramos γ2,1 = {z ∈ γ2 : Im z ≥ h} y γ2,2 = {z ∈ γ2 : 0 ≤ Im z < h}. Por una parte∣∣∣∣∫

γ2,1

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(γ2,1) máxz∈γ2,1
|f (z)|

≤ Rπ máx
z∈γ2,1

∣∣∣∣P (z)Q(z)

∣∣∣∣ ∣∣e iz ∣∣
≤ Cπ máx

z∈γ2,1

∣∣e−Im z ∣∣
≤ Ce−h,

y por otra parte ∣∣∣∣∫
γ2,2

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(γ2,2) máxz∈γ2,2
|f (z)|

≤ 2θR ·
C

R
máx
z∈γ2,2

∣∣e−Im z ∣∣
≤ Cθ,

donde sen θ = h
R . Si consideramos h =

√
R entonces sen θ = 1√

R
pero además, como θ ∈ [0, π2 ] tenemos que

θ ≤ π
2 sen θ ≤

2√
R
y por lo tanto∣∣∣∣∫

γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
γ2,1

f (z)dz

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
γ2,2

f (z)dz

∣∣∣∣
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≤ C(e−
√
R +

1√
R
)

−→
R→∞

0,

por lo tanto ∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
cos(x)dx + i

∫ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
sen(x)dx = 2πi

∑
p es cero de Q
Im (p)>0

Res f (p),

de donde para calcular cada integral basta ver las partes reales e imaginarias.

Ejemplo 4.5. Calculemos
∫∞
−∞

cos x
1+x2
dx .

Sea f (z) =
e iz

1 + z2
y γ como en la Figura 4.3, que solo tiene a z = i como polo encerrado por la curva.

Luego ∫
γ

f (z)dz = 2πiRes f (i) = 2πi

(
1

2ei

)
=
π

e
,

además ∫
γ1

f (z)dz =

∫ R

−R

e ix

1 + x2
dx

y como R > 1 tenemos que ∣∣∣∣∫
γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ π

0

Rie iRe
it+it

1 + R2e2it
dt

∣∣∣∣∣
≤
∫ π

0

∣∣∣∣∣Rie iRe
it+it

1 + R2e2it

∣∣∣∣∣ dt
≤

R

R2 − 1

∫ π

0

∣∣∣e iRe it ∣∣∣ dt
=

R

R2 − 1

∫ π

0

e−R sen tdt,

pero para θ ∈ (0, π2 ) tenemos que∫ π

0

e−R sen tdt =

∫ θ

0

e−R sen tdt +

∫ π−θ

θ

e−R sen tdt +

∫ π

π−θ
e−R sen tdt

≤ θ +
∫ π−θ

θ

e−R sen tdt + θ

≤ 2θ + e−R sen θ(π − 2θ),

luego, gracias a la concavidad de sen θ en [0, π2 ] tenemos que sen θ ≥
2θ
π tenemos que∣∣∣∣∫

γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ R

R2 − 1
(
π sen θ + πe−R sen θ

)
,

pero si escogemos θ de modo que sen θ =
√
R
R =

1√
R
obtenemos que∣∣∣∣∫

γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ −→R→∞ 0.
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En conclusión se tiene que∫ ∞
−∞

e ix

1 + x2
dx =

∫ ∞
−∞

cos

1 + x2
dx + i

∫ ∞
−∞

sen

1 + x2
dx =

π

e
,

pero como sen x
1+x2

es impar
∫∞
−∞

sen
1+x2
dx = 0, aśı∫ ∞

−∞

cos x

1 + x2
dx =

π

e
.

Funciones racionales trigonometricas II

Otro tipo de integrales que se puede calcular con el teorema del residuo son integrales de funciones

racionales de funciones trigonométrica de la forma∫ 2π
0

R(cos t, sen t)dt,

donde R(x, y) =
P (x, y)

Q(x, y)
es una función racional. La idea en este caso es complexificar las funciones

trigonométricas como cos t =
e it + e−it

2
y sen t =

e it − e−it

2i
. Notar que si t ∈ [0, 2π] y z = e it , entonces

cos t = 1
2

(
z + 1z

)
y sen t = 1

2i

(
z − 1z

)
, por lo tanto podemos escribir∫ 2π

0

R(cos t, sen t)dt =

∫
S(0,1)

R

(
z + 1z
2

,
z − 1z
2i

)
1

iz
dz

y si f (z) = R

(
z + 1z
2

,
z − 1z
2i

)
1

iz
y si f no tiene singularidades en S(0, 1) entonces el teorema del residuo

nos dice que ∫
S(0,1)

f (z)dz = 2πi
∑

p es singularidad
de f en D(0,1)

Res f (p).

Ejemplo 4.6. Calcular la integral
∫ 2π
0

1
2−sen θdθ.

Sea f (z) =
2

1 + 4iz − z2 . Esta función tiene singularidades en p1 = (2 −
√
3)i y en p2 = (2 +

√
3)i ,

donde solo p1 ∈ D(0, 1), por lo que ∫ 2π
0

1

2− sen θdθ =
∫
S(0,1)

f (z)dz

= 2πiRes f (p1)

= 2πi ·
1√
3i

=
2π√
3

Observación 4.7. En algunos casos puede ser conveniente considerar z = p + re it y S(p, r) en vez del disco

unitario.
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Funciones con radicales

Ejemplo 4.7. Calcular la integral

∫ ∞
0

3
√
x

1 + x2
dx .

Para calcular esta integral primero debemos complexificar la función f (x) =
3
√
x

1 + x2
. El candidato natural

es

f (z) =
3
√
z

1 + z2
,

sin embargo, la función 3
√
z no se puede definir1 de manera holomorfa en ninguna región abierta que contenga

al 0 en su interior, por lo tanto nuestro primer objetivo es escoger una definición acorde al problema que

queremos resolver. Como vimos en el Apartado 1.2.4, una manera de hacer esto es considerar la forma polar

de z = re iθ, donde r = |z | y θ = arg z , teniendo cuidado de definir de manera correcta arg z para que quede
univaluado y continuo.

Para este ejemplo en particular consideramos

3
√
z
def
= 3
√
re

iθ
3 ,

para θ ∈ (−π2 ,
3π
2 ), que define una función holomorfa

2 en la región C\{i t : t ∈ (−∞, 0]} y con ello considerar

f (z) =
3
√
z

1 + z2

que tiene polos simples en z = ±i .
Con esto en mente, para poder usar el teorema del residuo debemos utilizar una curva que esté completa-

mente contenida en C \ {i t : t ∈ (−∞, 0]} y que además nos permita calcular
∫∞
0

3√x
1+x2
dx . Un candidato es

utilizar la curva descrita en la Figura 4.4, que solo encierra al polo z = i cuando R > 1.

R−R − 1R
1
R

iR

γ1

γ2

γ3

γ4

Figura 4.4: Usamos este tipo de caminos para evitar el 0 y/o el conjunto {i t : t ∈ (−∞, 0]}.

Bajo estas condiciones, no es dif́ıcil verificar que∫
γ1

f (z)dz −→
R→∞

∫ ∞
0

3
√
x

1 + x2
dx,

1Verifique esta afirmación como ejercicio.
2Verifique esto usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma polar.
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4.3. RESIDUOS∫
γ3

f (z)dz =

∫ − 1
R

−R

t
1
3

1 + t2
dt = e i

π
3

∫ R

1
R

3
√
x

1 + x2
dx −→

R→∞
e i

π
3

∫ ∞
0

3
√
x

1 + x2
dx,∣∣∣∣∫

γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ 3
√
R

R2 − 1 · πR −→R→∞ 0∣∣∣∣∫
γ4

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ R
5
3

R2 − 1 ·
π

R
−→
R→∞

0,

de donde concluimos que

(1 + e i
π
3 )

∫ ∞
0

3
√
x

1 + x2
dx = 2πiRes f (i) = πe

i π
6 ⇒

∫ ∞
0

3
√
x

1 + x2
dx =

π√
3
.

Funciones racionales II

También se pueden calcular integrales de la forma∫ ∞
0

P (x)

Q(x)
dx

cuando gr(Q) ≥ gr(P ) + 2 y Q sin ráıces reales positivas, pero permitiendo que tengan ráıces reales negativas.
Una idea para este tipo de problemas es complexificar mediante la función

f (z) =
P (z)

Q(z)
log z,

donde log z = ln |z |+ iarg z y arg z ∈ (0, 2π), aśı f es una función holomorfa en C salvo en el eje real positivo
y en las singularidades que vengan de Q. Para recuperar la integral real que nos interesa, consideramos la

curva de la Figura 4.5, que encierra a todas las singularidades de PQ si R es suficientemente grande.

R−R

iR

−ε

iε
γ1

γ2

γ4

γ3

Figura 4.5: Camino indicado para evitar ráıces reales negativas.

Si parametrizamos γ1 y notamos que arg (x + iε) −→
ε→0+

0 tendremos que

∫
γ1

f (z)dz =

∫ R

0

P (x + iε)

Q(x + iε)
log(x + iε)dx
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=

∫ R

0

P (x + iε)

Q(x + iε)

(
ln
√
x2 + ε2 + iarg (x + iε)

)
dx

−→
ε→0+

∫ R

0

P (x)

Q(x)
ln xdx,

y como arg (x − iε) −→
ε→0+

2π se obtiene

∫
γ3

f (z)dz = −
∫ R

0

P (x − iε)
Q(x − iε) log(x − iε)dx

= −
∫ R

0

P (x − iε)
Q(x − iε)

(
ln
√
x2 + ε2 + iarg (x − iε)

)
dx

−→
ε→0+

−
∫ R

0

P (x)

Q(x)
(ln x + 2πi) dx

y por lo tanto

(4.4)

∫
γ1

f (z)dz +

∫
γ3

f (z)dz −→
ε→0+

−2πi
∫ R

0

P (x)

Q(x)
dx,

y si lo juntamos con que ∣∣∣∣∫
γ2

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ πRmáxz∈γ2
|f (z)|

≤ Cπ
lnR

R

−→
R→∞

0(4.5)

y ∣∣∣∣∫
γ4

f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ πεmáxz∈γ4
|f (z)|

≤ Cπε |ln ε|
−→
ε→0
0(4.6)

obtendremos que ∫ ∞
0

P (x)

Q(x)
dx = −

∑
p es singularidad

de P
Q
en C\[0,∞)

Res f (p)

Ejemplo 4.8. Calcular
∫∞
0

1
(x+2)(x+4)dx .

Claramente f (z) =
log z

(z + 2)(z + 4)
tiene polos simples en z = −2 y z = −4, y además

Res f (−2) =
log(−2)
2

=
ln 2 + πi

2

Res f (−4) =
log(−4)
−2 = −

ln 4 + πi

2
,

de donde para R > 4 y ε < 2 obtenemos que∫
γ

f (z)dz = 2πi

(
ln 2 + πi

2
−
ln 4 + πi

2

)
= −πi ln 2.
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Finalmente, un cálculo no muy complicado permite verificar (4.4), (4.5) y (4.6) para este caso particular, lo

que implica que ∫ ∞
0

1

(x + 2)(x + 4)
dx =

ln 2

2
.

Ejemplo 4.9. Otra manera que a veces sirve para calcular
∫∞
0

P (x)
Q(x)dx es complexificar directamente f (z) =

P (z)

Q(z)
y considerar un camino como el de la Figura 4.6 donde el ángulo θ0 ∈ (0, 2π) se escoge de manera tal

que ∫
γ3

f (z)dz −→
R→∞

α

∫ ∞
0

f (x)dx

para cierto α ∈ C con α ̸= −1.

R

θ0

γ1

γ2

γ3

Figura 4.6: Un sector circular a veces es apropiado.

Este método se puede ilustrar al calcular por ejemplo∫ ∞
0

1

1 + x3
dx

usando θ0 =
2π
3 . Al hacer esto, la integral sobre γ3 queda de la forma∫

γ3

1

1 + z3
dz −→

R→∞
e
2πi
3

∫ ∞
0

1

1 + (e
2πi
3 x)3

dx =

(
−
1

2
+ i

√
3

2

)∫ ∞
0

1

1 + x3
dx,

como además z = e i
π
3 es el único polo encerrado por esta curva (los otros son z = −1 y z = e

5π
3 que no son

encerrados por estar curva), y si además uno verifica que∫
γ2

1

1 + z3
dz −→

R→∞
0

entonces uno obtendrá que (
1

2
+ i

√
3

2

)∫ ∞
0

1

1 + x3
dx = 2πiRes f (e

i π
3 ),

y en consecuencia, luego de despejar y hacer unos cálculos se obtiene que∫ ∞
0

1

1 + x3
dx =

2π

3
√
3
.
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Series de números

Concluimos esta sección de aplicaciones con el cálculo de series de números de la forma∑
k∈Z

f (k),

donde f : Z → C es una bi-sucesión tal que f : C → C no tiene singularidades en Z y existen constantes
C,R, δ > 0 tales que3

(4.7) |f (z)| ≤
C

|z |1+δ
, ∀ |z | ≥ R

La idea es utilizar el teorema de residuo de forma “inversa” a la que hemos venido utilizando, en el sentido

que queremos encontrar una función F y una curva γ de modo que∑
p es singularidad de F

Res F (p)Ind (γ, p)

nos entregue como sub-producto la serie buscada. Una manera de hacer esto es considerar la función

F (z) = π cot(πz)f (z) = π
cos(πz)

sen(πz)
f (z),

con la observación de que la función g(z) = π cot(πz) tiene polos simples en k ∈ Z y por lo tanto

Res F (k) = ĺım
z→k
(z − k)g(z)f (z)

= ĺım
z→k

πz − πk
sen(πz)

cos(πz)f (z)

= ĺım
z→k

πz − πk
sen(πz)− sen(kπ) cos(πz)f (z)

=
1

cos(kπ)
cos(kπ)f (k)

= f (k).

Con esto en mente, tenemos que si γ es como en la Figura 4.7 entonces

∑
p es singularidad de F
encerrada por γ

Res F (p) =

N∑
k=−N

f (k) +
∑

p/∈Z es singularidad de f
encerrada por γ

Res F (p),

luego si N →∞ la serie buscada aparece. Por otra parte, el teorema del residuo nos dice que

1

2πi

∫
γ

F (z)dz =
∑

p es singularidad de F
encerrada por γ

Res F (p),

por lo que debemos estimar
∫
γ F (z)dz . Afirmamos que si N →∞ entonces dicha integral tiende a 0. Para

ello notemos que

|cot(πz)| =
∣∣∣∣cos(πz)sen(πz)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣e iπz + e−iπze iπz − e−iπz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣e2πiz + 1e2πiz − 1

∣∣∣∣ ,
3Esto es para garantizar la convergencia de la serie.
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N N+1

iN

iN+i

Figura 4.7: La curva γ utilizada para el cálculo de series.

y si z = x + i(N + 12) tenemos que para N suficientemente grande se tiene que

|cot(πz)| =

∣∣∣∣∣e2πi(x+i(N+
1
2
)) + 1

e2πi(x+(N+
1
2
) − 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣e2πix−π(2N+1) + 1e2πix−π(N+1) − 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + e−π(2N+1)1− e−π(2N+1)
≤ 2

pues 1+e
−π(2N+1)

1−e−π(2N+1) −→N→∞ 1. Además como cot(−z) = − cot(z) se tiene que para z = −(x + i(N +
1
2)) también

se cumple que

|cot(πz)| ≤ 2,

si N es suficientemente grande. Por otra parte, si z = (N + 12) + iy tenemos que

|cot(πz)| =

∣∣∣∣∣e2πi((N+
1
2
)+iy) + 1

e2πi((N+
1
2
)+iy) − 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣e2πi(N+

1
2
)−2πy + 1

e2πi(N+
1
2
)−2πy − 1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣eπie−2πy + 1eπie−2πy − 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− e−2πy1 + e−2πy

∣∣∣∣ ≤ 1,
pues e−2πy > 0. Similarmente se tiene que

|cot(πz)| ≤ 1,

cuando z = −(N + 12) + iy , y en consecuencia concluimos que

|cot(πz)| ≤ 2,

cada vez que z ∈ γ. Esto, junto con la condición 4.7 nos permite demostrar que para N ≥ R∣∣∣∣∫
γ

F (z)dz

∣∣∣∣ ≤ 8(N + 12) ·máxγ |F (z)|
= 8(N +

1

2
) ·máx

γ
|f (z)π cot(πz)|

≤ 8(N +
1

2
)2π ·máx

γ
|f (z)|

≤
CN

N1+δ
−→
N→∞

0.
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En resumen, obtenemos luego de mandar N a infinito que∑
k∈Z

f (k) = −
∑

p es singularidad
de f en C\Z

Res F (p).

Ejemplo 4.10. Si consideramos la función π
z2
cot(πz) tenemos que gracias a lo anterior se verifica que∑

p polo de F

Res F (p) = 0,

pero los polos de F son exactamente los enteros k ∈ Z. El polo en z = 0 es de orden 3 y podemos calcular
que

Res F (0) = −
π2

3
,

en tanto que los polos en z = k , k ̸= 0, son de orden 1 y verifican

Res F (k) =
1

k2
,

de donde se obtiene que ∑
k∈Z
k ̸=0

1

k2
−
π2

3
= 0,

y por lo tanto ∑
k∈N

1

k2
=
π2

6
.

4.4. Funciones meromorfas y singularidades en infinito

Definición 4.9. Decimos que un conjunto S ⊆ C es discreto si para cada s ∈ S existe r > 0 tal que

S ∩D(s, r) = {s} .

Definición 4.10. Una función f : Ω→ C con conjunto singular S ⊆ Ω se dice meromorfa si

1. S es cerrado y discreto.

2. f : Ω \ S → C es holomorfa.

3. Si S ∩D(s, r) = {s} entonces f
∣∣
D(s,r)

tiene un polo en s.

Lema 4.18. Sea Ω ⊆ C un abierto conexo, f : Ω → C holomorfa no idénticamente nula, y sea Z(f ) =
{z ∈ Ω : f (z) = 0}, entonces F : Ω→ C definida como

F (z) =
1

f (z)

es una función meromorfa con conjunto singular Z(f ).
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Demostración. Vimos que Z(f ) es un conjunto sin puntos de acumulación, lo que lo hace ser discreto y

cerrado. Además, es claro que F (z) =
1

f (z)
es holomorfa en Ω \ Z(f ).

Finalmente, si s ∈ S y r > 0 son tales que D(s, r) ⊆ Ω y D(s, r) ∩ Z(f ) = {s}, entonces

|F (z)| =
1

|f (z)| −→z→s +∞,

es decir, s es un polo para F . ■

Lema 4.19. Si denotamos porM(Ω) = {f : Ω→ C : f es meromorfa}, entonces (M(Ω),+, ·) es un cuerpo.

Demostración. Ejercicio. ■

Definición 4.11 (Singularidad en infinito). Sea Ω ⊇ D(0, R)c un abierto, y f : Ω→ C una función holomorfa.
Si G : D(0, 1R) → C está definida como G(z) = f (1z ), entonces decimos que f tiene una singularidad

removible (resp. polo, esencial) en +∞ y G tiene una singularidad removible (resp polo, esencial) en 0.

Notar que si G(z) tiene una serie de Laurent
∑
k∈Z akz

k en torno a p = 0, entonces
∑
k∈Z a−kz

k es una

serie de Laurent para f en torno a p =∞. Con esto en mente, las singularidades en ∞ se caracterizan por
los coeficientes que acompañan a las potencias positivas de z en la función G.

Teorema 4.20. Suponga que f es una función entera. Entonces

|f (z)| −→
|z |→∞

+∞ (es decir f tiene un polo en infinito) si y solo si f es un polinomio no constante.

f tiene una singularidad removible en ∞ si y solo si f es constante.

Demostración. Notar que como f es entera, entonces f (z) =
∑
k≥0 akz

k converge para todo z ∈ C, luego
G(z) = f (1z ) =

∑
k≥0 akz

−k es la serie de Laurent de G en torno a z = 0, por lo tanto

f (z) =
∑
k≥0

akz
k

es la serie de Laurent de f en torno a ∞. Luego si ∞ es un polo, la serie debe tener solo un número finito de
términos, por lo que f debe ser un polinomio. De manera similar, si ∞ es removible, entonces f debe ser
acotada, luego f es entera y acotada, luego f es constante por el teorema de Liouville. ■

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos que si f es una función entera no polinomial o

constante, entonces f ha de tener una singularidad esencial en ∞.

Definición 4.12. Dado Ω ⊇ D(0, R)c , una función f : Ω→ C se dice meromorfa en ∞ si G(z) = f (1z ) es
meromorfa en D(0, 1R ).

Teorema 4.21. Una función f : C→ C meromorfa es también es meromorfa en ∞ si y solo si es una función
racional (cociente de polinomios).

Demostración. Supongamos primero que f tiene un polo en infinito. Al ser una singularidad aislada, entonces

cualquier otro polo debe estar contenido en D(0, R) para cierto R > 0. Dicho conjunto de polos en D(0, R)

debe ser un conjunto finito (de lo contrario tendŕıa un punto de acumulación en D(0, R), lo que contradice

que tal conjunto sea discreto).
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Si la singularidad en infinito es removible, entonces f es acotada en D(0, R)c para cierto R > 0 y por lo

tanto se concluye igual que antes que los polos de f han de estar contenidos en D(0, R) y por tanto son un

conjunto finito.

En cualquiera de los casos, tenemos que el conjunto de polos {p1, p2, . . . , pm} de la función es finito y
por lo tanto tenemos que

G(z) = f (z)

m∏
k=1

(z − pk)

solo tiene singularidades removibles en C y por tanto podemos suponer que es entera, y solo basta probar que
G es racional.

Si G tiene una singularidad removible en infinito entonces G ha de ser constante (racional) gracias

al Teorema 4.20. Si G tiene un polo en infinito, entonces G debe ser un polinomio (racional) gracias al

Teorema 4.20. Finalmente, G no puede tener una singularidad esencial en infinito, de ser aśı f la tendŕıa, pero

estamos suponiendo que f es meromorfa en infinito y por lo tanto ∞ solo puede ser un polo o removible.
Verificar que una función racional es meromorfa en infinito se deja como ejercicio. ■

El concepto de funciones meromorfas queda mejor si trabajamos en la compactificación de Alexandroff de

C, es decir, en C ∪ {∞}, y trata a ∞ como un punto mas. En este formalismo una función f tiene un polo
en p si f (p) =∞ y f es holomorfa en una vecindad de p.
En este contexto, y si por ejemplo considereamos un polinomio holomorfo P (z), entonces P es meromorfa

en ∞ con P (∞) =∞. Similarmente, si f : D(p, r) \ {p} → C tiene un polo en p entonces podemos pensar
que lo que ocurre es que f : D(p, r)→ C ∪ {∞} es holomorfa con f (p) =∞.
Volveremos a estudiar un poco mas en detalle la compactificación C ∪ {∞} en el Caṕıtulo 6.

4.5. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Encuentre y clasifique las singularidades aisladas de las siguientes funciones:

1. sen 1z .

2.
sen z

z
.

3. ze
1
z e−

1

z2 .

4.

∑
k≥2 2

kzk

z3
.

Ejercicio 4.2. Muestre que ∑
k≥1
2−2

k

z−k

converge absolutamente si z ̸= 0, que define una función que tiene una singularidad esencial en p = 0.

Ejercicio 4.3. Encuentre el anillo de convergencia de la serie
∑
k∈Z

zk

kk
.

Ejercicio 4.4. Muestre que si f tiene un polo en P , entonces
1

f
tiene una singularidad removible en P .

Ejercicio 4.5. Muestre que si g : D(P,R) \ {p} → C es holomorfa y no acotada, y si existe m ∈ N tal que
(z − P )mg(z) es acotada, entonces g tiene un polo en P .
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Ejercicio 4.6. Muestre que si f : D(0, R) \ {0} → C es holomorfa y tiene una singularidad esencial en P = 0,
entonces zmf (z) tiene una singularidad esencial en P = 0 para todo m ∈ N.

Ejercicio 4.7. Muestre que la serie de Laurent (en torno a P = 0) para la función f (z) =
1

ez − 1 es de la
forma

1

z
−
1

2
+
∑
k≥1
(−1)k−1

B2k
(2k)!

zk ,

para ciertos B2k ∈ R. Calcule expĺıcitamente B2 y B4.

Ejercicio 4.8. Considere la función f (z) =
1

z2 − 4z . Determine la serie de Laurent o de potencias, según
corresponda, de f en los siguientes dominios.

1. |z | > 4.

2. |z − 2| < 2.

Ejercicio 4.9. Encuentre y clasifique todas las singularidades aisladas de f (z) =
1

z2(ez − 1). Si la singularidad
es un polo, determine su orden y residuo.

Ejercicio 4.10. En la demostración del Lema 4.12, muestre que

g(t) = (γ(t)− p) exp
[
−
∫ t

0

γ′(s)

γ(s)− pds
]

define una función continua.

Ejercicio 4.11. Demuestre el Lema 4.14.

Ejercicio 4.12. Sea γ una curva C1 a pedazos, suave y cerrada. Muestre que

Ind (γ, p) −→
|p|→∞

0,

y concluya que Ind (γ, q) = 0 para todo q en la región no-acotada determinada por γ.

Ejercicio 4.13. Calcular la integral
∫∞
−∞

sen x
x dx .

Para ello considere f (z) = z−1e iz y note que z = 0 es un polo para la función y el camino de la Figura 4.3

pasa por dicho polo. Para evitar eso, y poder utilizar el teorema del residuo, considere el camino señalado en

la Figura 4.4.

Ejercicio 4.14. Dada f (z) =
sen z

z3(z − 2)(z + 1), calcule Resf (0).

Ejercicio 4.15. Calcule
∫
γ

ez

z(z+1)(z+2)dz , donde γ es el triángulo con vértices 1± i y −3 recorrido de manera
horaria.

Ejercicio 4.16. Use el teorema de los residuos para calcular las siguientes integrales

1.
∫∞
0

√
x

1+x2
dx .

2.
∫ 2π
0

1
5+3 sen θdθ.

3.
∫∞
0

x2

1+x10
dx . Ayuda: Use el Ejercicio 1.7 para calcular el residuo.
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4.
∫∞
0

1
1+xn dx para n ≥ 2. Ayuda: Use un sector circular que tenga al segmento [0, R] como uno de sus

lados y que solo encierre 1 polo de la función.

5.
∫∞
−∞

sen2 x
x2
dx . Ayuda: Primero use integración por partes.

6.
∫ 2π
0

1
2+(sen θ)2

dθ.

Ejercicio 4.17. Encuentre todos los polos de la función f (z) =
1

sen( 11−z )
en D(0, 1).

Ejercicio 4.18.

1. Encuentre y clasifique todas las singularidades aisladas de la función

f (z) = πz−2cot(πz).

En el caso de los polos, calcule su orden y su residuo.

2. Use lo anterior para calcular
∑∞
k=1

1

k2
.

Ejercicio 4.19. Calcular la serie
∑∞
k=0

1

1 + k4
.

Ejercicio 4.20. Calcular la serie
∑∞
k=1

(−1)k

k2
. Ayuda: Considere la función f (z) =

π csc(πz)

z2

Ejercicio 4.21. Para x ∈ R\Z calcule la serie
∑∞
k=1

1

k2 − x2 . Ayuda: Considere la función f (z) =
cot(πz)

z(πz − x)

Ejercicio 4.22. Demuestre que dados puntos distintos p1, p2, . . . , pN ∈ C y α1, α2, . . . , αN ∈ C, entonces
existe una función f : C \ {p1, . . . , pN} → C holomorfa tal que pi es un polo para f y Res(f , pi) = αi para
todo i = 1, . . . , N.
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Caṕıtulo 5

Mas sobre los ceros de funciones holomorfas

5.1. El principio del argumento

Recordemos que de la fórmula de Cauchy tenemos que si f : Ω → C es una función holomorfa y
D(p, r)⊆ Ω, entonces

f (z) =
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

w − z dw

vale para todo z ∈ D(p, r). En particular, es importante notar que los valores de f en D(p, r) están

completamente determinados por los valores de f sobre S(p, r). Con esto, si queremos saber si una función f

se anula en algún punto del disco, basta estudiar lo que ocurre en la frontera del disco.

Por otra parte, recordemos que los ceros de una función holomorfa son aislados, luego si f : Ω→ C es
una función holomorfa no idénticamente nula tal que f (p) = 0 para cierto p ∈ Ω, entonces existe r > 0 tal
que f

∣∣
D(p,r)

solo se anula en p. Además, como f es anaĺıtica con f (p) = 0, debemos tener que

f (z) =
∑
k≥0

ak(z − p)k =
∑
k≥1

ak(z − p)k ,

lo que nos dice que
f (z)

z − p
tiene una singularidad removible en z = p. Si además suponemos que ak = 0 para todo k = 1, . . . , n − 1 y
an ̸= 0, entonces

f (z)

(z − p)n =
∑
k≥0

aj+n(z − p)k

también tiene una singularidad removible en z = p. Sin embargo, la función

f (z)

(z − p)n+1 =
an
z − p +

∑
k≥0

aj+n+1(z − p)k

tiene un polo simple en z = p. Este análisis da pie para la siguiente

Definición 5.1. Dada una función holomorfa f : Ω→ C y un cero p de f , decimos que p es un cero de orden
n (o multiplicidad n) si f se puede escribir como la serie de potencias

f (z) =
∑
k≥n

ak(z − p)k ,

con an ̸= 0.
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5.1. EL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

y al siguiente

Lema 5.1. Si f tiene un cero de orden n en p, entonces la función

F (z) =
f (z)

(z − p)n

tiene una singularidad removible en z = p.

Observación 5.1. La definición y el lema nos dan a entender que cerca de sus ceros, las funciones holomorfas

se comportan de manera muy similar a un polinomio en el sentido que f (z) ≈ (z − p)n para cierto n ∈ N.
El siguiente resultado nos dice como encontrar el orden de un cero p en D(p, r) solo conociendo los

valores de f en S(p, r).

Lema 5.2. Sea f : Ω → C una función holomorfa tal que D(p, r) ⊆ Ω con p es un cero de orden n (y su
único cero en D(p, r)). Entonces

n =
1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)
dw.

Demostración. Como vimos, si p es un cero de orden n, entonces f (z) =
∑
k≥n ak(z − p)k con an ̸= 0, de

donde

H(z) =
f (z)

(z − p)n ,

coincide con la función holomorfa
∑
k≥n ak(z − p)k−n para z ̸= p y satisface H(z) ̸= 0 para todo z ∈ D(p, r).

Un cálculo directo nos dice que para w ̸= p
f ′(w)

f (w)
=
H′(w)

H(w)
+

n

w − p ,

pero como H no se anula en D(p, r) tenemos que
H′(w)

H(w)
es holomorfa en D(p, r), luego el teorema de

Cauchy implica que ∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)
dw =

∫
S(p,r)

H′(w)

H(w)
dw +

∫
S(p,r)

n

w − pdz = 0 + 2πin,

■

El resultado anterior se generaliza fácilmente para obtener

Proposición 5.3. Sea f : Ω → C una función holomorfa tal que D(p, r) ⊆ Ω tal que f (z) ̸= 0 para todo
z ∈ S(p, r). Si {zk}lk=1 son los ceros de f en D(p, r) con multiplicidades {nk}

l
k=1 respectivamente, entonces

1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)
dw =

l∑
k=1

nk .

Demostración. Considerar

H(z) =
f (z)

(z − z1)n1(z − z2)n2 · . . . · (z − zl)nl

y notar que H coincide con una función holomorfa en D(p, r) \ {zk}lk=1 que satisface

f ′(w)

f (w)
=
H′(w)

H(w)
+

l∑
k=1

nk
w − zk

,

de donde se concluye el resultado. ■
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5.1. EL PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

La integral 12πi
∫
S(p,r)

f ′(w)
f (w) dw también sirve para detectar polos de funciones

Lema 5.4. Sea f : Ω \ {p} → C una función holomorfa que no se anula tal que D(p, r)⊆ Ω y p es un polo
de orden m para f . Entonces

−m =
1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)
dw.

Demostración. En este caso, basta considerar la función H(z) = (z − p)mf (z) no nula y argumentar como
antes. ■

El lema anterior se generaliza para obtener

Proposición 5.5. Sea f : Ω→ C una función meromorfa tal que D(p, r)⊆ Ω que satisface f (z) ̸= 0 para
todo z ∈ D(p, r). Si

{
pj
}l̃
j=1
son los polos de f en D(p, r) con órdenes

{
mj
}l̃
j=1
respectivamente, entonces

1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)
dw = −

l̃∑
j=1

mj .

Demostración. Considerar H(z) = (z − p1)m1(z − p2)m2 · . . . · (z − pl̃)
ml̃ f (z) ■

Si juntamos los resultados anteriores tenemos el siguiente

Teorema 5.6 (Principio del Argumento). Sea f : Ω→ C una función meromorfa que no tiene ni ceros ni
polos en S(p, r) con D(p, r)⊆ Ω, entonces

1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)
dw =

∑
k

nk −
∑
j

mj ,

donde nk son los órdenes de los ceros de f en D(p, r) y mj son los órdenes de los polos de f en D(p, r).

Observación 5.2. Este teorema se conoce como el principio del argumento pues si notamos que

(Log f (z))′ =
f ′(z)

f (z)
,

y como Log z = log |z |+ iArg (z) tenemos que si γ = S(p, r) entonces∫
γ

f ′(z)

f (z)
dz =

∫
γ

(Log f (z))′dz = Log f (z)
∣∣punto final
punto inicial

= iArg (f (z))
∣∣punto final
punto inicial

para cierto k ∈ Z. En otras palabras la integral mide como cambia el argumento de f a lo largo de la curva γ,
y el resultado anterior nos dice que dicho cambio corresponde a la suma de los órdenes entre ceros y polos.

Observación 5.3. Otra manera de ver esto es considerar el cambio de variables w = f (z) y escribir

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f (z)
dz =

1

2πi

∫
f (γ)

1

w
dw,

donde la integral obtenida no es otra cosa que el ı́ndice de la curva f ◦ γ respecto al punto w = 0.
En particular, si f es una función holomorfa cualquiera y γ es una curva cerrada que no contiene ni ceros

ni singularidades de f , entonces la cantidad 1
2πi

∫
γ
f ′(z)
f (z) dz debe ser un entero gracias al Lema 4.12.

Observación 5.4. El principio del argumento vale si se cambia S(p, r) por cualquier curva γ que es homotopi-

camente equivalente a S(p, r) y que no contenga ni ceros ni polos de f . La suma se realizará sobre los polos

y ceros encerrados por γ.
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5.2. Aplicaciones del principio del argumento

Dentro de los corolarios importantes del principio del argumento se encuentra el hecho de que las funciones

holomorfas son abiertas

Proposición 5.7 (Teorema función abierta). Sea Ω ⊆ C un abierto y f : Ω→ C una función holomorfa no
constante, entonces f (Ω) es abierto.

Demostración. Sea q ∈ f (Ω), queremos demostrar que existe ε > 0 tal que D(q, ε) ⊆ f (Ω), o en otras

palabras, para cada z ∈ D(q, ε) debemos encontrar w ∈ Ω tal que f (w)− z = 0.
Como q ∈ f (Ω) tenemos que debe existir p ∈ Ω tal que f (p) = q, de donde podemos definir la función

g(z) = f (z) − f (p) = f (z) − q que satisface g(p) = 0. Dado que f no es constante, tenemos que debe
existir r > 0 tal que D(p, r)⊆ Ω y g(z) ̸= 0 para todo z ∈ D(p, r) \ {p}. Sea k0 ≥ 1 el orden del cero p de
g, luego el Teorema 5.6 nos dice que

k0 =
1

2πi

∫
S(p,r)

g′(w)

g(w)
dw =

1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)− q dw.

Como el conjunto S(p, r) es compacto tenemos que ε
def
= ḿınw∈S(p,r) |f (w)− q| > 0, luego, para todo

z ∈ D(q, ε) y todo w ∈ S(p, r) tenemos que

|f (w)− z | = |f (w)− q + q − z | ≥ |f (w)− q| − |z − q| ≥ ε− |z − q| > 0,

uniformemente en w . Por lo tanto la función N : D(q, ε)→ C definida como

N(z) =
1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(w)

f (w)− z dw

está bien definida y se puede verificar que es continua en D(q, ε). Además, para cada z fijo, el valor de N(z)

corresponde al número de ceros (contados con multiplicidad) de la función w 7→ f (w)− z dentro de D(p, r).
En particular N(z) ∈ N ∪ {0}.
Lo anterior nos dice que N : D(q, ε) → N y como ya sabemos que es continua, por lo tanto debe ser

constante, ya que D(q, ε) es conexo. Como N(q) = k0, tenemos que N(z) = k0 para todo z ∈ D(q, ε). En
otras palabras tenemos que para cada z ∈ D(q, ε) la ecuación f (w)− z = 0 tiene k0 soluciones (contadas
con multiplicidad) en D(p, r), en particular z ∈ f (D(p, r)) para todo z ∈ D(q, ε), lo que demuestra que
D(q, ε) ⊆ f (D(p, r)) ⊆ f (Ω). ■

Otra consecuencia importante del principio del argumento es el teorema de Rouché, que permite detectar

ceros de funciones holomorfas en base a una comparación con otra función.

Teorema 5.8 (Rouché). Sean f , g : Ω→ C funciones holomorfas sobre Ω ⊆ C abierto. Si D(p, r)⊆ Ω es tal
que

(5.1) |f (z)− g(z)| < |f (z)|+ |g(z)| ∀ z ∈ S(p, r),

entonces

#Z(f , D(p, r)) =
1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(z)

f (z)
dz =

1

2πi

∫
S(p,r)

g′(z)

g(z)
dz = #Z(g,D(p, r)).

Dicho de otra manera, el teorema de Rouché nos dice que si somos capaces de verificar la desigualdad

(5.1), entonces la cantidad de ceros de f en D(p, r) es la misma que la cantidad de ceros de g en D(p, r),

en ambos casos contadas con multiplicidad.
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Demostración. Primero observemos que (5.1) implica que |f | > 0 y |g| > 0 en S(p, r), aśı para w ∈ S(p, r)

se puede definir h(w) =
f (w)

g(w)
. Veamos que h /∈ R−, en efecto, si existe w ∈ S(p, r) tal que h(w) = −λ

para cierto λ ≥ 0, entonces

|h(w)− 1| = |−λ− 1|
= λ+ 1

= |h(w)|+ 1,

de donde se contradice la desigualdad estricta en (5.1).

Si definimos H : [0, 1]× S(p, r)→ C como

H(t, w) = tf (w) + (1− t)g(w),

entonces la observación anterior nos dice que H(t, w) ̸= 0 para todo (t, w) ∈ [0, 1]× S(p, r). En efecto, si
existe (t, w) ∈ (0, 1)× S(p, r) tal que tf (w) + (1− t)g(w) = 0 entonces

0 = tf (w) + (1− t)g(w) =
t

g(w)

(
h(w) +

1− t
t

)
⇒ h(w) = −

1− t
t

.

Por lo anterior la función I : [0, 1]→ C dada por

I(t) =
1

2πi

∫
S(p,r)

∂H
∂w (t, w)

H(t, w)
dw

está bien definida. Gracias a que H(t, w) nunca es cero se puede demostrar (ejercicio para el lector) que

la función I es continua en el intervalo [0, 1]. Como además la cantidad I(t) cuenta los ceros de la función

H(t, ·) en D(p, r) tenemos que I(t) ∈ N∪{0}, de donde deducimos que I debe ser constante, lo que concluye
la demostración. ■

Usualmente se utiliza la siguiente versión del teorema de Rouche que requiere una condición mas fuerte

que (5.1).

Corolario 5.9 (Rouché). Sean f , g : Ω→ C funciones holomorfas sobre Ω ⊆ C abierto. Si D(p, r)⊆ Ω es tal
que

(5.2) |f (z)− g(z)| < |g(z)| ∀ z ∈ S(p, r),

entonces

#Z(f , D(p, r)) =
1

2πi

∫
S(p,r)

f ′(z)

f (z)
dz =

1

2πi

∫
S(p,r)

g′(z)

g(z)
dz = #Z(g,D(p, r)).

Ejemplo 5.1. Sea f (z) = z5 + 5z3 − z − 2. El teorema de Rouché nos permite determinar cuando ceros
tiene f en el disco D(0, 1). En efecto, si consideramos g(z) = 5z3 tenemos que para |z | = 1

|f (z)− g(z)| =
∣∣z5 − z − 2∣∣ ≤ |z |5 + |z |+ 2 = 4 < 5 = ∣∣5z3∣∣ = |g(z)|

de donde concluimos que la cantidad de ceros de f en D(0, 1) debe ser la misma que la cantidad de ceros

de g. Pero g tiene solo a z = 0 como cero, con multiplicidad 3, luego f debe tener 3 ceros (contados con

multiplicidad) en D(0, 1).

Notar que además se puede determinar que las 3 ráıces en realidad son las únicas en el disco D(0, 2) pues

si |z | = 2 entonces
|f (z)− g(z)| =

∣∣z5 − z − 2∣∣ ≤ 36 < 40 = ∣∣5z3∣∣ = |g(z)|
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Figura 5.1: Ráıces de la función f (z) = z5 + 5z3 − z − 2 respecto al disco unitario.

Ejemplo 5.2. Sea f (z) = 2z10 + 4z2 + 1, determine el número de ceros de f en D(0, 1). Notar que si

g(z) = 4z2 y si |z | = 1 entonces

|f (z)− g(z)| =
∣∣2z10 + 1∣∣ ≤ 3 < 4 = ∣∣4z2∣∣ = g(z),

de donde concluimos que f tiene la misma cantidad de ceros que g, es decir 2.

Observación 5.5. Tal como en el principio del argumento, se puede generalizar el teorema de Rouché usando

el Teorema de Cauchy, es decir, el resultado siguen siendo válido si se cambia la circunferencia S(p, r) por

una curva γ homotópicamente equivalente a S(p, r) en Ω de modo que f no tenga ceros sobre γ.

Corolario 5.10 (Teorema fundamental del álgebra). Sea P (z) = zn+
∑n−1
k=0 akz

k un polinomio con coeficientes

complejos. Entonces P tiene n ráıces en C.

Demostración. Consideremos g(z) = zn, luego si R ≥ máx
{
1, 2

∑n−1
k=0 |ak |

}
tenemos que para |z | = R

∣∣∣∣P (z)− g(z)g(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∑n−1

k=0 akz
k
∣∣∣

|z |n ≤
n−1∑
k=0

|ak |Rk−n ≤
1

R

n−1∑
k=0

|ak | ≤
1

2
< 1

de donde |P − g| < |g| sobre S(0, R). Luego el teorema de Rouché garantiza que P debe tener la misma
cantidad de ceros que g en D(0, R), pero g tiene exactamente n ceros en D(0, R) (z = 0 tiene multiplicidad

n). ■

Corolario 5.11 (Teorema función inversa). Suponga que f es holomorfa en una vecindad de z0 con f
′(z0) ̸= 0.

Entonces f admite una inversa holomorfa en una vecindad de f (z0).
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Figura 5.2: Ráıces de la función f (z) = 2z10 + 4z2 + 1 respecto al disco unitario.

Demostración. Sin perder generalidad se puede suponer que z0 = 0 y f (z0) = 0. Como f es anaĺıtica se tiene

que

f (z) =
∑
k≥1

akz
k = a1z +

∑
k≥2

akz
k

pues f (0) = 0 y f ′(0) = a1 ̸= 0. Si consideramos f̃ = 1
a1
f podemos suponer que f ′(0) = a1 = 1, es decir

f (z) = z + z2
∑
k≥0

ak+2z
k = z + z2h(z).

Si |z | ≤ r es suficientemente pequeño, por la continuidad de h en z = 0 tenemos que |h(z)| ≤ M para cierto
M > 0 y por lo tanto

|f (z)− z | ≤ M |z |2 .

Ahora bien, queremos demostrar que si b es cercano a f (z0) = 0 entonces se puede encontrar una única

solución z , cercana a z0 = 0, para la ecuación f (z) = b. Para ello, consideremos la función fb(z) = f (z)− b
y la función gb(z) = z − b. Tenemos que para |z | = r podemos escribir

|fb(z)− gb(z)| = |f (z)− z | ≤ Mr2,

y queremos que Mr2 < |gb(z)| = |z − b| para poder usar el Teorema 5.8, pero esto ocurre por ejemplo si
Mr2 < r − |b| ⇔ |b| < r −Mr2 = r2(1r −M), de donde si r <

1
M obtenemos que la cantidad de ceros

de fb en D(0, r) es la misma que la de gb en D(0, r), pero ésta última función tiene exactamente un cero,

z = b ∈ D(0, r).
Lo anterior demuestra que si r < 1

M , entonces para todo b ∈ D(0, r −Mr
2) existe una única solución a la

ecuación f (z) = b en D(0, r), es decir la función f es localmente biyectiva.
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Como ya sabemos que f es una función abierta, entonces tenemos que donde existe, la función f −1 es

continua. Para ver que es holomorfa basta notar que

f −1(w1)− f −1(w2)
w1 − w2

=
z1 − z2

f (z1)− f (z2)
,

donde f (zj) = wj , y el ĺımite cuando w1 → w2 ⇔ z1 → z2 existe si f
′(z2) ̸= 0, lo que está garantizado en

una vecindad de z0 pues ah́ı f
′(z0) ̸= 0. ■

Una consecuencia importante del teorema de la función abierta tiene que ver con los máximos de funciones

holomorfas

Teorema 5.12 (Principio del módulo máximo). Sea Ω ⊆ C un abierto conexo y f : Ω → C una función
holomorfa. Si existe p ∈ Ω tal que

|f (z)| ≤ |f (p)| ∀ z ∈ Ω,

entonces f debe ser constante.

Observación 5.6. Este resultado dice que el módulo de las funciones holomorfas no puede tener máximos

globales interiores. Sin embargo, tampoco pueden haber máximos relativos interiores, esto pues de haber uno

en z = p, la función f
∣∣
D(p,r)

tendŕıa un máximo global en z = p, por lo que debe ser constante en D(p, r) e

igual a f (p). Pero esto implicaŕıa que la función F (z) = f (z)− f (p) es idénticamente igual a cero en D(p, r),
lo que implica que F ≡ 0 en todo Ω.

Demostración. Si f no es constante y como Ω es abierto y conexo, tenemos que f (Ω) es abierto, lo que

implica que debe existir w ∈ f (Ω) con |w | > |f (p)|, lo que es una contradicción. ■

Teorema 5.13. Sea Ω ⊆ C un abierto, conexo y acotado. Si f : Ω→ C es holomorfa sobre Ω y continua
sobre Ω, entonces

máx
w∈Ω
|f (w)| = máx

w∈∂Ω
|f (w)| .

Demostración. Si f es constante, no hay nada que demostrar. Si f no es constante, entonces |f | no puede
tener un máximo interior en Ω, luego el máximo debe alcanzarse en la frontera. ■

Teorema 5.14 (Principio del módulo ḿınimo). Sea f : Ω → C holomorfa sobre Ω abierto conexo tal que
f (z) ̸= 0 para todo z ∈ Ω. Si existe p ∈ Ω tal que

|f (p)| ≤ |f (z)| ∀ z ∈ Ω,

entonces f es constante.

Demostración. Basta considerar g(z) =
1

f (z)
y aplicar el Teorema 5.13. ■

Concluimos esta sección con el Lema de Schwarz que nos permitirá caracterizar las funciones bi-holomorfas

en el disco unitario.

Teorema 5.15 (Lema de Schwarz). Sea f : D(0, 1) → D(0, 1) una función holomorfa tal que f (0) = 0.

Entonces

1. |f (z)| ≤ |z |.
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2. |f ′(0)| ≤ 1.

Si además existe p ∈ D(0, 1) tal que |f (p)| = |p|, ó bien |f ′(0)| = 1, entonces f (z) = e iθz para cierto

θ ∈ [0, 2π).

Demostración. Como f (0) = 0, tenemos que la función g : D(0, 1)→ C definida como

g(z) =


f (z)

z
si z ̸= 0

f ′(0) si z = 0

es una función holomorfa. Si |w | = r < 1, entonces

|g(w)| =
∣∣∣∣ f (w)w

∣∣∣∣ ≤ 1

|w | =
1

r
,

luego el Teorema 5.13 implica que

|g(z)| ≤
1

r
∀ z ∈ D(0, r).

Como esto vale para todo 0 < r < 1, concluimos que |g(z)| ≤ 1 para todo z ∈ D(0, 1) de donde se obtiene
la primera parte del resultado.

Si suponemos que existe p ∈ D(0, 1) tal que |f (p)| = |p| (o bien si |f ′(0)| = 1), entonces |g(p)| = 1 (o
bien |g(0)| = 1), o sea |g| tiene un máximo interior, de donde se concluye que g debe ser constante, es decir

g(z) = α ∈ C,

pero como |g(p)| = 1 se concluye que |α| = 1, en otras palabras, α = e iθ para cierto θ ∈ [0, 2π). ■

5.3. Ejercicios

Ejercicio 5.1. Determine la cantidad de soluciones que tiene la ecuación z8 − 5z3 = 2 − z en la región
1 < |z | < 2.

Ejercicio 5.2. Determine la cantidad de ceros (contados con multiplicidad) que tiene el polinomio f (z) =

z8 − 6z3 + 3z + 1 en la región |z | > 1.

Ejercicio 5.3. Determine la cantidad de ceros de la función f (z) = 2 + z2 + e iz en H.

Ejercicio 5.4. Verifique de manera expĺıcita que el módulo de la función f (z) = ez alcanza su máximo y su

ḿınimo en la frontera de cualquier conjunto compacto.

Ejercicio 5.5. Use el principio del modulo ḿınimo para demostrar el Teorema Fundamental del Álgebra.

Ejercicio 5.6. Suponga que f es holomorfa en Ω ⊇ D(0, 1) y que satisface

|f (z)| ≤ 4 si |z | = 1 e Im z ≥ 0, y

|f (z)| ≤ 5 si |z | = 1 e Im z ≥ 0.

Muestre que |f (0)| ≤ 2
√
5. Ayuda: Considere g(z) = f (z)f (−z).
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Ejercicio 5.7. Sean f , g dos funciones holomorfas en Ω y sea U ⊆ Ω un abierto acotado. Considere la función
r(z) = |f (z)|+ |g(z)| y muestre que

máx
z∈Ū

r(z) = máx
z∈∂U

r(z).

Ejercicio 5.8. Muestre que no existe una función holomorfa f : D(0, 1) \ {0} → C tal que f (z)2 = z para
todo z ∈ D(0, 1) \ {0}. Ayuda: Argumente por contradicción y utilice el lema de Schwarz apropiadamente.

Ejercicio 5.9. Muestre que no existe una función holomorfa f : A0(1, 2)→ C tal que f (z)2 = z para todo
z ∈ A0(1, 2).

Ejercicio 5.10. Muestre que no existe una función holomorfa f : H = {Im z > 0} → C tal que f (z)2 = z2+ i
para todo z ∈ H.

Ejercicio 5.11 (Teorema de Hurwitz). Sea Ω un dominio y sea (fn)n∈N una sucesión de funciones holomorfas

tales que fn → f uniformemente en compactos de Ω.

1. Suponga que cada fn no tiene ceros en Ω, muestre que f (z) ≡ 0 o bien f no tiene ceros en Ω.

2. Suponga ahora que cada fn es inyectiva. Muestre que o bien f es constante o f es inyectiva.

Ejercicio 5.12. Sea Ω un dominio y p ∈ Ω. Suponga que f : Ω \ {p} → C es holomorfa e inyectiva.

1. Muestre que si p es removible para f entonces la extensión f̂ : Ω→ C dada por el Teorema 4.1 también
es inyectiva. Ayuda: Suponga por contradicción que existe q ∈ Ω \ {p} tal que a = f (q) = f̂ (q) = f̂ (p)
y use el teorema de la aplicación abierta con vecindades de p y q disjuntas en Ω.

2. Demuestre que p no puede ser una singularidad esencial. Ayuda: Use el teorema de la aplicación abierta

para contradecir el Teorema 4.2.

Ejercicio 5.13. Para Ω ⊆ C abierto, considere f : Ω→ C una función holomorfa. Muestre que para cada
p ∈ Ω tal que f ′(p) ̸= 0 existe r > 0 tal que

2πi

f ′(p)
=

∫
S(p,r)

1

f (w)− f (p)dw.

Ayuda: Escriba f (w) = f (p) + f ′(p)(w − p) + · · ·.
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Caṕıtulo 6

Mapas Conformes y algo de geometŕıa

6.1. Geometŕıa en dimensión 2

En esta sección haremos una muy breve introducción a distintos tipos de geometŕıa que ser pueden

implementar en el plano. Cada uno de estos tipos los reconoceremos en el plano complejo estudiando el

comportamiento de las funciones holomorfas en distintos subconjuntos de C.

6.1.1. Geometŕıa Euclidiana o plana

Es la geometŕıa tradicional que se puede implementar en C ∼= R2. Algunas de las propiedades fundamentales
de esta geometŕıa son:

El concepto de “recta” es el habitual del plano.

Dados una recta L y un punto p fuera de esa recta existe una única recta paralela L̃ que pasa por p.

Los triángulos formados verifican que la suma de sus ángulos interiores es exactamente π.

El largo del vector z es |z | y corresponde al largo del segmento de la “recta” que conecta z con 0.

La “curvatura del espacio” es 0.

p

L

Figura 6.1: En una geometŕıa plana, existe una única recta paralela y los ángulos de un triángulo suman π.
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6.1.2. Geometŕıa Hiperbólica

Esta es una geometŕıa que se puede implementar en un disco D (disco de Poincaré) o en un semi-plano

(plano de Poincaré). Algunas de las propiedades fundamentales de esta geometŕıa (cuando se ve en el disco

D(0, 1)) son:

El concepto de “recta” corresponde a: los segmentos de recta que pasan por 0, y además los arcos de

circunferencia que llegan a S(0, 1) de manera perpendicular.

Dados una recta L y un punto p fuera de esa recta existen al menos dos rectas paralelas que pasan por

p (infinitas).

Los triángulos verifican que la suma de sus ángulos interiores es menor que π.

El largo del vector z ∈ D es tanh−1 |z | ó 1+|z |1−|z | y corresponde al largo del segmento de la “recta” que

conecta z con 0.

La “curvatura del espacio” es negativa.

p

L

Figura 6.2: En una geometŕıa hiperbólica, existen infinitas rectas paralelas y los ángulos de un triángulo suman

< π.

6.1.3. Geometŕıa Eĺıptica

Esta es una geometŕıa que se puede implementar en una esfera S. Algunas de las propiedades fundamentales

de esta geometŕıa (en la esfera unitaria S2) son:

El concepto de “recta” corresponde a los grandes ćırculos en la esfera S.

Dados una recta L y un punto p fuera de esa recta no existen rectas paralelas que pasan por p (todas

las rectas se intersectan).

Los triángulos verifican que la suma de sus ángulos interiores es mayor que π.

El largo de un vector w = (x, y , z) ∈ S2 es π2 +arctan
(

z√
x2+y2

)
y y corresponde al largo del segmento

de la “recta” que conecta w con el “polo sur” S = (0, 0,−1).

La “curvatura del espacio” es positiva.
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p

L

Figura 6.3: En una geometŕıa esférica, no existen rectas paralelas y los ángulos de un triángulo suman > π.

6.2. Mapas conformes

Definición 6.1. Sean Ω, Ω̃ ⊆ C dos conjuntos abiertos, y sea f : Ω→ Ω̃ una función holomorfa. Decimos
que f es conforme o bi-holomorfa si f es biyectiva y f −1 es holomorfa.

Observación 6.1. Si f es inyectiva, entonces se debe cumplir que f ′(p) ̸= 0 para todo z ∈ Ω. Esto pues la
ecuación f (z)− q = 0 tiene exactamente una solución p ∈ Ω, dicho de otra forma, z = p es un cero de orden
1 para f (z)− f (p) y por tanto se debe satisfacer (cerca de p) que

f (z)− f (p) =
∑
k≥1

ak(z − p)k = a1(z − p) + (z − p)2h(z)

con a1 = f
′(p) ̸= 0 y h(z) =

∑
k≥0 ak+2(z − p)k .

Este comentario implica que f −1 es automáticamente diferenciable en todo punto q = f (p) ∈ Ω̃ con

(f −1)′(q) =
1

f ′(p)
.

Esto se puede ver al escribir f (z) = w , f (p) = q y notar que

f −1(w)− f −1(q)
w − q =

z − p
f (z)− f (p)

=
z − p

a1(z − p) + (z − p)2h(z)

=
1

a1 + (z − p)h(z)

−→
w→q
z→p

1

a1
.

Observación 6.2. Si f : D(p, r) → C es una función holomorfa y si w1, w2 ∈ S(0, 1) son dos direcciones,
entonces si f ′(p) = r0e

iθ0 ̸= 0

1. |Dw1f (p)| = |Dw2f (p)|, donde

Dw f (p) = ĺım
t→0

f (p + tw)− f (p)
t

= f ′(p)w ⇒ |Dw f (p)| = r0 |w | = r0.
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denota la derivada direccional de f en la dirección w . Esto dice que desde el punto de vista geométrico,

la función f estira/comprime de la misma forma en todas las direcciones.

Otra manera de ver esto es si consideramos f : C → C como la función real F : R2 → R2 donde
F (x, y) = (u(x, y), v(x, y)), y notamos que la multiplicación de números complejos (a + ib)(c + id) =

(ac − bd) + i(bc + ad) corresponde a la multiplicación matriciala −b

b a

 ·
c
d

 =
ac − bd
bc + ad

 .
Estas consideraciones hacen que la multiplicación f ′(z)w se pueda representar como la multiplicación

matricial ux −vx
vx ux

 ·
Rew
Imw


y la matriz no es otra cosa que la matriz Jacobiana de F (gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann).

La matriz Jacobiana de F tiene la forma

a −b

b a

 y si suponemos que f ′(z) ̸= 0 entonces detF =
a2 + b2 ̸= 0 y por tanto esta matriz se puede escribir en la forma√a2 + b2 0

0
√
a2 + b2

 ·
 a√

a2+b2
−b√
a2+b2

b√
a2+b2

a√
a2+b2


y como a√

a2+b2
, b√

a2+b2
∈ [−1, 1] entonces podemos suponer que existe θ ∈ [0, 2π) tal que

cos θ =
a√

a2 + b2

sen θ =
b√

a2 + b2
,

y si denotamos r =
√
a2 + b2 concluimos que

f ′(z) ≃

r 0
0 r

 ·
cos θ − sen θ
sen θ cos θ


donde la multiplicación por primera matriz corresponde a una dilatación por r > 0, y la segunda matriz

es una matriz de rotación en ángulo θ en torno al origen.

2. Además, si f ′(p) ̸= 0, entonces

∢(w1, w2) = ∢(Dw1f (p), Dw2f (p)),

pues Dwj f (p) = r0e
i(θj+θ0). Esto dice que la función f preserva los ángulos entre curvas en D(p, r).

3. Las consideraciones anteriores nos dicen que los mapas conformes no alteran la geometŕıa local del

conjunto (los ángulos infinitesimales se preservan).
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f (z)

Figura 6.4: Las funciones holomorfas preservan ángulos cuando f ′(p) ̸= 0.

Definición 6.2. Dado Ω ⊆ C un abierto, definimos el grupo de automorfismos de Ω como

Aut(Ω) = {f : Ω→ Ω : f es conforme} .

Proposición 6.1. (Aut(Ω), ◦) es un grupo.

Demostración. Ejercicio. ■

Proposición 6.2. Sean U, V,W ⊆ C.

1. Si f : U → V y g : V → W son conformes, entonces g ◦ f : U → W es conforme.

2. Si f , g : U → V son conformes, entonces existe h ∈ Aut(V ) tal que g = h ◦ f .

3. Si existe f : U → V conforme, entonces Aut(U) ∼= Aut(V ).

Demostración. Ejercicio. ■

6.2.1. Automorfimos del disco

En virtud de la Proposición 6.2 y si D(p, r) es cualquier disco, entonces Ψ : D(0, 1)→ D(p, r) definida

como

Ψ(z) = rz + p

es un mapa conforme. Por lo tanto para caracterizar Aut(D(p, r)) basta hacerlo para p = 0 y r = 1. En lo

que sigue D = D(0, 1).

Lema 6.3. f : D → D es una función conforme con f (0) = 0 si y solo si f (z) = e iθz para cierto θ ∈ [0, 2π).

Demostración. Claramente si f (z) = e iθz entonces f es conforme de D a D y f (0) = 0, por lo que solo

demostraremos la implicación en el otro sentido.

Si f : D → D es conforme, entonces f −1 : D → D también es conforme y satisface f (0) = 0 y f −1(0) = 0,

luego el Teorema 5.15 aplica tanto a f como a f −1 para decir que∣∣f ′(0)∣∣ ≤ 1∣∣(f −1)′(0)∣∣ ≤ 1,
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pero además, tenemos que f ◦ f −1(z) = z , de donde se deduce que∣∣f ′(0)(f −1)′(0)∣∣ = 1,
luego la única posibilidad es que |f ′(0)| =

∣∣(f −1)′(0)∣∣ = 1, pero gracias al Lema de Schwarz esto implica el
resultado. ■

Lema 6.4. Sea a ∈ D y definamos ϕa : D → C como ϕa(z) =
z − a
1− āz . Entonces ϕa(D) = D, ϕa es biyectiva

y su inversa es ϕ−a. Además

ϕ′a(z) =
1− |a|2

(1− āz)2 .

Demostración. Para a ∈ D(0, 1) entonces∣∣∣∣ z − a1− āz

∣∣∣∣ < 1⇔ |z − a| < |1− āz |
⇔ |z − a|2 < |1− āz |2

⇔ |z |2 + |a|2 − 2Re (āz) < 1 + |a|2 |z |2 − 2Re (āz)
⇔ 0 < (1− |z |2)(1− |a|2)
⇔ |z |2 < 1,

y por lo tanto ϕa(D(0, 1)) = D(0, 1). Y evidentemente ϕ−a es su inversa. ■

Observación 6.3. Notar que ϕa está definida en C \
{
1
ā

}
, donde 1ā =

a

|a|2 es el llamado punto de inversión de

a respecto a la circunferencia S(0, 1). Ver Figura 6.5.

·a

·1ā

1

Figura 6.5: Los puntos a y 1ā .
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Teorema 6.5.

Aut(D) =
{
e iθϕa(z) : θ ∈ [0, 2π), a ∈ D

}
Demostración. La inclusión ⊇ es un corolario del Lema 6.4, por lo que solo demostraremos la otra inclusión.
Si f ∈ Aut(D) entonces definamos b = f (0) ∈ D, luego ϕb ◦ f ∈ Aut(D) y satisface

ϕb ◦ f (0) = 0,

luego del Lema 6.3 concluimos que

ϕb ◦ f (z) = αz,

para cierto α ∈ S(0, 1). En otras palabras, hemos demostrado que

f (z) = ϕ−b(αz) = α
z + b

α

1 + b̄
αz
= αϕa(z)

para a = − b
α . ■

Corolario 6.6 (Lema de Schwarz-Pick). Sea f : D(0, 1)→ D(0, 1) una función holomorfa. Si a ∈ D(0, 1) y
b = f (a), entonces ∣∣f ′(a)∣∣ ≤ 1− |b|2

1− |a|2
.

Demostración. Para c ∈ D(0, 1) la función ϕc(z) =
z − c
1− c̄z es holomorfa, biyectiva con inversa (ϕc)

−1 = ϕ−c

que también es holomorfa (ver el Lema 6.4). Con esto basta considerar

f̃ (z) = ϕb ◦ f ◦ ϕ−a(z)

y aplicar el Teorema 5.15, pues f̃ (0) = ϕb ◦ f ◦ ϕ−a(0) = ϕb ◦ f (a) = ϕb(b) = 0, y como

f̃ ′(z) = ϕ′b(f ◦ ϕ−a(z))f ′(ϕ−a(z))ϕ′−a(z)

se tiene que

f̃ ′(0) = ϕ′b(f ◦ ϕ−a(0))f ′(ϕ−a(0))ϕ′−a(0) = ϕ′b(b)f ′(a)(1− |a|
2) = f ′(a)

1− |a|2

1− |b|2
.

■

6.2.2. Automorfismos del plano complejo

De acuerdo al teorema de Liouville, no puede existir un mapa conforme f : C → D(0, 1), por lo que

Aut(C) ̸∼= Aut(D(0, 1)) (de hecho, no puede existir ningún mapa conforme entre C y un conjunto acotado).
Veamos como son los automorfismos de C.

Teorema 6.7.

Aut(C) = {az + b : a ∈ C \ {0} , b ∈ C}
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Demostración. Es claro que si f (z) = az + b para cierto a ̸= 0 entonces f ∈ Aut(C), por lo que solo
demostraremos la otra inclusión.

Dada f ∈ Aut(C) una función conforme, veamos primero que ĺım|z |→∞ |f (z)| =∞, es decir f tiene un
polo en infinito. En efecto, sea M > 1 y consideremos

K = D̄(0,M)

que es compacto en C. Como f es conforme, la función f −1 es continua y por lo tanto f −1(K) es un
conjunto compacto en C, por lo que debe existir R > 0 tal que f −1(K) ⊆ D(0, R). En otras palabras, hemos
demostrado que si w ∈ f −1(K) entonces |w | < R, afirmación que es equivalente a decir que si |w | ≥ R
entonces w /∈ f −1(K), pero w /∈ f −1(K)⇔ f (w) /∈ K ⇔ |f (w)| > M.

Veamos ahora que |f (z)| tiene crecimiento a lo mas lineal en infinito, es decir, existen constantes R1 > 0
y C > 0 tales que si |z | > R1, entonces |f (z)| ≤ C |z |. Para ello consideremos la función

g(z) =
1

f (1z )
.

Dado que |f (z)| −→
|z |→∞

∞ tenemos que g está bien definida y es holomorfa en alguna vecindad del 0 de la

forma D(0, r) \ {0}. Ahora bien, como |f (z)| −→
|z |→∞

∞, debe existir r1 > 0 tal que si |w | > r1, entonces

|f (w)| > 1. En consecuencia, para z ∈ D(0, 1r1 ) \ {0} se tiene que

|g(z)| ≤ 1,

en otras palabras, z = 0 es una singularidad removible para g con ĺımz→0 g(z) = 0. Aśı la función

ĝ(z) =

{
g(z) si z ̸= 0
0 si z = 0

es holomorfa en D(0, 1r1 ). Además, como f es inyectiva, se debe tener que ĝ también lo es y en particular

ĝ′(0) ̸= 0, de donde se obtiene que

0 ̸= ĝ′(0) = ĺım
z→0

g(z)

z
,

luego debe existir δ > 0 tal que si |z | < δ, entonces∣∣∣∣g(z)z
∣∣∣∣ ≥ 12 ∣∣ĝ′(0)∣∣ ,

o en términos de f , tenemos que∣∣∣∣∣ 1

f (1z )z

∣∣∣∣∣ ≥ 12 ∣∣ĝ′(0)∣∣⇔
∣∣∣∣f (1z

)∣∣∣∣ ≤ 2

|ĝ′(0)| ·
1

|z | ⇔ |f (w)| ≤
2

|ĝ′(0)| · |w |

cuando |w | > δ−1. Esto demuestra nuestra afirmación para R1 =
1
δ y C =

2
|ĝ′(0)| .

Dicho esto, podemos concluir gracias al Teorema 3.9 que f (z) = az + b, y como f es inyectiva, debe

ocurrir que a ̸= 0. ■
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(0, 0, 1)

(r, s, t)

(x, y , 0)
C

Figura 6.6: Esfera de Riemann.

6.2.3. Automorfismos de la esfera de Riemann

Para hablar de C ∪ {∞} es conveniente introducir el concepto de la esfera de Riemann. Esta es una
visualización de la compactificación de Alexandroff del plano complejo donde se identifica el punto “∞” con
el punto (0, 0, 1) de la esfera, en tanto que cualquier otro punto del plano complejo se puede identificar con

un punto en dicha esfera mediante la proyección estereográfica (ver Figura 6.6).

En vista de la Figura 6.6 y algunas consideraciones geométricas (que se dejan como ejercicio al lector)

permiten calcular que

x =
r

1− t ,

y =
s

1− t ,

de donde podemos deducir que

r =
x

x2 + y2 + 1
,

s =
y

x2 + y2 + 1
,

t =
x2 + y2

x2 + y2 + 1
.

De estas fórmulas no es dif́ıcil demostrar la siguiente
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Proposición 6.8. Sea S una circunferencia en la esfera de Riemann, esto es, la intersección de la esfera con

un plano de la forma Ar + Bs + Ct = D, entonces la proyección estereográfica de S es una circunferencia o

bien un recta.

La afirmación rećıproca también es cierta.

Demostración. Notar que gracias a la proyección estereográfica se cumple que

Ar + Bs + Ct = D ⇔ A
x

x2 + y2 + 1
+ B

y

x2 + y2 + 1
+ C

x2 + y2

x2 + y2 + 1
= D

⇔ Ax + By + C(x2 + y2) = D(x2 + y2 + 1)

⇔ (C −D)(x2 + y2) + Ax + By = D.

Si C = D entonces en el plano tenemos la ecuación de una recta, mientras que en la esfera se cumple que

Ar + Bs + C(t − 1) = 0

que es un plano que corta a la esfera en el punto (0, 0, 1).

Si C ̸= D entonces (C −D)(x2 + y2) + Ax + By = D se puede escribir como(
x +

A

2(C −D)

)2
+

(
y +

B

2(C −D)

)2
=
4D(C −D) + A2 + B2

4(C −D)2 ,

pero 4D(C −D) + A2 + B2 > 0 si y solo si la distancia del plano Ar + Bs + Ct = D al punto (0, 0, 12), que

está dada por
|D−C

2 |√
A2+B2+C2

, es menor a 12 . ■

En vista de lo anterior, es interesante estudiar lo que ocurre con la esfera de Riemann, que no es conforme

ni a D(0, 1) ni a C (pues es un compacto).

Definición 6.3 (Transformación de Möbius/Transformacion linear fraccionaria). Dados a, b, c, d ∈ C tales
que ad − bc ̸= 0 definimos la aplicación ψ : C ∪ {∞} → C ∪ {∞} como

ψ(z) =
az + b

cz + d
.

Observación 6.4. Es pertinente detenernos en mencionar que estamos pensando que ψ está definida en

C∪{∞} con valores en C∪{∞} tal como lo hicimos en la Apartado 4.4. En particular, este supuesto equivale
a decir que

c = 0⇒ f (∞) =∞

o bien

c ̸= 0⇒


f

(
−
d

c

)
=∞,

f (∞) =
a

c
.

Lema 6.9. El conjunto

Mob(C ∪ {∞}) =
{
az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ C, ad ̸= bc

}
es un subgrupo de Aut(C ∪ {∞}).
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Demostración. Basta notar que si f (z) =
az + b

cz + d
entonces f −1(w) =

b − wd
cw − a ∈ Mob(C ∪ {∞}). El resto

de los detalles se dejan como ejercicio al lector. ■

Teorema 6.10.

Aut(C ∪ {∞}) ∼= Mob(C ∪ {∞}).

Demostración. Sea f ∈ Aut(C ∪ {∞}), luego f (z0) = ∞ para cierto z0 ∈ C ∪ {∞}, además existe
ψ ∈ Mob(C∪{∞}) tal que ψ(∞) = z0 pues si z0 =∞ basta tomar ψ(z) = z y si z0 ∈ C se puede considerar
ψ(z) =

z0z + 1

z
. Con esto la función g = f ◦ ψ manda ∞ en ∞, luego g

∣∣
C ∈ Aut(C), es decir

g(z) = az + b ∈ Mob(C ∪ {∞})

para ciertos a, b ∈ C, a ̸= 0. Pero de acá deducimos que

f (z) = (az + b) ◦ ψ−1(z) ∈ Mob(C ∪ {∞}).

■

Observación 6.5. Vale la pena notar que Aut(C∪{∞}) contiene (como sub-grupos) a Aut(D(0, 1)) y Aut(C).

Proposición 6.11. Si denotamos por C = {circunferencias en C} ∪ {rectas en C}, y si f ∈ Mob(C ∪ {∞}),
entonces

f (C) ⊆ C.

Demostración. Notar que si f ∈ Mob(C ∪ {∞}) entonces f se puede escribir como una composición de
funciones de la forma

f (z) = az , que corresponde a dilataciones y rotaciones,

f (z) = z + b, que son traslaciones

f (z) =
1

z
, la llamada inversión.

y por lo tanto basta demostrar el resultado para cada una de estas funciones.

En primer lugar, notar que si f (z) = az , entonces lo que hace está función es rotar y estirar/contraer

respecto a 0 cada punto del plano, por lo que es evidente que si C ∈ C, entonces f (C) ∈ C. De la misma
forma, si f (z) = z + b, entonces lo único que pasa es que se trasladan los puntos, por lo que f (C) ∈ C.
Ahora, si f (z) = 1

z y si C =
{
z = (x, y) ∈ C : x2 + y2 + αx + βy + γ = 0

}
, entonces

f (C) =

{
w = (u, v) ∈ C :

1

w
∈ C

}
.

Pero si z = 1
w y z = (x, y), entonces x = Re (

1
w ) =

u
u2+v2

y y = Re ( 1w ) = −
v

u2+v2
, de donde obtenemos que

u

u2 + v2
+

−v
u2 + v2

+ α
u

u2 + v2
+ β

−v
u2 + v2

+ γ = 0⇔ γ(u2 + v2) + αu − βv + 1 = 0,

que es una ecuación de un ćırculo γ ̸= 0 o de una recta γ = 0. ■

Lema 6.12. Sea f ∈ Mob(C ∪ {∞}) distinta de la identidad. Entonces f tiene a lo mas dos puntos fijos en
C ∪ {∞}.
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Demostración. Basta notar que cuando c ̸= 0, la ecuación

az + b

cz + d
= z

es una ecuación cuadrática en z , por lo que tiene a lo mas dos soluciones distintas.

Si c = 0, entonces es una ecuación lineal, que tiene a ∞ como solución, y si a ̸= d , también tiene a
z = b

d−a como otra solución. ■

Corolario 6.13. Dados z1, z2, z3 ∈ C ∪ {∞} y w1, w2, w3 ∈ C ∪ {∞} distintos entre si entonces existe una
única transformación de Möbius L que satisface

L(zk) = wk , k = 1, 2, 3.

Demostración. Veamos primero la unicidad. Si hubiesen 2 transformaciones L1, L2, entonces L = L
−1
1 ◦ L2 ∈

Mob(C∪ {∞}) satisface L(zk) = zk para k = 1, 2, 3, por lo que L tendŕıa 3 puntos fijos distintos, aśı L = id .
Para la existencia, definamos Λ ∈ Mob(C ∪ {∞}) como

Λ1(z) =
z − z1
z − z2

·
z3 − z2
z3 − z1

,

que satisface Λ1(z1) = 0, Λ1(z2) =∞ y Λ1(z3) = 1. De manera similar, definimos

Λ2(w) =
w − w1
w − w2

·
w3 − w2
w3 − w1

que satisface la propiedad análoga. Finalmente la función L = Λ−12 ◦ Λ1 satisface lo requerido. ■

6.2.4. Otras transformaciones conformes

Las transformaciones de Möbius, aśı como otras funciones biholomorfas nos permiten encontrar los mapas

conformes entre D(0, 1) y algunas regiones simplemente conexas, caracterizando aśı de manera expĺıcita el

llamado teorema de Riemann. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 6.1 (Transformación de Cayley). Sea Ψ(z) =
z − i
z + i

. Como Ψ ∈ Mob(C ∪ {∞}), basta ver que le
hace a rectas y circunferencias para detectar su imagen.

En este caso, notemos que Ψ(R ∪ {∞}) = S(0, 1), pues Ψ(−1) = i , Ψ(0) = −1 y Ψ(1) = −i . Además
como Ψ(i) = 0 deducimos que Ψ : H→ D(0, 1), donde H = {z ∈ C : Im z > 0}.
Gracias a la Proposición 6.2 podemos concluir que H y D(0, 1) tienen el mismo grupo de automorfismos.

Ejemplo 6.2. Consideremos la función F (z) = z2. Esta función es holomorfa en C, pero no es biyectiva en C.
Sin embargo, la podemos restringir a C+ = {z ∈ C : Re z > 0, Im z > 0} y obtener una función biyectiva a su
imagen. Esto pues en C+ se puede definir F (z) = |z |2 e2iarg z con arg z ∈ (0, π2 ) y por lo tanto F (z) tiene
inversa holomorfa F−1(w) =

√
|w |e i

1
2
argw con argw ∈ (0, π).

No es dif́ıcil ver que F (C+) = H. En efecto, notemos que si z = re iθ para θ ∈ (0, π2 ), entonces
F (z) = r2e2iθ = r2e iα para α ∈ (0, π).

Ejemplo 6.3. La función G(z) =
1 + z

1− z es una transformación de Möbius, por lo que si la restringimos a un
subconjunto de C ∪ {∞} será conforme a la respectiva imagen.
Si consideramos D+ = D(0, 1) ∩H, entonces no es dif́ıcil de verificar que G(D+) = C+. Para ello basta

ver que G(R ∪ {∞}) = R ∪ {∞} y G(S(0, 1)) = iR ∪ {∞}.
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z − i
z + i

1

i

Figura 6.7: El semi-plano superior H es conforme a D(0, 1).

z2

Figura 6.8: El cuadrante positivo C+ es conforme a H.

1+z
1−z

1

i

Figura 6.9: El semi-ćırculo D+ es conforme a C+.

Ejemplo 6.4. Sin juntamos los Ejemplos 6.2 y 6.3 obtenemos que la función

H(z) =

(
1 + z2

1− z2

)2
es un mapa conforme entre el cuarto de disco D ∩ C+ y H.

Ejemplo 6.5. Un ejemplo importante es el que nos entrega la función exponencial ez . Como hemos visto, esta

función no es invertible, debido a su periodicidad, puesto que ez+2πik = ez para todo k ∈ Z. Sin embargo, si
la restringimos a un dominio donde no exista tal periodicidad podemos definir su inversa log z .

Por ejemplo, si definimos Log z = ln |z |+ iArg z , donde Arg z ∈ (−π, π) denota el argumento principal
de z , entonces

Log (D+) = {z ∈ C : Re z < 0, 0 < Im z < π} .
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(
1+z2

1−z2

)2
1

i

Figura 6.10: El cuarto de ćırculo D ∩ C+ es conforme a H.

En efecto, si para 0 < r < 1 y θ ∈ (0, π) consideramos z = re iθ ∈ D+, entonces Log z = ln r + iθ y por
tanto Re (Log z) = ln r < 0 e Im (Log z) = θ ∈ (0, π).

log z iπ

01

i

Figura 6.11: El semi-ćırculo D+ es conforme a la semi-banda infinita {z ∈ C : Re z < 0, 0 < Im z < π}.

Ejemplo 6.6. La función ez también transforma la banda S = {z ∈ C : 0 < Im z < πi} en H. Para ver esto
notamos que la parte de la frontera de S que corresponde al eje real, es transformado en el eje real (eR = R+).
La parte de la frontera S que corresponde a la linea R+ iπ es transformada en eReπi = R−.

Ejemplo 6.7. Tal como en el caso de la exponencial/logaritmo, la función sen z no es invertible en C, sin
embargo si la restringimos al conjunto −π2 < Re (z) <

π
2 la función queda inyectiva, de donde obtenemos por

ejemplo que

sen(
{
z ∈ C : −

π

2
< Re (z) <

π

2
, Im z > 0

}
) = H.

sen z

π
2

π
2

Figura 6.12: La semi-banda infinita
{
z ∈ C : −π2 < Re (z) <

π
2 , Im z > 0

}
es conforme a H.
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6.3. El Teorema de Riemann

Concluimos esta introducción a los mapas conformes con el famoso teorema de Riemann:

Teorema 6.14 (Riemann). Sean Ω ⊊ C un abierto simplemente conexo, entonces existe una función
f : Ω→ D(0, 1) biholomorfa. En particular,

Aut(Ω) ∼= Aut(D(0, 1)).

El lector interesado, puede buscar la demostración de este teorema en [1, Chapter 6] o [4, Section 6.7].

Una versión mas general de este resultado es el teorema de Uniformización de Riemann:

Teorema 6.15 (Riemann). Sea M una superficie de Riemann simplemente conexa, entonces Ω es biholomorfo

a exactamente uno de los siguientes

C,

C ∪ {∞}, ó

D(0, 1).

6.4. Ejercicios

Ejercicio 6.1. Para a ∈ D(0, 1) considere la aplicación ϕa(z) =
z − a
1− āz . Muestre que ϕa : D(0, 1)→ D(0, 1)

es una biyección tal que ϕa(S(0, 1)) = S(0, 1).

Ejercicio 6.2. Sea f : D(0, r) → D(0, R) una función holomorfa. Muestre que para cada p ∈ D(0, r) se
cumple que ∣∣f ′(p)∣∣ ≤ r

R
·
R2 − |f (p)|2

r2 − |p|2
.

Ejercicio 6.3. Sea f : H→ H una función holomorfa. Demuestre que para todo a ∈ H se cumple que∣∣f ′(a)∣∣ ≤ Im f (a)
Im a

.

Ejercicio 6.4. Sea f : D(0, 1)→ C una función holomorfa tal que |f (z)| ≤ 1 tal que f (12) = 0. Muestre que∣∣f (34)∣∣ ≤ 2
5 .

Ejercicio 6.5. Considere f : D(0, 1)→ D(0, 1) una función holomorfa que tiene dos puntos fijos distintos.

Muestre que f debe ser la identidad.

Ejercicio 6.6. Sea f : D(0, 1)→ {z ∈ C : Im(z) > 0} una función holomorfa con f (0) = i . Muestre que

1. 1−|z |1+|z | ≤ |f (z)| ≤
1+|z |
1−|z | .

2. |f ′(0)| ≤ 2.

Ejercicio 6.7. 1. Señale una transformación conforme de H def
= {z ∈ C : Im z > 0} a D(0, 1).
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2. Sea H un semi-plano abierto en C, es decir

H = {(x, y) ∈ C : ax + by + c > 0}

para ciertos a, b, c ∈ R con a y b no simultáneamente iguales 0, y sea D cualquier disco abierto
(D = D(p,R) para cierto p ∈ C y R > 0). Señale un mapa conforme de H a D.

3. Muestre que Aut(H) ∼=
{
az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R y ad − bc > 0

}
.

Ejercicio 6.8. Considere f (z) = log z la rama principal del logaritmo. Calcule f (D+), donde D+ =

{z ∈ C : |z | < 1, Im z > 0}.

Ejercicio 6.9. Describa Aut(D(0, 1) \ {0}).

Ejercicio 6.10. Sea C× = C \ {0} y sea f : C× → C× un mapa conforme.

1. Muestre que si z = 0 es una singularidad removible para f , entonces f (z) = az para algún a ∈ C×.
Ayuda: Recuerde el Ejercicio 5.12.

2. ¿Qué sucede si z = 0 es un polo para f ? Ayuda: Considere g(z) =
1

f (z)
.

3. ¿Puede ser z = 0 una singularidad esencial para f ? Ayuda: Recuerde el Ejercicio 5.12.

4. Concluya con una descripción de Aut(C×).

5. Muestre que Aut(C×) ∼= Aut(C \ {p}) para cualquier p ∈ C.

Ejercicio 6.11. Sea C×× = C \ {0, 1}. Y sea f : C×× → C×× un mapa conforme.

1. Muestre que ni z = 0 ni z = 1 pueden ser singularidades esenciales.

2. Muestre que z = 0 y z = 1 no pueden ser simultáneamente polos para f . Ayuda: Considere la función

g(z) =
1

f (z)
y use el Ejercicio 5.12.

3. Describa f si z = 1 es removible.

4. Describa Aut(C××).

5. Muestre que si p ̸= q entonces Aut(C××) ∼= Aut(C \ {p, q}).

Ejercicio 6.12. Considere el conjunto Ω =
{
z ∈ C : |z | < 1,

∣∣z − 25 ∣∣ > 2
5

}
y el anillo A0(

1
2 , 1) =

{
z ∈ C : 12 < |z | < 1

}
.

Muestre Aut(Ω) ∼= Aut(A0(12 , 1)). Ayuda: Considere una función del tipo ϕa(z) =
z − a
1− āz para a ∈ C apro-

piado.

Ejercicio 6.13. 1. Verifique que la función ψ(z) =
z − 1
z + 1

es conforme entre C∪{∞}\[−1, 1] y C\(−∞, 0].

2. Concluya que existe una función holomorfa f : C \ [−1, 1]→ C tal que f (z)2 = z2 − 1.

Ejercicio 6.14 (Transformación de Joukowsky). Considere la función J(z) = 1
2

(
z + 1z

)
.

1. Muestre que si r > 1 entonces J(S(0, r)) = Er , donde Er es la elipse dada por la ecuación

u2(
1
2(r +

1
r )
)2 + v2(

1
2(r −

1
r )
)2 = 1
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2. Muestre que J(S(0, 1)) = [−1, 1].

3. Demuestre que si Ω = {z ∈ C : |z | > 1} entonces Aut(Ω) ∼= Aut(C \ [−1, 1]). Ayuda: Use el Ejerci-
cio 6.13 para definir una inversa holomorfa de J.
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Caṕıtulo 7

Funciones armónicas

7.1. Aspectos básicos

Definición 7.1. Dado Ω ⊆ C un dominio y u : Ω→ R de clase C2, decimos que u es armónica si se satisface

∆u = 0 en Ω.

Anteriormente vimos que si f = u + iv es una función holomorfa, entonces u = Re f y v = Im f son

funciones armónicas, sin embargo no es necesariamente cierto que si u es armónica entonces ha de ser la

parte real de una función holomorfa. Esto se puede ver considerando la función

u(z) = log |z | ,

que se puede demostrar (Ejercicio 7.1) es armónica en C \ {0} pero no es la parte real de ninguna función
holomorfa en C \ {0} (Ejercicio 7.2). Sin embargo, tenemos la siguiente

Proposición 7.1. Sea u una función armónica en Ω, entonces

∂u

∂x
es la parte real de una función holomorfa en Ω.

Si Ω es simplemente conexo, entonces u es la parte real de una función holomorfa en Ω.

Demostración. Para la primera parte, consideremos f = ux − iuy . Entonces, como u ∈ C2(Ω) se tiene que
uxy = uyx y como uxx = −uyy se tiene que

fx = uxx − iuyx = −uyy − iuxy = −i(uxy − iuyy ) = −i fy ,

es decir, f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Para la segunda parte, como ya sabemos que f = ux − iuy es holomorfa, entonces ha de existir F
holomorfa tal que F ′ = f , pero si F = U + iV entonces se debe cumplir que

F ′ = Fx = Ux + iVx = f = ux − iuy ,

por lo tanto Ux = ux y de manera similar Uy = uy , por lo tanto debe existir una constate c ∈ R tal que
U = u + c y en consecuencia u es la parte real de la función holomorfa F − c . ■

Definición 7.2. Si u es armómica en Ω, decimos que v : Ω→ R es un conjugado armónico de u si la función
f = u + iv es holomorfa.
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Corolario 7.2. Si Ω es simplemente conexo y si u es armónica en Ω, entonces u ∈ C∞(Ω).

Demostración. De la proposición anterior tenemos que u = ReF , para F holomorfa. Pero ya sabemos que F

es de clase C∞ (ver Teorema 3.1). ■

Los resultados anteriores nos permiten llevar propiedades de las funciones holomorfas a las funciones

armónicas. Los siguientes teoremas son quizás los mas importantes de la teoŕıa:

Teorema 7.3 (Propiedad de la media). Supongamos que u es armónica en D(p,R), entonces

u(p) =
1

2π

∫ 2π
0

u(p + re it)dt

para todo r < R.

Demostración. Como D(p,R) es simplemente conexo tenemos que u = ReF para cierta funcion holomorfa,

y dado que F = u + iv es holomorfa, satisface la fórmula de Cauchy

F (p) =
1

2πi

∫
S(p,r)

f (w)

w − pdw.

Luego si parametrizamos S(p, r) por w = p + re it tenemos que

u(p) + iv(p) = F (p) =
1

2π

∫ 2π
0

f (p + re it)dw =
1

2π

∫ 2π
0

u(p + re it)dw +
i

2π

∫ 2π
0

v(p + re it)dw.

■

Teorema 7.4 (Principio del máximo). Sea Ω ⊆ C un dominio y u una función armónica en Ω no constante.
Entonces u no alcanza ni su máximo ni su ḿınimo en Ω.

Demostración. Sea p ∈ Ω y ε > 0 tal que D(p, ε) ⊆ Ω. Como u es armónica en D(p, ε) que es simplemente
conexo, ha de existir F = u + iv holomorfa no constante tal que u = ReF .

Gracias al teorema de la función abierta (Proposición 5.7) sabemos que F (D(p, ε)) es un abierto que

contiene a F (p) = u(p)+iv(p), y en particular deben existir w1, w2 ∈ D(p, ε) tales que u(w1) < u(p) < u(w2),

es decir u(p) no puede ser ni máximo ni ḿınimo. ■

Corolario 7.5. Si u ∈ C(Ω) es armónica, entonces

máx
Ω
u = máx

∂Ω
u,

y

ḿın
Ω
u = ḿın

∂Ω
u.

Demostración. Si p ∈ Ω es tal que u(p) es máximo (resp. ḿınimo) entonces u debe ser constante, en cuyo
caso el resultado es cierto, en tanto que si p ∈ ∂Ω es tal que u(p) es máximo (resp. ḿınimo) entonces no
hay nada que demostrar. ■

Corolario 7.6. Sean u1, u2 funciones armónicas en el dominio Ω, tales que u1, u2 ∈ C(Ω). Si u1 = u2 en ∂Ω
entonces u1 = u2 en Ω.

Demostración. Notar que u = u1 − u2 es armónica y u = 0 en ∂Ω. Pero del corolario anterior, u alcanza su
máximo y ḿınimo en ∂Ω, por lo tanto 0 ≤ u ≤ 0, lo que demuestra el resultado. ■
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7.2. La fórmula de Poisson

En la sección anterior vimos la propiedad de la media que en términos generales nos dice que el valor de

una función armónica u en p se puede determinar si conocemos los valores de u en S(p, r), y mas aún, gracias

al principio del máximo, una función armónica en Ω está unicamente determinada por sus valores en ∂Ω. El

propósito de esta sección es poder determinar una función armónica u en Ω para la cual solo conocemos sus

valores en ∂Ω.

Teorema 7.7 (Fórmula integral de Poisson). Sea u una función armónica en Ω con Ω ⊇ D(0, 1). Entonces
para cada z ∈ D(0, 1) se tiene que

u(z) =
1

2π

∫ 2π
0

u(e it)
1− |z |2

|z − e it |2
dt,

o en notación polar para z = re iθ

u(re iθ) =
1

2π

∫ 2π
0

u(e it)
1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2 dt.

Observación 7.1. La cantidad

P(t, z) =
1

2π

1− |z |2

|z − e it |2

o bien

P(t, r, θ) =
1

2π

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2

se denota Kernel de Poisson para el disco unitario.

Antes de demostrar este teorema, recordemos el Lema 6.4 que nos dice que para a ∈ D(0, 1) la función
ϕa : D → C definida como

ϕa(z) =
z − a
1− āz

es un automorfismo del disco cuya inversa es ϕ−a y ϕa(a) = 0, además un ejercicio sencillo (Ejercicio 7.3)

nos dice que si u es armónica y F es holomorfa entonces u ◦ F es armónica.

Demostración. Para z ∈ D(0, 1) consideremos la función armónica v(w) = u ◦ϕ−z(w) y usemos la propiedad
de la media para esta función, es decir

u(z) = u(ϕ−z(0)) = v(0) =
1

2π

∫ 2π
0

v(e it)dt =
1

2π

∫ 2π
0

u(ϕ−z(e
it))dt.

Ahora bien, esta última integral es la integral parametrizada de la integral de linea

1

2πi

∫
S(0,1)

u(ϕ−z(w))

w
dw,

pero si consideramos el cambio de variable w = ϕz(ζ) obtenemos que∫
S(0,1)

u(ϕ−z(w))

w
dw =

∫
S(0,1)

u(ϕ−z(ϕz(ζ)))

ϕz(ζ)
ϕ′z(ζ)dζ,

pues ϕz(ζ) es un difeomorfismos C
1 en D(0, 1), donde además ϕz(S(0, 1)) = S(0, 1) (Ejercicio 6.1). Notando

que si |ζ| = 1 se obtiene que

ϕ′z(ζ)

ϕz(ζ)
=

1−|z |2
(1−z̄ζ)2
ζ−z
1−z̄ζ
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=
1− |z |2

1− z̄ζ
1

ζ − z

=
1− |z |2

ζ(ζ̄ − z̄)
1

ζ − z

=
1− |z |2

ζ(ζ̄ − z̄)
1

ζ − z

=
1− |z |2

ζ |ζ − z |2
,

y por lo tanto

u(z) =
1

2πi

∫
S(0,1)

u(ζ)

ϕz(ζ)
ϕ′z(ζ)dζ

=
1

2πi

∫
S(0,1)

u(ζ)
1− |z |2

|ζ − z |2
dζ

ζ

=
1

2π

∫ 2π
0

u(e it)
1− |z |2

|e it − z |2
dt.

■

Como vimos en la Proposición 3.3, dada cualquier función continua g : S(0, 1)→ C se puede encontrar
una función holomorfa G : D(0, 1)→ C definida como

G(z) =
1

2πi

∫
S(0,1)

g(w)

w − z dz,

sin embargo no necesariamente se obtiene que G(z) −→
z→z0

g(z0) cuando z0 ∈ S(0, 1). Este fenómeno no ocurre
para funciones armónicas, de hecho lo que ocurre es que dada g : S(0, 1) → R, entonces la fórmula de
Poisson

G(z) :=
1

2π

∫ 2π
0

g(e it)
1− |z |2

|z − e it |2
dt

define una función armónica que además satisface G(z) −→
z→z0

g(z0) para todo z0 ∈ S(0, 1), y este es el
resultado del siguiente

Teorema 7.8 (Solución al problema de Dirichlet en el disco unitario). Sea g : S(0, 1) → R una función
continua y definamos u : D(0, 1)→ C

u(z) =


1

2π

∫ 2π
0

g(e it)
1− |z |2

|z − e it |2
dt si z ∈ D(0, 1),

g(z) si z ∈ S(0, 1).

Entonces u es continua en D(0, 1) y armónica en D(0, 1).

Demostración. Veamos primero que u es armónica en D(0, 1). Para ello, notemos que

1− |z |2

|z − e it |2
=
1− |z |2 +

∣∣z − e it ∣∣2
(z − e it)(z̄ − e−it) − 1

=
2− ze−it − z̄e it

(z − e it)(z̄ − e−it) − 1
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=
e it

e it − z +
e−it

e−it − z̄ − 1

=
e it

e it − z +
e it

e it − z − 1

luego

u(z) =
1

2π

∫ 2π
0

g(e it)
e it

e it − z dt +
1

2π

∫ 2π
0

ḡ(e it)
e it

e it − z dt −
1

2π

∫ 2π
0

g(e it)dt.

Notar que el último término es constante y por lo tanto armónico. Por otra parte, si |z | < 1, gracias al
teorema de diferenciación bajo el signo integral (Corolario A.7) tenemos que

∂

∂z̄

(∫ 2π
0

g(e it)
e it

e it − z dt
)
=

∫ 2π
0

g(e it)
∂

∂z̄

(
e it

e it − z

)
dt = 0,

pues la función z 7→ e it

e it−z es holomorfa en D(0, 1). Luego

∆

(∫ 2π
0

g(e it)
e it

e it − z dt
)
= 4

∂

∂z

∂

∂z̄

(∫ 2π
0

g(e it)
e it

e it − z dt
)
= 0.

Por otra parte,

∆

(∫ 2π
0

g(e it)
e it

e it − z dt

)
= 4

∂

∂z̄

∂

∂z

(∫ 2π
0

g(e it)
e it

e it − z dt

)

= 4
∂

∂z̄

∂

∂z̄

(∫ 2π
0

g(e it)
e it

e it − z dt
)

= 0,

de donde concluimos que u es armónica en D(0, 1).

Veamos ahora que u es continua en D(0, 1), para ello analicemos el kernel de Poisson P (t, z) con un poco

mas de detalle. En primer lugar, si aplicamos la fórmula de Poisson a la función armónica v ≡ 1 obtenemos
que

(7.1)

∫ 2π
0

P (t, z)dt = 1 ∀ z ∈ D(0, 1).

También tenemos que si z ∈ D(0, 1) entonces P (t, z) = 1
2π
1−|z |2

|z−e it |2
> 0. Por otra parte para cualquier δ > 0

pequeño y ψ ∈ [0, 2π] se verifica que

(7.2)

∫ ψ−δ

0

P (t, z)dt +

∫ 2π
ψ+δ

P (t, z)dt −→
z=re iθ→e iψ

0,

esto pues si |ψ − t| > δ entonces

1− 2r cos(θ − t) + r2 = (1− r)2 + 2r(1− cos(θ − t)) ≥ r(1− cos(δ)) > 0

y por lo tanto 0 ≤ P (t, z) ≤ C(1− |z |2) −→
z→e iψ

0 uniformemente en t.

En virtud de lo anteriormente discutido, tenemos que si z = re iθ con r < 1 y si ψ ∈ [0, 2π] entonces
podemos escribir

u(z)− g(e iψ) =
∫ 2π
0

(
g(e it)− g(e iψ)

)
P (t, z)dt,
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ahora de la continuidad de g tenemos que dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |t − ψ| < δ entonces∣∣g(e it)− g(e iψ)∣∣ < ε, y por lo tanto

∣∣u(z)− g(e iψ)∣∣ = ∣∣∣∣∫ 2π
0

(
g(e it)− g(e iψ)

)
P (t, z)dt

∣∣∣∣
≤
∫ ψ−δ

0

∣∣(g(e it)− g(e iψ))∣∣P (t, z)dt + ∫ ψ+δ

ψ−δ

∣∣(g(e it)− g(e iψ))∣∣P (t, z)dt
+

∫ 2π
ψ+δ

∣∣(g(e it)− g(e iψ))∣∣P (t, z)dt
≤ 2M

(∫ ψ−δ

0

P (t, z)dt +

∫ 2π
ψ+δ

P (t, z)dt

)
+ ε

∫ ψ+δ

ψ−δ
P (t, r, θ)dt

≤ 2M
(∫ ψ−δ

0

P (t, z)dt +

∫ 2π
ψ+δ

P (t, z)dt

)
+ ε,

donde M = máx
S(0,1)

|g|, y por lo tanto

ĺım sup
z→e iψ

∣∣u(z)− g(e iψ)∣∣ ≤ ε,
lo que concluye la demostración. ■

Observación 7.2. Notar que gracias al Teorema 6.14, si Ω es simplemente conexo, entonces existe Ψ : Ω→
D(0, 1) biholomorfo y si u : Ω→ R es armónica, entonces u ◦Ψ−1 es una función armónica en D(0, 1) y por
lo tanto

u ◦Ψ−1(z) =
∫ 2π
0

u ◦Ψ−1(e it)P (t, z)dt,

para todo z ∈ D(0, 1). En consecuencia, si consideramos z = Ψ(w) para w ∈ Ω obtenemos una fórmula de
Poisson en Ω, esto es

u(w) =

∫ 2π
0

u ◦Ψ−1(e it)P (t,Ψ(w))dt.

En la práctica esta fórmula es inservible si no se conoce dicho mapa Ψ, y solo en algunos casos podemos decir

algo mas. Por ejemplo, si Ω es el semi-plano complejo H = {z ∈ C : Im z > 0} entonces se puede verificar
que

u(x + iy) =
1

π

∫ ∞
−∞

u(t)
y

(t − x)2 + y2 dt.

Esto se puede obtener usando la transformada de Cayley Ψ : H → D(0, 1) dada por Ψ(z) =
z − i
z + i

(ver

Ejemplo 6.1). Otra manera de obtener esto mismo está dada en el Ejercicio 7.12

A continuación veremos que una función que satisface la propiedad de la media ha de ser armónica

Teorema 7.9. Supongamos que u es continua en un dominio Ω y satisface

u(p) =
1

2π

∫ 2π
0

u(p + re it)dt

para todo p ∈ Ω y todo r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω, entonces u es armónica en Ω.

Para demostrar este teorema, veremos primero que una función que satisface las hipótesis del teorema

entonces satisface el principio del máximo, es decir:
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Proposición 7.10. Supongamos que u es continua en un dominio Ω y satisface

u(p) =
1

2π

∫ 2π
0

u(p + re it)dt

para todo p ∈ Ω y todo r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω. Si existe q ∈ Ω tal que u(q) = supΩ u, entonces u es
constante.

Demostración. Definimos el conjunto A = {q ∈ Ω : u(q) = supΩ u}. Por hipótesis tenemos que q ∈ A y
como u es continua, entonces A es un conjunto cerrado. Para ver que u es constante, veremos que A = Ω

usando la conexidad de Ω, es decir, nos basta probar que A es abierto.

Sea q ∈ A y sea r0 > 0 tal que D(q, r) ⊆ Ω, luego, para r < r0

sup
Ω
u = u(q)

=
1

2π

∫ 2π
0

u(q + re it)dt

≤
1

2π

∫ 2π
0

sup
Ω
udt

= sup
Ω
u,

por lo tanto la única posibilidad es que u(q + re iθ) = supΩ u para todo θ ∈ [0, 2π] y todo r < r0. En otras

palabras D(q, r) ⊆ A, y por lo tanto A es un conjunto abierto. ■

Demostración del Teorema 7.9. Sea D un disco tal que D ⊆ Ω. Gracias al Teorema 7.8 podemos encontrar
una función armónica h : D → R tal que h

∣∣∣
∂D
= u

∣∣∣
∂D
. El teorema será demostrado si somos capaces de

demostrar que u = h en D.

Consideremos la función v = u − h que satisface v
∣∣∣
∂D
= 0 y además v satisface la propiedad de la media

(pues u y h la satisfacen) en D. Luego, gracias a la Proposición 7.10 podemos concluir que v ≤ 0 en D. De
manera análoga tenemos que −v ≤ 0 en D, y por lo tanto v = u − h = 0 en todo D, lo que nos dice que u
es de clase C2 y además es armónica. ■

7.3. Principio de reflexión de Schwarz

Sea O un conjunto abierto tal que L = O ∩ R es un intervalo. Consideramos Ω = O ∩H y este escenario,
definimos la reflexión de Ω a través de L como

Ω∗ = {z ∈ Ω : z̄ ∈ Ω} ,

y consideramos el conjunto U = Ω ∪ L ∪Ω∗ (ver Figura 7.1).

Teorema 7.11 (Principio de reflexión de Schwarz). Sea f : Ω→ C una función holomorfa tal que f (L) ⊆ R.
Entonces la función g : U → C definida como

g(z) =

{
f (z) si z ∈ Ω ∪ L,
f (z̄) si z ∈ Ω∗,

es holomorfa en U.
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L

Ω

Ω∗

Figura 7.1: Los conjuntos L, Ω y Ω∗

Demostración. Notar que si z ∈ Ω entonces g = f y por tanto es diferenciable en dicho conjunto.
Si z ∈ Ω∗ y si h es cercano a 0 de modo que z + h ∈ Ω∗ entonces

g(z + h)− g(z)
h

=
f (z̄ + h̄)− f (z̄)

h
=

(
f (z̄ + h̄)− f (z̄)

h̄

)
−→
h→0

f ′(z̄),

y por tanto g es diferenciable en Ω∗.

Para concluir usamos el Ejercicio 3.8 que garantiza que g debe ser holomorfa en todo U. ■

Corolario 7.12. Si Ω ⊆ C es simétrico respecto al eje real, y si f : Ω→ C es holomorfa con f (x) ∈ R para
todo x ∈ Ω ∩ R entonces

f (z) = f (z̄).

Demostración. Notar que la función g(z) = f (z̄) es holomorfa en Ω y coincide con f en el segmento Ω ∩ R,
luego por el teorema de unicidad concluimos que g = f . ■

Tal como hay un principio de reflexión de Schwarz para funciones holomorfas, también hay una versión

que es válida para funciones armónicas

Teorema 7.13. Sea Ω como en la introducción, y sea u : Ω→ R una función armónica tal que u(x) = 0 para
todo x ∈ L. Si definimos

v(z) =


u(z) si z ∈ Ω,
0 si z ∈ L,
−u(z̄) si z ∈ Ω∗.

Entonces v es armónica en U = Ω ∪ L ∪Ω∗.

Demostración. Claramente la función v es continua en U, aśı que para ver que es armónica usamos el

Teorema 7.9.

Es claro que tanto si z ∈ U ∪ U∗ entonces v es armónica en una pequeña vecindad de z , pues u es
armónica y si z = (x, y) con y > 0 entonces ∆u(z̄) = ∆u(x,−y) = ∆u(x, y) gracias a la regla de la cadena.
Por lo tanto, v satisface la propiedad de la media en puntos de Ω ∪Ω∗.
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Por otra parte, si p ∈ L entonces para r > 0 suficientemente pequeño de modo que D(p, r) ⊆ U tenemos
que ∫ 2π

0

v(p + re it)dt =

∫ π

0

v(p + re it)dt +

∫ 2π
π

v(p + re it)dt

=

∫ π

0

v(p + re it)dt +

∫ π

0

v(p + re i(t+π))dt

=

∫ π

0

u(p + re it)dt −
∫ π

0

u(p + re i(t+π))dt

=

∫ π

0

u(p + re it)dt −
∫ π

0

u(p + re i(π−t))dt,

=

∫ π

0

u(p + re it)dt −
∫ π

0

u(p + re it)dt,

= 0

= v(p),

es decir, v satisface la propiedad de la media en p, y por lo tanto es armónica en p. ■

7.4. Ejercicios

Ejercicio 7.1. Verifique que la función u(z) = log |z | es una función armónica en C \ {0}.

Ejercicio 7.2. Demuestre que la función u(z) = log |z | no puede ser la parte real de una función holomorfa
en C \ {0}.

Ejercicio 7.3. Si u es armónica y f es holomorfa muestre que u ◦ f es armónica.

Ejercicio 7.4. Muestre que la función u(x, y) = y cos y senh x + x sen y cosh x es armónica en C. Encuentre
un conjugado armónico para u.

Ejercicio 7.5. Muestre que la función, escrita en coordenadas polares, u(r, θ) = rθ cos θ + r sen θ ln r es

armónica en C \ (−∞, 0]. Encuentre un conjugado armónico para u.

Ejercicio 7.6. Sea Ω un dominio. Muestre que no existe u función armónica no constante en Ω tal que u2 es

armónica en Ω.

Ejercicio 7.7. Sea u una función armónica en un dominio C tal que u · v es armónica para toda función
armónica v . Muestre que u es constante

Ejercicio 7.8. Suponga que (un)n∈N es una sucesión de funciones armónicas en un dominio Ω y que existe

una función u : Ω → R tal que un −→
n→∞

u uniformemente en compactos de Ω. Muestre que u es armónica.

Ayuda: Use la propiedad de la media.

Ejercicio 7.9. Muestre que el kernel de Poisson en el disco se puede escribir como

P (t, r, θ) =
∑
k∈Z

r |k|e ikθ.
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7.4. EJERCICIOS

Ejercicio 7.10 (Desigualdad de Harnack). Sea u : D(0, 1) → [0,∞) una función continua y armónica en
D(0, 1). Entonces para cada z ∈ D(0, 1) se cumple que

1− |z |
1 + |z |u(0) ≤ u(z) ≤

1 + |z |
1− |z |u(0).

Obtenga una desigualdad simular si u es armónica en D(p, r).

Ejercicio 7.11 (Principio de Harnack). Sea Ω ⊆ C un conjunto abierto y conexo, y sea (un)n∈N una sucesión
de funciones armónicas en Ω tales que un ≤ un+1 para todo n ∈ N. Muestre que, o bien un −→

n→∞
+∞

uniformemente en compactos, o bien existe u armónica tal que un −→
n→∞

u uniformemente en compactos.

Ayuda: Muestre que los conjuntos

Ω1 =
{
z ∈ Ω : un(z) −→

n→∞
+∞

}
,

Ω2 = {z ∈ Ω : (un(z))n∈N es convergente en R} ,

son abiertos en Ω.

R−R

γ

·z

·z̄

Figura 7.2: Método de las imágenes

Ejercicio 7.12. Considere u : H→ R una función armónica tal que u = Re f para cierta función holomorfa
acotada. Muestre que si y > 0 entonces

u(x + iy) =
1

π

∫ ∞
−∞

u(t)
y

(t − x)2 + y2 dt.

Ayuda: Verifique primero que si f : H→ C es una función holomorfa acotada y si z ∈ H entonces

2πif (z) =

∫
γ

f (w)

w − z dw −
∫
γ

f (w)

w − z̄ dw,

donde γ es la curva dada en la Figura 7.2. Aplique lo anterior cuando f es una función holomorfa tal que

u = Re f .
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Ejercicio 7.13. Obtenga la fórmula

u(x + iy) =
1

π

∫ ∞
−∞

u(t)
y

(t − x)2 + y2 dt,

del ejercicio anterior para una función armónica en H y continua en H, ahora usando un mapa conforme de H
al disco D(0, 1) y la fórmula de Poisson en el disco.

Ejercicio 7.14. Suponga que f es holomorfa en D̄+ = D̄(0, 1) ∩H y que satisface que f (S(0, 1) ∩H) ⊆ R.
Muestre que si

g(z) =


f (z) si z ∈ D̄+

f

(
1

z̄

)
si z ∈ D(0, 1)c ∩H,

entonces g es holomorfa en H.

Ejercicio 7.15. Sea Ω ⊆ C un abierto. Muestre que u : Ω→ R es armónica si y solo si u es continua y para
todo p ∈ Ω existe r0 > 0 tal que si 0 < r < r0 entonces

u(p) =
1

πr2

∫∫
D(p,r)

u(x, y)dxdy .

Ejercicio 7.16. Sea Ω un abierto y sea u una función armónica en Ω. Muestre que si D(z0, r) ⊆ Ω entonces
para cada k ∈ N ∪ {0} existe una constante Ck > 0 tal que∣∣∂ku(z)∣∣ ≤ Ck

r2+k

∫
D(z0,r)

|u(x, y)| dxdy ,

donde ∂k denota cualquier operador diferencial parcial del tipo
∂k

∂x l∂y k−l
para l ∈ {0, 1, . . . , k}.

Ejercicio 7.17 (Teorema de Liouville). Suponga que u es una función armónica en C que es acotada. Muestre
que u es constante.

Ejercicio 7.18. Encuentre todas las funciones armónicas en C tal que
∂u

∂x
≤ 0.

Ejercicio 7.19. Sea u una función armónica en Ω abierto. Muestre que u es anaĺıtica real, es decir, para cada

z0 = (x0, y0) ∈ Ω existen r > 0 y (aj,k)j,k≥0 ⊆ R tales que

u(x, y) =
∑
j,k≥0

ajk(x − x0)j(y − y0)k ∀ (x, y) ∈ D(z0, r).

Ayuda: Muestre que u coincide con su serie de Taylor usando el Ejercicio 7.16.

Ejercicio 7.20. Sea f : S(0, 1)→ R definida como

f (e it) =

{
1 si t ∈ [0, π)
−1 si t ∈ [π, 2π).

Encuentre una función armónica u : D(0, 1)→ R tal que ĺımr→1− u(re it) = f (e it) para todo t ∈ [0, 2π).

*
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Apéndice A

Algunos resultados de análisis real

Los resultados aqúı enunciados pueden ser encontrados en los libros de Rudin [12, 13]

Definición A.1 (́Infimo). Dado un conjunto A en R, decimos que m es una cota inferior para A si

m ≤ a ∀ a ∈ A.

Decimos que una cota inferior para A es el ı́nfimo de A y se denota por ı́nf A si

ı́nf A es una cota inferior para A,

Si m es una cota inferior para A, entonces m ≤ ı́nf A.

Definición A.2 (Supremo). Dado un conjunto A en R, decimos que M es una cota superior para A si

M ≥ a ∀ a ∈ A.

Decimos que una cota inferior para A es el supremo de A y se denota por supA si

supA es una cota superior para A,

Si M es una cota superior para A, entonces M ≥ supA.

Teorema A.1. Sean A,B ⊆ R y supongamos que los ı́nfimos y supremos de A y B existen. Entonces

1. m = ı́nf A si y solo si para cada ε > 0 existe aε ∈ A tal que aε ≤ m + ε.

2. M = supA si y solo si para cada ε > 0 existe aε ∈ A tal que aε ≥ M − ε.

3. Si A ⊆ B, entonces ı́nf A ≥ ı́nf B y supA ≤ supB.

4. Si λ ≥ 0 entonces ı́nf λA = λ ı́nf A y supλA = λ supA.

5. Si λ < 0 entonces ı́nf λA = λ supA y supλA = λ ı́nf A.

6. ı́nf A+ B = ı́nf A+ ı́nf B y supA+ B = supA+ supB cuando las cantidades son finitas.

Observación A.1. Notar que gracias a las primeras 2 propiedades del teorema anterior, si m = ı́nf A y

M = supA, entonces siempre se pueden construir sucesiones (an) y (bn) de elementos en A tales que

an −→
n→∞

m

bN −→
n→∞

M.

Dichas sucesiones usualmente se denotan como sucesiones minimizantes (resp. maximizantes) para A.

126



Definición A.3. Si f : A→ R es una función, denotamos por

1. supA f = sup {f (x) : x ∈ A},

2. ı́nfA f = ı́nf {f (x) : x ∈ A}.

Teorema A.2. Sean f , g : A→ R funciones acotadas, entonces

1. supA f + g ≤ supA f + supA g,

2. ı́nfA f + g ≥ ı́nfA f + ı́nfA g.

Observación A.2. En general no se tiene la igualdad en el teorema anterior. Considerar A = [0, 1], f (x) = x y

g(x) = 1− x .

Observación A.3. Recordar que una sucesión real (an) es una función a : N→ R, por lo que

ı́nf
n∈N

an = ı́nf
N
a = ı́nf {an : n ∈ N} ,

y todas las propiedades antes enunciadas aplican.

Definición A.4 (Ĺımites superior e inferior). Dada una sucesión (an)n∈N ⊆ R definimos

1. ĺım supn→∞ an = ı́nfn∈N supk≥n ak ,

2. ĺım infn→∞ an = supn∈N ı́nfk≥n ak .

Teorema A.3. Dadas dos sucesiones (an), (bn) de números reales, tenemos que

1. ĺım supn→∞ an = ĺımn→∞ supk≥n ak ,

2. ĺım infn→∞ an = ĺımn→∞ ı́nfk≥n ak ,

3. ĺım infn→∞ an ≤ ĺım supn→∞, y si
ĺım inf
n→∞

an = ĺım sup
n→∞

an = L

entonces ĺımn→∞ an existe y es igual a L.

4. Si ĺımn→∞ an = L existe, entonces

ĺım inf
n→∞

an = ĺım sup
n→∞

an = L.

5. ĺım supn→∞(an + bn) ≤ ĺım supn→∞ an + ĺım supn→∞ bn,

6. ĺım infn→∞(an + bn) ≥ ĺım infn→∞ an + ĺım infn→∞ bn,

7. ĺım infn→∞(an + bn) ≤ ĺım infn→∞ an + ĺım supn→∞ bn ≤ ĺım supn→∞(an + bn).

Teorema A.4 (Criterio de Weierstrass). Sean (X, d) un espacio métrico e (Y, ∥·∥) un espacio de Banach. Si
fk : (X, d)→ (Y, ∥·∥) es una sucesión de funciones en B(X, Y ) tales que ∥fk∥∞ = supx∈X ∥fk(x)∥ ≤ Mk para

todo k ∈ N, donde
∑
k∈NMk <∞. Entonces la serie∑

k∈N
fk
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converge absoluta y uniformemente, esto es∑
k∈N
∥fk(x)∥ (convergencia absoluta)

es convergente en R, y

sup
x∈X

∥∥∥∥∥∑
k∈N

fk(x)−
N∑
k=1

fk(x)

∥∥∥∥∥ −→N→∞ 0 (convergencia uniforme).

Teorema A.5. Sea fk : [a, b]→ R una sucesión de funciones continuas tales que fk −→
k→∞

f uniformemente en

[a, b]. Entonces

1. f : [a, b]→ R es continua, y

2. ĺımk→∞
∫ b
a fk(t)dt =

∫ b
a f (t)dt.

Corolario A.6. Sea fk : [a, b] → R una sucesión de funciones continuas tales que
∑N
k=1 fk(t) converge

uniformemente a F (t) =
∑∞
k=1 fk(t) cuando N →∞, entonces
∞∑
k=1

∫ b

a

fk(t)dt =

∫ b

a

F (t)dt =

∫ b

a

∞∑
k=1

fk(t)dt.

Corolario A.7. Sea F : [a, b]× (−ε, ε)→ R que es continua en sus dos variables (x, t). Suponga que para
cada x ∈ [a, b] fijo la función F (x, ·) es diferenciable y

sup
x∈[a,b]
t∈(−ε,ε)

∣∣∣∣F (x, t + h)− F (x, t)h
−
∂F

∂t
(x, t)

∣∣∣∣−→h→0 0
de manera uniforme en x y t. Entonces

d

dt

∫ b

a

F (x, t)dx =

∫ b

a

∂F

∂t
(x, t)dx.

Observación A.4. Notar que gracias al teorema del valor medio tenemos (teorema de Taylor con resto) que

existe ξ ∈ [t, t + h] tal que

F (x, t + h)− F (x, t)−
∂F

∂t
(x, t) · h =

1

2

∂2F

∂t2
(x, ξ) · h2,

luego si ∂
2F
∂t2
es acotada en [a, b]× (−ε, ε) por 2M entonces

sup
x∈[a,b]
t∈(−ε,ε)

∣∣∣∣F (x, t + h)− F (x, t)h
−
∂F

∂t
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ M |h| −→h→0 0
Una versión un poco mas general es la siguiente

Proposición A.8. Sea O ⊆ R un abierto y sea Ω un espacio de medida. Si f : O ×Ω→ R satisface

Para todo x ∈ O se tiene que f (x, w) es integrable en Ω,

Para casi todo w ∈ Ω y todo x ∈ X existe la derivada parcial ∂x f (x, w),

Existe g ∈ L1(Ω) tal que |∂x f (x, w)| ≤ g(w) para todo x ∈ O, c.t.p. en Ω.

Entonces
d

dx

∫
Ω

f (x, w)dw =

∫
Ω

∂x f (x, w)dw
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