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Prefacio

Este apunte ha sido confeccionado para el curso trimestral Analisis Real dictado en los programas de
Magister y Doctorado en Matematicas de la Universidad de Talca. El propdsito de este escrito es recopilar
materias expuestas en diversos libros y organizarlas en la manera presentada por el autor en el transcurso del
curso.

En este curso se discuten temas relacionados a andlisis en espacios métricos, dentro de los que se incluyen
los conceptos de completitud y compacidad en dichos espacios. Algunos resultados relevantes incluidos son
el Teorema del punto fijo de Banach, el Teorema de categorias de Baire, el Teorema de Arzela-Ascoli y el
Teorema de Stone-Weierstrass.

Adicionalmente, en este curso se realiza una breve introducciéon al andlisis funcional en espacios de Banach,
donde se estudian algunas consecuencias del Teorema de Baire, como lo son el Teorema del grafo cerrado, el
Teorema de la aplicacién abierta y el Teorema de Banach-Steinhaus. Se concluye esta introduccién al analisis
funcional con algunas propiedades elementales de los espacios de Hilbert y la demostracién del teorema de
Riesz-Fréchet.

Cabe mencionar que tanto algunos contenidos tedéricos, como algunos ejemplos han sido extraidos de
la bibliografia sefialada, con el fin de que este apunte sea lo mas auto-contenido posible. Ademds se han
incorporado ejemplos y ejercicios de autoria de quién escribe este manuscrito para complementar los contenidos.

Finalmente, aclarar que este apunte esta en permanente construccion, por lo que la exposicién de algunas
materias, tanto como la lista de ejercicios, puede variar en el tiempo. Ademas algunos contenidos pueden
estar incompletos, y quizds se puedan encontrar algunos errores de tipeo.



Capitulo 1

Espacios métricos

1.1. Conceptos preliminares

Definicion 1.1 (Espacio métrico). Una métrica (o distancia) en un conjunto no vacio X es una funcion
d: X x X — [0, 00) que satisface las siguientes propiedades:

= d(x,y)=0siysolosix=y;

= (Simetria) d(x,y) = d(y, x) para todo x,y € X;

» (Desigualdad triangular) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), para todo x,y,z € X.
Un conjunto X equipado con una métrica d se dira espacio métrico y lo denotaremos como (X, d).
Ejemplo 1.1. Veamos algunos ejemplos de espacios métricos:

1. Dado un conjunto X podemos definir la métrica

0 six=y,
dx.y) = {1 SiX# Y.

Esta se conoce como la métrica discreta sobre X. La gracia de este ejemplo es que indica que cualquier
conjunto no vacio puede ser dotado de una métrica.

2. Los nimeros reales R equipados con la métrica d(x, y) = |x — y|. Notar que |a+ b| < |a| + |b|, por lo
tantosia=x—yy b=y — z tenemos la desigualdad triangular para d. Si no se menciona lo contrario,
siempre que hablemos de R pensaremos que esta equipado con esta métrica.

3. En RV se pueden establecer distintas métricas: x = (x1,....xy) ey = (V1. ..., ¥n).

s do(x,y) = /1 Ix — yil®> = Ix = ¥l la métrica Euclideana. Veamos que satisface la desigual-
dad triangular. Para ello utilizamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

-yl < ixllz Nyl
que se obtiene de la identidad

2 2 2
Hixllay = lIyllz xIl2 = 211112 Iyllz = 2 [Ixll2 Iyll2 x - y-
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Seaa=x—yyb=y—2z entoncesa+b=x—2,y

2 2 2
la =+ bll5 = [lallz + [[bll> +2a- b
2 2
< llallz + 1[bll2 + 2 lall 116l
2
= (llallz +116ll2)",

lo que demuestra la desigualdad triangular. Este es un ejemplo de métrica en un espacio vectorial

con producto interno.
m doo(X,y) = mdxi=1,_n|Xi — Vil = |Ix = Y|l la métrica del médximo.

w di(x,y) =N Ixi — yil = IIx — yll;, la métrica del taxi.

m En general, para p > 1 podemos considerar la métrica

N

o=yl =lx =yl

i=1
La demostracion queda como ejercicio.

4. La métrica uniforme entre funciones continuas en [a, b] se define como

doo(f,g9) = sup [f(x) —g(x)|.

x€la,b,]

5. En general los espacios vectoriales normados (X, ||-||) son espacios métricos con la métrica d(x,y) =
Ix — y||. Cuando hablemos de espacios de Banach y de Hilbert en el Capitulo 2 veremos esto con algo
mas de detalle.

6. En R también se puede definir una métrica mediante

Ix — y|

da(x,y) = m

que se conoce como la métrica acotada, ya que 0 < d,(x,y) < 1 para todo x,y € R. La demostracion
de la desigualdad triangular queda como ejercicio. (Ejercicio 1.6).

7. Si d es una métrica en X y A C X, entonces la restriccién d A es una métrica en A.
X

1.1.1. Topologia en espacios métricos
Definicién 1.2 (Bola abierta). Dado un espacio métrico (X, d), x € X y r > 0, denotamos por
Ba(x,r)={ye X :d(x,y) <r}

a la bola abierta con centro en x de radio r en X. Cuando la métrica esté lo suficientemente clara denotaremos
este conjunto por B(x, r) o By(x).

Observacion 1.1. » x € By(x,r), luego By(x,r) # &, Uysg Ba(x,r) = X,y =0 Ba(x, r) = {x}.

= Sir <sentonces By(x,r) C By(x,s).

Con la definicién de bola abierta podemos dotar de una topologia al espacio X.
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Definicion 1.3 (Topologia inducida por la métrica). Dado un espacio métrico (X, d), diremos que un conjunto
U C X es abierto si para todo x € U existe r > 0 tal que Bg(x,r) C U.

Observacion 1.2. Notar que por vacuidad esta definiciéon implica que @ es abierto. Ademds es claro que si
x € X, entonces By(x) C X, es decir, X es también abierto.

Proposicion 1.1. Sea x € X y r > 0, entonces B,(x) es abierto.

Demostracion. Sea y € B,(x) yseas=r—d(x,y) > 0, luego si z € Bs(y) entonces
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <d(x,y)+s=r,

luego z € B,(x). [

Ejemplo 1.2. Las Figuras 1.1y 1.2 muestran bolas en R? bajo distintas métricas y en C([0, 1]) bajo la métrica
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Figura 1.1: Bolas unitarias en R? bajo las métricas di, do y dso.

Teorema 1.2. Sea {Uqa}yca Una familia de abiertos en (X, d). Entonces
1. Uqea Ua es abierto.
2. SiA={1,2,...,N}, entonces Uy NU>N...N Uy es abierto.

Demostracion. 1. Sea x € [Jyea Ua. entonces existe & € A tal que x € Us. Como Uy es abierto, existe
r > tal que x € B,(x) C Ug. Luego

X € Br(X)gUdg U Ua-
acA

2. Seaxe U NnU>N...NUy, como cada U, es abierto, existen r; > 0 tales que

x € B,(x) CU; paratodoie€{1,...,N}.
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Figura 1.2: La bola en torno a f con radio € en (C([0, 1]), dwo)-

Sear=min{r,r,...,ry}, luego
x € B/(x) C B,(x) paratodoie{1,..., N},

por lo tanto
x € Br(x) C[)Br(x) SV
|
Ejemplo 1.3. En general si se tiene una familia infinita de abiertos, su interseccién no es abierto. Considerar

n-(-12),
n n

Claramente U, es abierto (son bolas abiertas), y se tiene que (), Un = {0} que no es abierto.

por ejemplo la familia

Definicion 1.4 (Vecindad). Dado un espacio métrico (X, d), diremos que un conjunto U C X es una vecindad
de x € X si existe r > 0 tal que x € By(x,r) C U.

Ejemplo 1.4. = (0,1] es una vecindad de % en R, pero no es una vecindad de 1.
= X es una vecindad de x € X para todo x.

Definicion 1.5 (Conjunto acotado). Dado un espacio métrico (X, d) y un subconjunto A C X, diremos que
A es acotado si es que existen xo € X y r > 0 tales que A C By(xo, r).

Definicion 1.6 (Interior de un conjunto). Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Diremos que x € A es un
punto interior si es que existe € > 0 tal que

Be(x) C A

El conjunto de los puntos interiores se denota int(A) o A.
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Observacion 1.3. La definicién topoldgica de interior es

int(Ay=|J U
UCA
U abierto

Ejemplo 1.5. El interior de (0, 1] es (0, 1).

Definicion 1.7 (Punto de acumulacién). Diremos que x € X es un punto de acumulacion para A C X si para
todo € > 0 se tiene que

Be(x) N (A\{x}) # &.

Si x no es un punto de acumulacion, diremos que x es aislado.
Ejemplo 1.6. 1. {0, 1} son puntos de acumulacién de (0, 1) en R.
2. 7 estd compuesto de puntos aislados en R.

Definicion 1.8 (Conjuntos cerrados). Diremos que F C X es un conjunto cerrado en X si F contiene a
todos sus puntos de acumulacion

Proposicion 1.3. F C X es cerrado si y solo si el complemento F¢ = X \ F es abierto.

Demostracion. Notar que si F es cerrado siy solo si dado x € X\ F, entonces x no es punto de acumulacion.
Esto ocurre si existe € > 0 tal que

Be(x)N(F\{x}) = Be(x)NF =2
en otras palabras
Be(x) € X\ F,
osea X \ F es abierto. |

Ejemplo 1.7. 1. Los intervalos [a, b] son cerrados en R.
2. El singleton {x} es cerrado en cualquier espacio métrico (X, d).

Definicion 1.9 (Cerradura de un conjunto). Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Definimos la cerradura
de A y la denotamos como A a la unioén de A y sus puntos de acumulacion.

Observacion 1.4. La definicion topoldgica de cerradura es

A= (] F

FDA
F cerrado
En lo que sigue, y si no se menciona lo contrario, cada vez que hablemos de un espacio métrico (X, d)
supondremos que estad dotado de la topologia inducida por la métrica. Dentro de las propiedades topoldgicas
importantes de los espacios métricos se encuentran las propiedades de separacién, y la que es quizds la mas
simple de demostrar es la propiedad de separacién de Hausdorff.

Proposicion 1.4. Todo espacio métrico (X, d) es un espacio de Hausdorff. Esto quiere decir que dados dos
puntos x1 # xo en X entonces existen abiertos Uy, Us tales que x1 € Uy, xo C U y U NUL = @.

A . . 1
Demostracion. Considerar U; := By(x;, r), i = 1,2, donde r := Ed(XLXZ)- [
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Una consecuencia de esta propiedad es que los limites (si es que existen) son (nicos, lo que nos permite
descartar situaciones patoldgicas cuando trabajamos en espacios métricos.

Definicion 1.10 (Convergencia en espacios métricos). Decimos que una sucesion (x,) en un espacio métrico
(X, d) converge a x € X si d(x,, x) = 0 cuando n — oc.

Corolario 1.5. Sea (x,) una sucesion tal que x, — x y x, — x'. Entonces x = x’.

Demostracion. Dado € > 0 existen N, N’ € N tales que d(x,, x) < €y d(x,, x) < €. Luego
d(x,x") < d(xn, x) + d(xy, x) < 2¢,

para todo ¢, luego d(x, x") = 0. [

Ademads de ser espacios de Hausdorff, los espacios métricos satisfacen una propiedad que es mas fuerte:
son espacios normales. Esta propiedad dice que ademds de poder separar puntos, la topologia permite separar
cualquier par de conjuntos cerrados disjuntos.

Teorema 1.6. Todo espacio métrico (X, d) es un espacio normal. Esto es, dados dos conjuntos cerrados
disjuntos F1, Fo en X entonces existen abiertos Uy, U tales que F{ C Uy, I, C U y U1 NUs> = @.

Para demostrar esta propiedad se utiliza el Lema de Urysohn (que se verd en el curso de Topologia).

Lema 1.7 (Lema de Urysohn). Un espacio topoldgico X es normal si y solo {x} es cerrado para todo x € X,
vy si para todo conjunto cerrado F C X y todo abierto U C X tal que F C U existe una funcién continua
u: X — [0, 1] que satisface

u(x) =1, paratodo x € F,
u(x) =0, para todo x ¢ U.

Demostracion del Teorema 1.6. Dado un conjunto B C X y x € X, definimos

d(x,B) = ;21; d(x,y).

Observar que si x € B entonces d(x, B) = 0. Hecho esto, y dado un cerrado F y un abierto U tales que
F C U, entonces podemos considerar la funcién

o d(x, U°)
V) = G ) + dx, U

Notar que si x € F entonces u(x) =1, y si x ¢ U, entonces u(x) =0, por lo que solo queda verificar que
la funcién u es continua.
La funcién u satisface las hipétesis del Lema de Urysohn y concluimos que (X, d) es un espacio normal. B

Otra propiedad topoldgica importante que satisfacen los espacios métricos tiene que ver con la numerabi-
lidad.

Proposicién 1.8. Todo espacio métrico (X, d) satisface el primer axioma de numerabilidad, es decir, para
cada punto x € X existe una base de vecindades numerable.

Observacicn 1.5. Sea N el conjunto de las vecindades de x € (X, d). Decimos que By C N es una base de
vecindades si para todo N € N, existe N € By tal que N C N.
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Demostracion. Basta considerar By (x, %) con n € N como una base numerable de vecindades para x € X.
[ |

La importancia de la Proposicién 1.8 es que cuando se trabaja en espacios métricos se pueden utilizar
sucesiones para demostrar diversos resultados, asi como para caracterizar distintas propiedades topoldgicas en
estos espacios.

Proposicion 1.9 (Cerradura via sucesiones). Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Entonces

x € A si y solo si existe una sucesion (x,) en A tal que x, — X.
n—oo

Demostracion. (=): Si x € A no hay nada que hacer pues basta tomar la sucesion constante. Sea x € A€ un
punto de acumulacién de A, luego tenemos que para cada n € N

1
B <X, n) NA ?é .
Luego existe x, € B (x, %) N A. Veamos que x, — X, en efecto, sea € > 0y sea N € N tal que % < g, luego
si n > N tenemos

1 1
Xp € B<X'n> = d(xp, X) < . <€,

es decir x, — X.
(«<): Seax € X\ Ay x, € Atal que x, — x. Veamos que x es un punto de acumulacién de A. Sea e > 0
y consideremos N € N tal que d(xp, x) < € para n > N. Luego es claro que

xn € B(x,e) MA\ {x},

es decir, x es un punto de acumulacién para A. |

Otro concepto de numerabilidad asociado a los espacios métricos es el de separabilidad.
Definicion 1.11 (Densidad). Diremos que D C X es denso, si para cada x € X y € > 0 se tiene que
Be(x)ND # @.
En otras palabras, todo punto en X es un punto de acumulacion para D, es decir D = X.

Definicion 1.12 (Espacios Separables). Diremos que un espacio métrico (X, d) es separable si es que existe
D C X numerable tal que
D=X.

Ejemplo 1.8. 1. (RV, dp) es separable pues QN es un subconjunto denso numerable.

2. (CJa, b], dx) es separable. Veremos mas adelante que el conjunto de polinomios a coeficientes racionales
es denso.

3. (£, dy) el espacio de sucesiones acotadas (x,) con la métrica
doo (Xn), (Vn)) = sup |Xn — ynl
neN
no es separable. Basta considerar el conjunto A = {(x,) : X, = 0 6 1} el conjunto de sucesiones binarias.

Este conjunto esta en correspondencia con el intervalo [0, 1], en particular es no-numerable.

Notar que dados (xp), (vn) € D distintos, entonces duo((Xn), (¥n)) = 1. Si existiese un conjunto denso
D entonces
Dn B%((Xn)) # 2,

luego D debe tener a lo menos la misma cardinalidad de [0, 1] que no es numerable.
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1.1.2. Continuidad en espacios métricos

Ademas podemos dar la siguiente caracterizacion de funciones continuas entre espacios métricos

Definicion 1.13 (Definicion “e-0" de continuidad). Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos, entonces f :
X —Y es continua en xp si Ve > 030 > 0 tal que si x satisface dx(x, xp) < § entonces dy (f(x), f(x0)) < €.

Proposicion 1.10 (Continuidad: versidn sucesiones). Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos, entonces
f: X =Y escontinua en xg € X si y solo si para toda sucesion x, — xo en X entonces f(x,) — f(xg) en'Y.

Demostracion. (=): Sea (x,) una sucesion tal que x, — x. Sabemos que dado € > 0 existe § > 0 tal que si
dx(a, b) < § entonces dy(f(a), f(b)) < €, luego de la convergencia x, — x sabemos que existe N € N tal
que

dx(xn,x) < paratodon>N,

de donde deducimos que
dy(f(xn), f(x)) <e paratodon>N,

en otras palabras, f(x,) — f(x).
(«): Probaremos la contra-reciproca. Supongamos que existe € > 0 tal que para todo § > 0 existe x5 € X
tal que
dx(xs,x0) <0 'y dy(f(xp). f(x0)) > €.

Tomando § = 1 hemos construido una sucesién x, — xo, pero f(x,) 7 f(xo). [

Proposicion 1.11 (Continuidad: versién topoldgica). Sean (X, dx) y (Y., dy) espacios métricos, entonces
f: X — Y es continua en xop € X si y solo si para todo abierto U C Y tal que f(xo) € U entonces f~1(U) es
abierto en X.

Demostracion. Ejercicio. |

Definicion 1.14 (Continuidad global). Diremos que f : X — Y es continua si lo es para todo x € X.

Observacion 1.6. La imagen de un abierto via una funcién continua no es necesariamente un abierto. f : R — R
tal que f(x) = 0 manda el intervalo abierto (0, 1) al cerrado {0}.

Algunas propiedades de funciones continuas se presentan en la siguiente

Proposicion 1.12. 1. Las funciones constantes entre espacios métricos f : (X,dx) — (Y, dy) son
continuas.

2. La funcion identidad f : (X, d) — (X, d) es continua.
3. Si X XY se equipa con la métrica dy en el producto, yf . Z— X yg:Z —Y, entonces
h(z) = (f(2).9(2))
es continua de Z — X xXY.
4. La composicion de funciones continuas es continua.

Demostracion. Ejercicio. |
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A parte de continuidad, tenemos el concepto de continuidad uniforme que dice que el “§" solo depende
del “¢", pero no del punto x € X.

Definicion 1.15 (Continuidad uniforme). Sean (X1, d1) y (X2, d») espacios métricos. Decimos que f : X1 —
X> es uniformemente continua si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para todo xog € X y todo x € X que
satisface d(x, xp) < 0 entonces d(f(x), f(x0)) < €.

Ejemplo 1.9. 1. Las funciones afines f(x) = a + bx son uniformemente continuas.

2. En general funciones f : (X, dx) — (Y, dy) que son Lipschitz, es decir dy (f(x), f(y)) < Ldx(x,y), son
uniformemente continuas.

3. La funcién f : R — R definida como f(x) = x no es uniformemente continua.

Definicién 1.16 (Homomorfismo). Si f : (X, dx) — (Y, dy) es biyectiva, con f y f~1 continuas, diremos que
f es un homomorfismo.

Sin embargo, estos objetos no son los mas adecuados para los espacios métricos. Los homomorfismos
que son relevantes en los espacios métricos son las isometrias

Definicién 1.17 (Isometria). Dados dos espacios métricos (X1, d1) y (X2, dz), y una funcion ¢ : X1 — Xo.
Decimos que @ es una isometria si

d2(p(x), 0(y)) = di(x,y),

para todo x,y € Xj.
Si ademas la funcion @ es sobreyectiva, decimos que los espacios son ISOmétricos.

Lema 1.13. Las isometrias son uniformemente continuas.

Demostracion. Basta tomar § = €. [ |

Definicion 1.18 (Equivalencia fuerte de métricas). Dos métricas dy y d» sobre un conjunto X se dicen
(fuertemente) equivalentes si existen constantes C1, C, > 0 tales que

Cidi(x,y) < da(x,y) < Cada(x,y) para todo x,y € X.

Definicion 1.19 (Equivalencia débil de métricas). Dos métricas dy y d» sobre un conjunto X se dicen
débilmente equivalentes si para todo x,y € X existen constantes C1, Co> > 0 tales que

Cidi(x,y) < da(x,y) < Cada(x,y).

Definicion 1.20 (Equivalencia topoldgica de métricas). Dos métricas di y d» sobre un conjunto X son
equivalentes si definen la misma topologia.

Proposicion 1.14. Dado un conjunto X equipado con dos métricas dy y d». Si las métricas son fuertemente
equivalentes entonces la funcion identidad i : (X, d1) — (X, d2) es continua.

Demostracion. Notar que para cada x € Xy r > 0, Bg, (x, CLQ) < Bg,(x,r) C By, (x, é) |

Observacion 1.7. Esto dice que métricas fuertemente equivalentes = métricas topoldgicamente equivalentes.
Sin embargo la reciproca no es necesariamente cierta.
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Ejemplo 1.10. Las métricas d, son todas fuertemente equivalentes en RN,

Demostracion. Notar primero que si 1 < p < oo entonces

1
1 dy < do < dp.

p

En efecto

N
do(x,y)P =3 xi — il?
=1

<N max |xi —yil|”,
<N NI, yil

En particular esto demuestre que todas las métricas d, son equivalentes a la métrica du, luegosi 1 < p, g < oo,
entonces dp, es equivalente a dg. n

1.2. Completitud en espacios métricos

En esta seccion (X, d) serd siempre un espacio métrico. Para hablar del concepto de completitud debemos
introducir la nocién de sucesiones de Cauchy.

Definicion 1.21 (Sucesion de Cauchy). Diremos que una sucesion (xp) es una sucesion de Cauchy en (X, d)
si dado € > 0 existe ng € N tal que
d(Xn, Xm) < €

para todo n,m > ng.

Ejemplo 1.11. Claramente cualquier sucesiéon convergente es de Cauchy. Sin embargo la reciproca no es
necesariamente cierta.
Por ejemplo podemos considerar el espacio métrico (Q, d), donde d(x,y) = |x — y|, y la sucesién de
nuimeros racionales definida por .
Xp = <1 + 1> )
n

Es claro que esta sucesion es de Cauchy (es convergente a e en R con la misma métrica), sin embargo la
sucesion (xp) no tiene limite en Q.

Hecha esta definicion y en virtud del ejemplo anterior es que hacemos la definicidn siguiente.

Definicion 1.22 (Espacio métrico completo). Diremos que el espacio métrico (X, d) es completo si todas las
sucesiones de Cauchy en X son convergentes.

Ejemplo 1.12. 1. R" bajo cualquiera de las métricas dp es completo. (Axioma del supremo + equivalencia
de métricas).

10



1.2. COMPLETITUD EN ESPACIOS METRICOS

2. QN no es completo bajo la métrica do.

_ . . - 1
3. Elintervalo (0, 1) no es completo bajo la métrica heredada de R. Notar que la sucesion x, = " es de
Cauchy, pero no es convergente en (0, 1).

Ejemplo 1.13 (Espacio de funciones acotadas). Dado un conjunto X y un espacio métrico completo (Y, dy),
entonces el conjunto de funciones acotadas

B(X,Y) = {f X =Y :3x € X tal que sup dy(f(x), f(x0)) < oo}
xeX

es completo bajo duo(f, g) = supyex dy (f(x), g(y)).

Demostracion. Sea (f,) una sucesién de Cauchy en B(X,Y). Es claro que para cada x € X la sucesién
(f(xn)) es de Cauchy, luego de la completitud de (Y, dy) deducimos que para cada x € X, la sucesion (f,(x))
es convergente. Definimos

f(x) = lim fu(x).

n—oo

Veamos que f € B(X,Y). Como la sucesién (f,) es de Cauchy, tenemos que existe ng € N tal que
d(fy, fm) <1, paratodo n,m > ng,

en particular d(fp,, f) < 1 para todo m > ng. Por lo tanto podemos pasar al limite m — oo en la desigualdad
dy (fny (x), fm(x)) < 1y obtener que dy (f5,(x), f(x)) < 1 para todo x € X, luego

dy (F(x), F(x0)) < dy (F(x), oy (X)) + dy (Fny (%), s (X0)) + Ay (Fny (x0), Fag (X0)) <2+ M,

donde M = sup,¢x dy (fn,(X), oy (X0)). Esto demuestra que f € B(X,Y).
Para concluir, debemos demostrar que f, — f uniformemente. Notar que dado € > 0 existe n; € N tal
que si n, m > ny entonces duo(fr, fm) < €, luego

1fa(x) — F(X)] = Iim |fa(x) — fn(X)] < Iim sup |fa(x) — fn(Xx)| < €
m—o0 m—>ooX€X

para todo x € X y todo n > n1, es decir
doo(fn, f) < €.

Ejemplo 1.14 (Espacio de funciones acotadas y continuas). Sea (X, dx) un espacio métrico e (Y, dy) un
espacio métrico completo. El espacio

BC(X,Y)={f € B(X,Y) : f es continua}
es cerrado en (B(X,Y), dx), en particular (BC(X,Y), ds) es completo.

Demostracion. Sea (f,) una sucesion en BC(X,Y) tal que f, — f, f € B(X,Y). Debemos demostrar que f
es continua. Sean x, y € X, entonces para cada n € N tenemos

dy (f(x), F(y)) < dy(f(x), fa(x)) + dy (fa(x), fa(y)) + dy (fa(y), F(¥))
< 2doo(f, fn) + dy (fa(x), fa(y)).

11
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. € .
Dado € > 0 escojamos N € N de modo que doo(f, f) < 3 sin> N.
Por otra parte, de la continuidad de fy en x tenemos que existe § = 0, > 0 tal que si dx(x,y) < dx.n

€ . . .
entonces dy (fy(x), fv(y)) < 3 por lo tanto hemos obtenido que existe § > 0 tal que si dx(x,y) < &
entonces

dy (F(x), f(y)) <e,

que es la continuidad de f en x. |

Observacion 1.8. Este resultado se puede expresar con la frase: “el limite uniforme de funciones continuas es
una funcién continua”

Observacion 1.9. Un comentario pertinente a este ejemplo es que si (X, 7) es compacto (luego hablaremos
de esto), entonces
BC(X,Y)=C(X,Y)={f : X =Y :f escontinua},

en particular (C(X,Y), dx) es completo.
Las funciones solo continuas no son un buen objeto para las sucesiones de Cauchy, sin embargo tenemos

el siguiente

Lema 1.15. Sean (X, dy) y (Y, dy) espacios métricos y f : X — Y una funcion uniformemente continua. Si
(xn) es una sucesion de Cauchy en X, entonces (f(xn)) es una sucesion de Cauchy.

La hipdtesis de continuidad uniforme no se puede remover.

Demostracion. Sea {x,} una sucesion de Cauchy en X y sea € > 0. Queremos demostrar que existe N € N
tal que si n, m > N entonces dy (f(x,), f(xm)) < €.

Como f es uniformemente continua, dado € > 0 existe § > 0 tal que si dx(x,x’) < § entonces
dy (f(x), f(x)) < €. Ahora como {x,} es de Cauchy, existe N € N tal que si n, m > N entonces dx (xp, Xm) < 9.
De lo anterior obtenemos dy (f(xy), f(xm)) < €. [

Una manera de caracterizar espacios métricos completos es mediante la propiedad de los cerrados
encajonados, para ello necesitamos la definicién de didmetro de un conjunto

Definicion 1.23 (Didametro). Dado un subconjunto B C X, definimos su diametro como

0(B) = sup d(x,y).
X, yEB

Proposicion 1.16. 1. 6(A) =0 siy solo si A= {x}.
2. Si AC B entonces §(A) < d(B).

Teorema 1.17 (Cantor). Un espacio métrico (X, d) es completo si y solo si cada vez que {F,} ey €5 una
familia no-creciente (Fn,+1 C Fj) de subconjuntos cerrados y no vacios de X tales que 6(F,) — 0, entonces
existe x € X tal que

() Fo=1{x}.

neN

12



1.3. APLICACIONES DE LA COMPLETITUD

Demostracion. (=): Para cada n € N seleccionar x, € F,. Veamos que la sucesién (x,) es de Cauchy. Dado
e > 0, tomemos N € N tal que d(Fp) < €. Por otra parte, de la propiedad de encajonamiento tenemos que
{Xk}k>n € Fn, luego, si k, k" > N tenemos

d(xi, xr) < sup d(x,y) =0(Fn) <,
X, yeFy

luego (x,) es de Cauchy en X, por lo tanto existe X € X tal que x, — X.
Notemos que como {Xk}an C F, para todo n € N, tenemos que X € F, = F, para todo n, luego

X € Npen Fn-

Finalmente, si x,y € ey Fn. entonces d(x, y) < 6(F,) — 0, luego x = y.

(«<): Sea (x,) una sucesion de Cauchy en X. Definamos F,, = {xx : k > n}. Es facil ver que F41 C F,.
Por otra parte dados € > 0y x, y € F, entonces existen k, k' € N tales que

£ £
d Zd D) < =
(x,Xk)<3, (y,Xk)<3,

luego 5
d(x,y) < d(x,3) + d(x,30) + Ay, 30) < 5+ d(x%0)

Finalmente, como (x,) es una sucesién de Cauchy podemos escoger N € N tal que d(xk, xx) < % para
todo k, k" > N, entonces para todo n > N hemos demostrado que si x, y € F, entonces

d(x,y) <e,

es decir 6(F,) < €. Asi tenemos una familia no-creciente de cerrados cuyo didmetro converge a 0, luego
existe x € X tal que

() Fo={x}.

neN

de donde obtenemos que x, — x. Esto pues dado € > 0, podemos escoger N € N tal que §(Fy) < €, luego
como X, y x pertenecen a Fpy si n > N concluimos que

d(x,xn) <6(Fn) < €.

Teorema 1.18 (Completacion de espacios métricos). Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces existe un
espacio métrico (X, d) completo y una isometria ¢ : X — X tal que p(X) es denso en X.

Demostracion. Ejercicio. |
Observacion 1.10. Se puede demostrar que la completacion de un espacio métrico es Unica, médulo isometrias.

Mas precisamente, si (X1, d1, 1) y (Xo, db, o) son dos completaciones de (X, d), entonces existe una
isometria biyectiva W : X; — X5 tal que o = W o ¢;.

1.3. Aplicaciones de la completitud

1.3.1. El Teorema de punto fijo de Banach

Para enunciar el teorema de punto fijo de Banach, debemos dar la siguiente

13
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Definicion 1.24 (Contraccién). Diremos que f : (X, dy) — (Y, dy) es una contraccion si es que existe
0< L <1 tal que
dy (f(x), f(x")) < Ldx(x,x"), para todo x,x" € X.

Observacion 1.11. Notar que las contracciones son funciones Lipschitz, por lo tanto son uniformemente
continuas.

Teorema 1.19 (Punto fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico completoy f : X — X una contraccion,
entonces existe un tinico punto fijo para f, es decir, 3' X € X tal que f(x) = X.
Ademas, dado cualquier xo € X la sucesion definida por x1 = f(xg) y

Xpt1 = f(xs), neN

LI'I
1-L

converge hacia X con d(xy, X) < d(x1,x0).

Demostracion.
Unicidad: Si x,y son dos puntos fijos para f, entonces d(x,y) = d(f(x),f(y)) < Ld(x,y), pero
0<L <1, luego x =y.
Existencia: Dado xp € X, veamos que la sucesién (x,) definida en el enunciado es de Cauchy. Observar
que
d(Xnt1,Xn) = d(f(xp), f(Xp-1)) < Ld(Xn, Xa-1),

luego, por induccién obtenemos que
d(Xns1, Xn) < L"d(x1, x0).
Con esto deducimos que para k € N tenemos

d(Xn+k. Xn) < d(Xntk, Xntk—1) + d(Xnp k=1, Xnrk—2) + ... + d(Xnt1, Xn)
S (Ln+k—1 + Ln+k—2 4.+ Ln+1 4 Ln) d(X]_,XO)

LP(1— LK)
= )
Ln
<
< 77 90a %)
— 0.
n—oo

Esto nos dice que la sucesién es de Cauchy, luego de la completitud deducimos que existe X € X tal que
X, — X. Finalmente observemos que de la continuidad de f obtenemos que f(x,) — f(X), pero f(x,) = Xpt1

que también converge a X, luego
f(x)=x

por la unicidad de limite.
n

1-L

Finalmente, notar que d(Xpik, Xn) < d(x1, Xo), luego si k — oo deducimos que

n

X <
d(X:Xn) =717

d(x1, Xo).

14
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Ejemplo 1.15 (Teorema de existencia y unicidad de EDOs). Consideremos la ecuacién diferencial

dy N
(1.1) dx f(x.y)
y(x0) = Yo,

donde f: Q CR? — R es continua y (xp, ¥o) € 2 es abierto. Ademas supondremos que f es Lipschitz con
respecto a la variable y uniforme en x, i.e. existe L > tal que para todo (x, y), (x,y’) € Q entonces

[Fxy) = fO ¥ < Lly—y].

Teorema 1.20 (Cauchy-Lipschitz-Picard). Existe d > 0 y una dnica funcion y : (xo — d, xo + d) — R solucion
de (1.1).

Para demostrar este teorema, primero notemos que gracias al teorema fundamental del cdlculo, la ecuacién
(1.1) es equivalente a la ecuacién integral

(1.2) y(x) = yo + / T F(ey (D)t

X0

Como f(x,y) es continua, tenemos que existe un subconjunto (xp, yo) € w C 2 tal que
[F(x.y)l < K.
Escojamos d > 0 tal que
1. Ld<1,
2. Si|x—=x0| <dy |y —y| < Kd entonces (x,y) € w.

Denotemos por | = [xo — d, xg + d] y X al conjunto de la funciones continuas ¢ : | — R tales que

lo(x) — yol < Kd,

y equipamos este espacio con la métrica uniforme d (¢, ¥) = sup,e; |@(x) — P(x)|.
Demostraremos que la aplicacién T definida como

X

T(0) =yo + / F(t o(1))dt

X0

estd bien definida de X — X. En efecto, si ¢ € X entonces para x € | tenemos que

lo(x) — yol =

/XX f(t, tp(t))dt‘ < Kd.

0

Por otra parte, si ¢1, > € X entonces
[01(x) — 92(x) </ [F(t,01(8)) — F(L (1)) dt
° X
<L [ lor® - el de
X0
< Ldmax|p1(t) — 2(1)],

luego como Ld < 1, la funcién T : X — X es una contraccion, lo que nos dice que (1.2) tiene una Unica
solucion.
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1.3.2. El Teorema de Baire

Algo de terminologia
Definicién 1.25. Diremos que un conjunto A C X es denso en ninguna parte si int(A) = @.
Ejemplo 1.16. 1. @ es denso en ninguna parte.

2. Cualquier conjunto finito en RN es denso en ninguna parte.

3. ZN C RN es denso en ninguna parte.

4. R es denso en ninguna parte en R?.

Teorema 1.21 (Teorema de la categoria de Baire). Sea (X, d) un espacio métrico completo, y sea {Fn} e €
X una familia de subconjuntos cerrados en X tales que int(F,) = & para todo n € N. Entonces

int (U Fn> =g.
neN

Observacion 1.12. Este teorema se suele utilizar en dos formas

= Sea {Fp},cy una familia de cerrados tales que
U Fm=x
neN

entonces existe n € N tal que int(F,) # @. Un espacio métrico completo no puede ser la union
numerable de conjuntos densos en ninguna parte.

= Sean {U,} ey una familia de abiertos densos, entonces
U=1(]Un
neN

es denso en X.

Demostracion. Definimos G, = FS. Notar que por hipdtesis, el conjunto G, es abierto y denso en X. Nuestro
objetivo es probar que
G=()Gn

neN
es denso en X. Para probar esto, sea V C X un abierto no-vacio cualquiera en X, veamos que VNG # @.
Como V es abierto, sabemos que existe xg € V' 'y ry > 0 tales que B(xg, 1) C V. De la densidad de G
I
sabemos que B(xg, ro) N Uy # @, ademas podemos escoger x; € G1 N B(xp, o) y0 < < 50 tales que

B(x1, ) € B(xp, ro) N Gy.
Siguiendo de esta manera, podemos construir sucesiones (x,) y (r,) tales que
B(Xn+1, rn+1) € B(Xn, rn) N Gpt1

o

0< <
r - < —.
n+1 2 on
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Claramente (x,) es una sucesién de Cauchy (d(Xp4k, Xn) < 2r, < z21), luego existe X € X tal que

Xp, — X. Ademds, por construccién tenemos que si k € N entonces
Xp+k € B(Xn' rn) N Gy,

luego si k — oo obtenemos que X € B(x,, 1) NG, €V NG, para todo n € N, en particular x € VN G.
[ |

Este teorema tiene varias consecuencias importantes en el analisis funcional, veremos algunas de ellas
cuando hablemos de Espacios de Banach (Teorema del grafo cerrado, Teorema de la aplicacion abierta y
Principio de la cota uniforme).

Ejemplo 1.17. Una aplicacién sencilla es la demostracion de que R no es numerable. Consideremos R equipado
con la métrica del valor absoluto, luego es un espacio métrico completo. Si suponemos que R es numerable
entonces seria la unién numerable de sus elementos, i.e.

R={]J{x}.

x€R

pero sabemos que {x} es cerrado para la topologia de la métrica, luego el teorema de Baire nos dice que
debe existir un x € R tal que int({x}) # &, lo que sabemos es falso.

Observacion 1.13. El mismo argumento anterior sirve para decir que cualquier espacio métrico completo que
no tiene puntos aislados debe ser no-numerable.

Ejemplo 1.18 (Funciones nunca diferenciables). Una aplicacion sorprendente del Teorema de Baire es la
existencia de funciones continuas que no tienen derivada en ninglin punto.

La demostracion de este resultado tiene algunos ingredientes técnicos que atin no hemos visto (aproximacion
de funciones continuas), por lo que solo ilustraremos los pasos fundamentales y dejaremos algunas cosas sin
demostracion.

Consideremos el espacio métrico completo de las funciones continuas C([0, 1], R) equipado con la métrica
uniforme, y para cada n € N definamos los conjuntos

f(a+ h)—f(a)
h

Fn= {f € C(]0,1],R) : sup

< n, para algun a € [0, 1]} :
h#0

Estos conjuntos contabilizan a las funciones que tienen chance de tener derivada en algln punto.
Lema 1.22. F, es cerrado en C([0, 1], R).

Demostracion. Sea (fx) C F, tal que fx — f. Veamos que f € F,. Como fx € F,, debe existir ax € [0, 1] tal
que

f(ak + h) — f(ax)
0 h
h#0
Como (ak) C [0, 1] es acotada, debe existir una subsucesién (denotada igual) y a € [0, 1] tal que ax — a.
Sea h # 0y definamos hy = a — ax + h, luego es claro que hy — h, y como h # 0 podemos asumir que
hx # 0 para todo k € N (de lo contrario pasamos a una subsucesion).

Notar que
|f(a+ h) = fi(ax + h)| = |(f — fi)(@+ h)| < doo(F, fi)

17



1.3. APLICACIONES DE LA COMPLETITUD

Figura 1.3: Idea de la construccién de la funcién g.

[f(a) — fk(ak)| < 1F(a) — fa)l + |f(ak) — fk(ak)| < [F(a) — ak)| + doo(f, k),
luego, de la continuidad de f vy el hecho de que f, — f obtenemos que

f(a+ h) — f(a)
R

fii(ak + hi) — fi(ak) <n

= lim .
hy -

k—o00

es decir f € Fp. |

Lema 1.23. F, tiene interior vacio para todo n € N.

La demostracién de este resultado utiliza un lema de aproximacién de funciones continuas mediante
funciones lineales a pedazos. No demostraremos dicho resultado, solo ilustraremos la idea con un dibujo.

Demostracion. Sea ¢ > 0y f € F,. Queremos demostrar que By, _(f, €) N FS # &, es decir, queremos
encontrar una funcién cercana a f pero que su derivada sea mayor que n en casi todo punto. Para ello
consideremos la funcién g que se puede construir como sugiere la Figura 1.3. La funcién g satisface que
|9'(x)| > n en todos los puntos donde la derivada existe, y ademas

dso(f, g) < €.

Esto dice que g € By, (f, €), pero como |g'(x)| > n para todo x donde la derivada existe, se tiene que g ¢ Fp,.
|

La conclusién de estos 2 lemas con ayuda del Teorema de Baire es la siguiente

Proposicion 1.24. Existe una funcion continua en el intervalo [0, 1] que no tiene derivada en ningtdn punto.
Mas atin, el conjunto de dichas funciones no-diferenciables es denso en C([0, 1], R).
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Demostracion. El Teorema de Baire garantiza que un espacio métrico completo no puede ser una unién
numerable de cerrados con interior vacio, luego

c(l0,1.R) # [ Fy

neN

(de hecho, es muestra que C([0, 1], R) \ U,en Fr €s denso). Por lo tanto debe existir una funcién tal que

feC([0, 1], R)\ Unen Fn = Nhen Fr -
Esta funcién no puede tener derivada en ninglin punto. Si la tuviese, existiria a € [0, 1] y hy > 0 tal que

- 7'(a)

flath) —f
'(a+ ) — f(a) <1, paratodo 0 < |h| < ho,

h

ademads, si |h| > hg entonces
< 2mdx,eo, IF (X))
< hy :

f(a+ h) —f(a)
R

2 médx,eo,yl F(X)|

luego si M = ——>2—== + 1 + [f’(a)| entonces

f h)—f
’ (a+h) (a) < M, paratodo h# 0,

h

luego f € Fpy, lo que es una contradiccién. |

Observacion 1.14. Algunos ejemplos concretos de funciones continuas pero nunca diferenciables son los
siguientes.

1. Funcién de Weierstrass: Para ab > 1 + %w
[oe)
fv(x) = Z a" cos(b"mx).
n=0

2. Funcién de Hardy

N1
fu(x) = g ﬁsen(nzwx).
n=1

3. Funcién de Rudin: Sea ¢ : R — R definida como

X, 0<x<1,
w(X)Z{

2—x, 1< x<2.

y que se extiende para todo x periédicamente, es decir, @(x + 2) = @(x). Entonces

fa(x) = i (j) " @),

n=0
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1.4. Compacidad en espacios métricos

Definicion 1.26 (Compacidad). Dado un espacio topolégico (X, T ), decimos que K C X es compacto si
dado un recubrimiento abierto de K existe un subrecubrimiento finito. Esto quiere decir que para toda familia

de abiertos U; € T, i € | tales que
K C U Ui,

il
entonces existe un subconjunto finito J C [/, tal que
KclJu.
i€J
Ejemplo 1.19. 1. @ y cualquier conjunto finito de puntos es compacto.

2. (0,1) no es compacto en R. Notar que el recubrimiento {(%, 1)}nGN no tiene subrecubrimiento finito.

3. R (bajo la métrica habitual) no es compacto. El recubrimiento {(n —1,n+ 1)},c7 no tiene subrecubri-
miento finito.

4. Veremos que cualquier conjunto cerrado y acotado en RV (con la métrica d> u otra métrica equivalente)
es compacto. Este es el teorema de Heine-Borel.

Una caracterizacion util de compacidad es la siguiente.
Proposicidn 1.25. K es compacto si y solo si todo subconjunto infinito E C K tiene un punto de acumulacion.

Este resultado es cierto en cualquier espacio topoldgico, sin embargo daremos una demostracién de la
implicacién = en el caso de que K es un espacio métrico.

Demostracion. Probaremos que cualquier subconjunto de K sin puntos de acumulacion debe ser finito. Sea
E C K un conjunto y supongamos que no tiene puntos de acumulacién. Como E no tiene puntos de
acumulacién, E debe ser cerrado (recordar que E = E U {puntos de acumulacién}).

Por otra parte, dado x € E, este no puede ser punto de acumulacién, luego debe existir ry > 0 tal que

B(x,re)NE ={x}.

Es claro que
K=EUK\E=|J{x}UK\EC |JB(x,rn)UK\E,
x€E xeE
y como el conjunto K \ E es un abierto (pues E es cerrado), luego tenemos un recubrimiento abierto del
compacto K, es decir, deben existir x1,...,xy € E tales que

KC | )B(xi, ) UK\ E.

-

1

De aqui obtenemos que

N
EC U B(xi, rx,).
=1

y como cada B(xj, ry,) tiene exactamente un elemento de E, esto quiere decir que que E es finito. |
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Otro resultado topoldgico es que la compacidad se preserva bajo topologias equivalentes, esto es

Proposicion 1.26. Sea f : (X1, T1) — (X2, T2) un homomorfismo. Luego
A C (X, T1) es compacto < f(A) C (X, T2) es compacto

Corolario 1.27. Un espacio métrico X equipado con dos métricas equivalentes (fuertemente o topoldgicamente)
tienen los mismos conjuntos compactos.

Definicion 1.27 (Secuencialmente compacto). Dado un espacio métrico (X, d), diremos que K C X es
secuencialmente compacto si dada una sucesion (xp)nen en K, existe una subsucesion (Xp, )ken que es
convergente en K.

Ejemplo 1.20. 1. Veremos que cualquier conjunto cerrado y acotado en R es secuencialmente compactos
(Heine-Borel).

2. La bola unitaria en C([0, 1], R) no es secuencialmente compacta bajo la métrica uniforme. Basta
considerar la sucesion

—nx+1 0<x<

fn(X) =
0

1
n
Es facil ver que si m > 2n, entonces para x = % € [0, 1] se tiene que % <x < luego

Aoo (T, fm) 2 [fm(X) — Fa(X)| = [fa(X)| =

N

luego la sucesion no puede tener una subsucesion convergente.

Definicion 1.28 (Conjunto totalmente acotado). Un espacio métrico (X, d) se dice totalmente acotado si
para cada € > 0 existe N € N y conjuntos {R/},’-\lzl tales que

n X = U/N:1 Ri,
b 6(R,) < 2e¢.

Tal familia se llama un e-recubrimiento.
Usualmente se construyen e-recubrimientos conformados por bolas R; = B(x;, €).

Ejemplo 1.21. 1. Un subconjunto de un conjunto totalmente acotado es totalmente acotado.
2. Un conjunto isométrico a uno totalmente acotado es totalmente acotado.

3. Los conjuntos acotados en R (bajo la métrica habitual) son totalmente acotados:

Veamos que (—M, M) es totalmente acotado. Sea € > 0y consideremos la familia siguiente de intervalos:
para i € NU {0} definimos
€. €,
Ry = (—/vz+ (1=2), =M+ Z(i+ 2)) .

Notar que los intervalos son no-disjuntos, que el didmetro es §(R;) = 2¢ y que si Ny es tal que
—M+£(No+2) > M & Nog > M — 2 entonces
No
(=M, M) C U Ri,
i=1
es decir, el intervalo tiene un e-recubrimiento finito, luego es totalmente acotado.
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4. Similarmente, no es dificil demostrar que los conjuntos acotados en RV (bajo la métrica d, o cualquier
métrica equivalente) son totalmente acotados. Para ver esto, basta notar que cualquier conjunto
acotado A C RN se puede incluir en un cubo N-dimensional (la bola abierta B(0, M) con la métrica
dso), €sto es

AC (=M, M)N = (=M, M) x (=M, M) x ... x (=M, M),

Luego tomamos un e-recubrimiento de (—M, M) conformado por {R;,i =1,..., Np}, entonces la
familia conformada por los intervalos del ejemplo anterior

{R,‘l ><R,‘2 X ... X RjN,G‘E{l,...,No}}
es un v/ N-recubrimiento.

5. R con la métrica acotada es acotado, sin embargo no es totalmente acotado. Se deja esto como
ejercicio.

6. En general un conjunto acotado no tiene por que ser totalmente acotado. Por ejemplo en £°° con la
métrica duo, €l conjunto conformado por a; = (1,0,0,...), a2 = (0,1,0,...), etcétera es acotado, pero
no totalmente acotado, pues d(aj, aj) = 1, luego no puede haber un e-recubrimiento finito si € < 1.

Lema 1.28. Si (X, d) es compacto, entonces X es totalmente acotado.

Demostracion. Dado € > 0, basta tomar el recubrimiento X = Uxex Bq(x, €) que por compacidad tiene un
subrecubrimiento finito. |

Lema 1.29. Sea A C (X, d) un conjunto secuencialmente compacto X. Entonces A es cerrado y acotado.

Demostracion. Sea (x,) C A una sucesion tal que x, — x. Como A es secuencialmente compacto, entonces
existe una subsucesion x,, y X € A tal que x,, — X. Pero por unicidad del limite, tenemos que x,, — X, luego
x =X € A. Es decir, A es cerrado.
Veamos que A es acotado. Probemos la contra-reciproca, es decir, A no acotado implica A no compacto.
Supongamos que §(A) = 400, es decir podriamos construir una sucesion de la siguiente forma: Sea x; € A
arbitrario, como §(A) = +oo debe existir x, € A tal que

d(x1, x2) > 1.
De la misma forma, debe existir x3 € A tal que
d(xz, x0) > 1+ d(x2, x1).
Siguiendo de esta forma, podemos construir una sucesion (x,) tal que
d(Xn+1,Xn) > 14 d(xp, x1).

Luego, para m > n
d(Xm, x1) > 1+ d(xn, x1),

de donde obtenemos que
d(Xn, Xm) > d(Xm, x1) — d(xn, x1) > 1

es decir, esta sucesién no puede tener ninguna subsucesién convergente. |
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Teorema 1.30 (Bolzano-Weierstrass). Sea (X, d) un espacio métrico. Las siguientes son equivalentes
1. (X, d) es compacto.
2. (X, d) es secuencialmente compacto.
3. (X, d) es completo y totalmente acotado.
Para demostrar este teorema, necesitamos el llamado Lema de Lebesgue

Lema 1.31 (Lebesgue). Si (X, d) es completo y totalmente acotado, entonces todo recubrimiento abierto
{Ux}qea admite un nimero de Lebesgue X > 0, esto es, para todo x € X existe a € A tal que By(x, \) C Usy.

Demostracion del Teorema 1.30. (1)=(2): Sea (x,) una sucesién en X. Como es un conjunto infinito, debe
tener un punto de acumulacién, que denotamos x. Como X es un punto de acumulacion de x,, tenemos que

para cada k € N existe nx € N tal que
_1
Xn, € B (X, k> ,

en otras palabras d(X, x,,) < %, es decir Xx,, — X.
(2)=(3): Sea (x5) una sucesion de Cauchy en X y sea (x,,) una subsucesién convergente a x € X. Para
€ > 0sea ng € N tal que
€
d(xn, Xm) < 5 para todo n, m > ng,

y sea ni1 > ng tal que
d(Xp,, X) <

N ™

Luego
d(xp, x) < d(Xn, Xn,) + d(Xpn,, x) < €.

Por lo tanto la sucesion de Cauchy es convergente, es decir (X, d) es completo.
Veamos que es totalmente acotado. Para ello probaremos la contra-reciproca: Supongamos que no es
totalmente acotado y tomemos gg > 0 tal que no hay un gg-recubrimiento.
Tomemos x; € X cualquiera, y consideremos B(x1, €9). Al no existir un gqo-recubrimiento, no puede ser
que B(x1,€9) = X, luego existe
Xo € B(Xl,Eo)C,

es decir d(xp, x1) > €9. Tampoco puede suceder que B(x1, €9) U B(x2,€9) = X, luego debe existir
x3 € (B(x1, €0) U B(xo, 80))C = B(x1,€0)° N B(x2,€0)°,

es decir d(xs3, x2) > €o9 y d(x3, x1) > €¢. Siguiendo en esta forma, podemos construir una sucesion (x,) tal
que

Xp+1 € (U B(X/,*Eo)) = ﬂ B(xi, €0)°,
i=1

i=1

es decir, para cualquier n € N tenemos que
d(Xpt+1,Xj) > €9, paratodoi=1,..., n.
Concluimos entonces que si m # n entonces d(xp, Xm) > €p, Yy asi la sucesion (x,) no puede tener una

subsucesién convergente.
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(3)=(1): Aqui utilizaremos el Lema de Lebesgue. Sea {Uy},ca Un recubrimiento abierto de X, y sea
A > 0 su nimero de Lebesgue asociado. Como X es totalmente acotado, existe un A-recubrimiento, es decir,
existen {x, ..., xy} tales que

N
X =B\,
i=1
pero X es el nimero de Lebesgue del recubrimiento {Ux}4ea. luego para cada i € {1,..., N} existe a; € A
tal que
B(X,‘, )\) - Ua,..
Por lo tanto
N N
X=JB0i.X S|V,
i=1 i=1
es decir, {Ux}4ea tiene un subrecubrimiento finito. |

Observacion 1.15. Notar que en la demostracién de (2) = (3) hemos demostrado lo siguiente: Sea
(Xn)pq € X una sucesion de Cauchy que tiene una subsucesion (x,, )22, convergente a X € X. Entonces
(xn)S2, converge a X.

Demostracion del Lema 1.31. Argumentaremos por contradiccion. Supongamos que {Uy }4en €S un recubri-
miento abierto que no tiene nimero de Lebesgue, es decir

(VA >0)(3x € X)(Va € A) B(x,\) € Uy.

Consideremos A = %, luego lo anterior nos dice que existe una sucesién (infinita) (x,) tal que B (x,,
estd incluida en ningdn Us,.
Por otra parte, como X es totalmente acotado, existe un %—recubrimiento, esto es, existen {y,-vl},/.\/:l1 tales

que

) no

N1 1
x=JB <y,—,1,2) :

=1
Es claro que debe existir i € {1,..., N1} tal que B (y,;l, %) contiene una infinidad de x,'s. Sin perder

generalidad digamos que es / = 1. Seleccionemos y; 1.

De la misma forma anterior, podemos tomar un %—recubrimiento: {y,'VQ},Nil tales que

No 1
X = | B <y,-,2, 4> .
=1

y seleccionar / =1 tal que B (y1,2, %) contiene una infinidad de los x,'s que estan en B(y11, %). Agreguemos
y1,2 a la sucesion. Siguiendo de esta misma forma, podemos construir una segunda sucesién (y; x) tal que
B(y1 x,27K) contiene una infinidad de los x,'s que estan en B(y; x_1,2'7K).

Definamos

m
Frn= () Bk 275),
k=1

Notemos que cada F, contiene una infinidad de x,'s (en particular es no vacio), que F,, es cerrado, y que
Fm+1 € Fpy. Por construccion observemos que

6(Fm) < 6(B(yam 27™) =21 — 0,
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luego, como X es completo, el Teorema 1.17 nos dice que existe y € X tal que

() Fe=1{7}.
keN
Ahora, sea a € A tal que y € Uy (recordar que X = Jyeca Ua) ¥ sea € > 0 tal que B(y,€) € Uy (cada
Uy es abierto). Tomemos m € N tal que 6(Fp,) < % y como hay una infinidad de x,'s en Fp,, podemos elegir
n € N tal que

1
- <
n

Xn€ Fm y

N ™

Finalmente sea z € B(xy, %), luego

d(z,7) < d(z, %) + d(xp. 7) < % FO8(F) < g + % =,

por lo tanto z € B(¥, €), es decir
1
B (Xn, n) - B(Y,E) C Ug,

lo que contradice la eleccién de xp. |

Corolario 1.32 (Heine-Borel). Para A C RN con cualquiera de las métricas equivalentes d,, (o en general,
como veremos mas adelante, bajo cualquier métrica que viene de una norma ||-||) se tiene

A es compacto < A es cerrado y acotado.

Demostracion. El Lema 1.29 y el Teorema 1.30 nos dicen que = es valido.

Para la otra direccién, notar que vimos que acotado implica totalmente acotado en RV, y como RV
es completo y A es cerrado, entonces A es también completo, luego el Teorema 1.30 nos dice que A es
compacto. |

Como mencionamos antes, la compacidad es una invariante topoldgica. Esto se ve reflejado en la siguiente

Proposicion 1.33. Sea (X, dx) un espacio métrico compacto e (Y, dy) un espacio métrico. Entonces f(X)
es compacto para toda funcion f : X — Y continua.

Demostracion. Sea (y,) una sucesion en f(X), luego para cada n € N existe x, € X tal que y, = f(x,). De
la compacidad de X deducimos que existe x € X y una subsucesion x,, tal que x, — x. Finalmente, de la
continuidad de f obtenemos que

Vn, = f(Xn,) = f(x),

es decir, la sucesion (y,) tiene una subsucesion convergente en f(.X). [

Observacion 1.16. Notar que este teorema, junto con el hecho de que los compactos en los espacios métricos
deben ser acotados (ver Lema 1.29), obtenemos que

C(X,Y)=BC(X,Y)

para cualquier espacio métrico compacto X y cualquier espacio métrico Y, mas aun, si Y es completo,
entonces (C(X,Y), dx) es completo.

25



1.4. COMPACIDAD EN ESPACIOS METRICOS

Corolario 1.34. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si f : X — R es continua, entonces existen
Xm, Xpm € X tales que
f(xm)= inf f(x) y F(xp) = sup f(x).
xeX xeX

Demostracion. De la proposicion anterior, tenemos que f(X) es compacto en R, luego f(X) es cerrado y
acotado, por lo tanto contiene a sus cotas superior e inferior. |

Proposicion 1.35. Sea (X, d) un espacio métrico compacto e (Y, dy) un espacio métrico. Sif : X =Y es
continua, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. De la definicion de continuidad tenemos que dado € > 0y x € X existe § = §¢ x > 0 tal que
si dx(x, x") < 0g,x entonces dy(f(x), f(x")) < 5.
Esto nos permite construir el siguiente recubrimiento de X indexado por x € X

0
X = By (x?)
xeX
De la compacidad de X deducimos la existencia de un conjunto finito {xi, ..., xn} € X tal que

(1.3) X = LNJ By <x,, 552“") .

i=1

. . Oe.x;
Definamos §c = minj—1,_.n —5-.

Ahora, dados x, x’ € X tales que dx(x, x") < d¢ tenemos lo siguiente: de (1.3) obtenemos que existe

iedl,..., N} tal que
e x;
X € BdX <X,‘, ZXI) )

dx (X', x;) < dx (X', x) + dx(x, x;) < 8¢ +

pero
£,X;
2
Esto nos dice que x, x" € Bg, (Xi, 0¢ x,), y de la forma que escogimos J¢ 5, obtenemos que si dx(xj, z) < 0¢ x
entonces dy (f(x;), f(z)) < 5, luego

< g x-

dy (F(x), F(X)) < dv (F(x), F(x;)) + dv (F(x), F(x)) < g+ % =,

que es la continuidad uniforme de f. |

Proposicién 1.36. Sea (X, d) un espacio métrico, y sea {Ka}oca Una familia de subconjuntos compactos de
X con la propiedad de la interseccion finita, es decir, tales que para cada J C A finito se tiene que

ﬂ Ky # .
acd

Entonces

(] Ka # 2.

acA
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Demostracion. Sea U, = K§, luego U, es abierto en X. Supongamos que existe 3 € A tal que

Ken ] Ka=2.
acA
aFp

Esto nos dice que

K[B - U Uay
a€cA
a3

luego de la compacidad de Kg obtenemos que existe J C A finito tal que

Kp C U Ua,
acJ
a#pB

pero esto dice que
Kg N ﬂ Ky = 2,
acJ

lo que contradice la hipdtesis de intersecciones finitas no vacias. |

Observacion 1.17. En algunos casos este resultado se enuncia de la siguiente forma: Sea (X, d) un espacio
métrico compacto y {Fu},ea Una familia de cerrados que tienen la propiedad de la interseccidn finita. Luego

() Fa# 2.

acA

Ejemplo 1.22. Sea {C,} .y la coleccién de subconjuntos de [0, 1] definidas como

C1 =10,1],
C 2 C
C,,+1:3”u<3+3”>, para n>1

donde para A C R usamos la notacién é = {% rae A}. No es dificil demostrar que Cp4+1 C Cp, luego para

cada familia finita de indices J tenemos que
ﬂ Cn = CM.
neJ

donde m = max J. Ademas, los conjuntos C, son todos cerrados dentro del compacto [0, 1], en particular
son conjuntos compactos. Esto nos dice que

c=()C#2.

neN

El conjunto C se conoce como el conjunto de Cantor. Este conjunto es cerrado en [0, 1] (interseccién de
conjuntos cerrados), y ademas es compacto (cerrado dentro de un compacto).

Observacion 1.18. Un resultado topoldgico sorprendente es que para cualquier espacio métrico compacto X,
existe una funcién continua f : C — X que ademas es sobreyectiva. En otras palabras, todos los espacios
métricos compactos son imagenes continuas del conjunto de Cantor.

Proposicion 1.37. Todo espacio métrico (X, d) compacto es separable.
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Demostracion. Notar que para cada n € N la familia de conjuntos

- faed)

es un recubrimiento abierto de X. De la compacidad deducimos que para cada n € N existe {x{’, . ,x,fn} cX
tal que {B(x/ %)}fil es un recubrimiento de X.
Consideremos
D= U {X,»n}f-(il,
neN

que es una unién numerable de conjuntos finitos, luego es numerable.

Kne
Veamos que es denso: Sea x € X ye > 0, sea n. € N tal que n.e > 1. Como {B(x,”f, i)} . es un
1=

Ne

recubrimiento de X, tenemos que existe i € {1,..., kn} tal que x € B(x™, n%) es decir
n 1
d(x,x™) < — <e.
Ne
|
Teorema 1.38. Todas las normas sobre RN son equivalentes, es decir, dadas dos normas ||-|| y |||-||| entonces
existen constantes C1, Co> > 0 tales que
Crlixll < [lIxlll < CalIx|l,  para todo x € RV,
Demostracion. Sea ||-|| : RY — R una norma cualquiera. Veamos que es equivalente a la norma Euclidiana
-1l
Sea x € RV, es decir x = (x1, X2, ..., xn). Tenemos que

N
X = E Xi€i,
i=1

donde {e,-},’-\/::L es la base canédnica de RV, Luego, gracias a que ||-|| es una norma, tenemos que

N N N
> x| < kel =Y xlllell
=1 i=1 i=1

luego usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

IxIl =

N

N
2 2
Il < 4| D0 Il | D lleill® = il
=1

i=1

con lo que si definimos

(notar que C no depende de x) hemos demostrado que

x|l < Calixll -
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Para la otra desigualdad (Cy ||x||, < ||x|), consideremos la esfera unitaria en RV

SNl ={y eR" :|ly|l, =1}

y definamos la funcién f : (SV=1,||-|l,) — (R, |-|) dada por

fy) =yl

Como SV~ es cerrado y acotado en (R", |-||,), entonces es compacto (bajo la topologia inducida por |-||,).
Veamos que la funcién f es Lipschitz continua: Sean x, y € SN=1 luego de la desigualdad triangular para [|-||
y el paso anterior tenemos que

1FO) = FWII = lIx = Iyl < lix =yl < Calix =yl -
Ahora, por el Corolario 1.34 esta funcién debe alcanzar su minimo en algtin y € SN=1. Sea
Ci:=1f(y)= min f(y),
yesn-1
y notemos que para x € RV \ {0} tenemos que

Il
Ixll>

X1 [l

= [Ixl2

XH

1]l

pero el vector y = =*— € SN"1 luego

= [Ixll2 f(v)
> [Ixl> (%)
= CIxll2.

lo que demuestra el resultado. |

Observacion 1.19. En general se puede demostrar que todas las normas son equivalentes en un espacio
vectorial normado cualquiera de dimensién finita sobre R. Esto es cierto pues si X tiene dimensién N sobre R,
entonces X = RV,

Ejemplo 1.23 (Un conjunto totalmente acotado en £2). El conjunto M de los (x,) € £2 tales que |x;| <27/

es totalmente acotado en £2. En efecto, dado € > 0 escojamos N € N tal que %N < 5. Para cada

(xn) = (x1, X2, . ..) € M consideremos la funcion ¢ : M — M definida como

©((xn)) = (x1, x2, ..., xn, 0, .. ).

Observemos que
1 1

d2((Xn): (p((Xn)))2 = Z |Xk|2 < Z 7k < N < 5
k>N+1 k>N+1

Notar que @(M) es isométrico a un conjunto acotado en RV, luego es totalmente acotado, por lo que si

tomamos un 5-recubrimiento de (M), entonces tendremos un e-recubrimiento de M.
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1.4.1. Convergencia de funciones continuas sobre conjuntos compactos

Al hablar de convergencia de funciones, uno debe tener presente que no todas las convergencias (topologias)
que uno pueda utilizar son equivalentes. Por ejemplo en el caso de funciones continuas en el intervalo [0, 1]
tenemos que

convergencia uniforme = convergencia puntual,

sin embargo la reciproca no es necesariamente cierta. Para ello basta considerar la sucesidon de funciones
continuas f(x) = x" y notar que si x € [0, 1] entonces

fa(x) >0 si0<x<1
fa(x) =1 six=0,
es decir fo(x) — f(x), donde f es la funcion discontinua que vale 0si 0 < x < 1y f(1) = 1. Esta convergencia
NO puede ser uniforme, pues como vimos, el limite uniforme de funciones continuas debe ser una funcién

continua.
Lo anterior muestra que para tener un resultado que diga

convergencia puntual = convergencia uniforme,

es necesario que el limite puntual sea también continuo. Sin embargo esto tampoco es suficiente, pues se
puede considerar la sucesion (f,) € C([0, 1], R) definida como

1
nx si0<x< -
n
1 2
fa(x)=492—nx si-<x<-=
n n
.2
0 si— < x<1.
n

Claramente, para cualquier x € [0, 1] se tiene que f,(x) — 0, pero el limite no es uniforme ya que

()

Uno de los resultados que resuelve esta situacion es el siguiente de resultado de Dini:

sup |fa(x) —0| =
x€[0,1]

Teorema 1.39 (Teorema de Dini). Sea (X, d) un espacio métrico compacto y (f,) C C(X,R) una sucesion
mondtona (fu(x) < foy1(x) 6 fo(x) > fry1(x) para todo n y x) que converge puntualmente a f € C(X,R).
Entonces la convergencia es uniforme.

Demostracion. Basta suponer que la sucesion es no-decreciente, i.e. fh(x) < fr11(x) (de lo contrario se
considera la sucesion (—f,)). Definamos g,(x) = f(x) — f,(x). Notar que gn(x) > gn+1(x). Dado € > 0,
definamos

En={x€X:ga(x) > e} =g, ([, )).

Como f, y f son continuas, g, es continua y el conjunto E, es cerrado para cada n. Ademds, como
gn(x) > gnt+1(x) tenemos que Enr1 C Ep. Lo que dice que tenemos una sucesion de conjuntos cerrados
encajonados dentro de un compacto. Definimos

E=()En

neN
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y supongamos que E # &, por lo que podriamos tomar x € E. De la convergencia f,(x) — f(x) tenemos
que gn(x) — 0, luego existe N € N tal que |gn(x)| < € para todo n > N. Esto quiere decir que x ¢ E,, para
todo n > N, lo que es una contradiccion con el hecho de que x € E. Por lo tanto £ = &, y esto implica que
existe N; € N tal que E, = @ para todo n > N, luego

0 < gn(x) <e paratodo x € X ytodo n> Ni,

lo que es la convergencia uniforme de g, a 0. |

1.5. EIl Teorema de Arzela-Ascoli

Un teorema muy importante en analisis es el teorema que caracteriza la compacidad en el espacio C(X,Y)
donde X es un métrico compacto e Y un espacio métrico completo.

Observacion 1.20. Cuando (X, dx) es compacto e (Y, dy) es un espacio métrico, entonces
BC(X,Y)=C(X,Y)

pues si X es compactoy f : X — Y continua, entonces f(X) es compacto en Y, por lo que debe ser acotado.

Como vimos, la compacidad en espacios métricos es equivalente a tener conjuntos completos y totalmente
acotados. Como el concepto de totalmente acotado es poco “natural” cuando se habla de funciones continuas
es que introducimos el siguiente concepto

Definicion 1.29 (Equicontinuidad). Sean (X, dx) e (Y, dy) espacios métricos. Un subconjunto A C C(X,Y)
se dice equicontinuo si para todo € > 0 y todo xg € X existe § > 0 tal que si dx(x, xg) < § entonces

dy(f(x), f(x0)) <€
para todo f € A.

Observacion 1.21. Notar que el § puede depender de xp € X (y de €). El término equicontinuidad viene dado
por el hecho de que el mismo § sirve para todas las funciones en A, en otras palabras, todas las funciones de
A tienen el mismo “mddulo de continuidad”.

La relacién entre totalmente acotado y equicontinuidad viene dada por el siguiente lema:
Lema 1.40. Un subconjunto de A C (C(X,Y), dx) que es totalmente acotado es equicontinuo.

Demostracion. Sea € > 0y x € X. Debemos demostrar que existe § > 0 tal que si dx(x, y) < § entonces
dy(f(x),f(y)) <e paratoda f €A,

Como A es totalmente acotado, existe un §-recubrimiento, es decir, existen fi, ..., fy € C(X,Y) tales que

N
€
AC LJBdOO <f/§)
=1
Por otra parte, como cada fj es continua, existe §; > 0 tal que si dx(x,y) < d; entonces
€
dy ((x), (1)) < 2.
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Definamos

y veamos que para este § > 0 podemos concluir. Sea f € A, luego f € By (f,-o, %) para cierto fg, luego si
suponemos que dx(x, y) < §, entonces

dy (F(x), F(1)) < A (F0), £, (0)) + by (£, (), £ (1) + by (), F¥)) < S + 5+ 5 =&,

lo que es la equicontinuidad. |

Corolario 1.41. S/ K C (C(X,Y), dx) es compacto, entonces K es equicontinuo.

Lema 1.42. Sea (X, dx) un espacio métrico compacto, (Y, dy) un espacio métrico y (f,) C C(X,Y) una
sucesion que converge puntualmente a f. Si el conjunto {f,: n € N} es equicontinuo, entonces f, — f
uniformemente.

Demostracion. Sea € > 0, para cada x € X sea 0, > 0 tal que si dx(x, x’) < dx entonces

dy (F(x), (X)) < g VneN.

De la compacidad de X podemos encontrar xq, .. ., xy € X tales que

X = By (xi. 8.

=1

y de la convergencia puntual de f, a f en cada uno de estos x; tenemos que existe Ng € N tal que si n > Ny
€
dy (Fa(4). F0)) < 5.
Con esto tenemos que dado x € X, existe x; tal que dx(x, x;) < 0y, luego, si n > Ny tenemos que

dy (fa(x), F(x)) < dy (fa(x), fa(xi)) + dv (fa(xi), F(x;)) + dv (F(xi), F(x))
_€,€.€
-3 3 3
donde para la ultima desigualdad utilizamos que si x, x; € X estdn fijos, entonces de la convergencia puntual
y la continuidad de dy

dy (f(x), f(x;)) = Iim dy (fa(x), fa(xi)) <

w]| m

Definicion 1.30. Un subconjunto de A C C(X,Y) se dice (uniformemente) acotado si existen R > 0 y
feC(X,Y) tal que AC By (f, R).
El conjunto A se dice puntualmente acotado si para cada x € X existe R >0 ey €Y tal que

Ax) ={f(x): f e A} C Bg (v, R).
Ejemplo 1.24. 1. La familia de funciones continuas A C C(R, R) definida por

0 six<n—16x>n+1
fax)=<n(x—n+1) sin—1<x<n
—n(x—n—-1) sin<x<n+1

es puntualmente acotado pero no uniformemente acotado.
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2. Para n > 2, la familia de funciones continuas A C C([0, 1], R) definida por

0 Si <1c’> >3
X< —0x>_—
2n 2n
M) = n@mx—1) s <x<-
n(X) = § n(2nx Sip SX <
1 3
—n(2nx —3) si- <x<—
n(2nx — 3) Si — S X< o

es puntualmente acotado en el compacto, pero no uniformemente acotado.

Lema 1.43. Si (X, dx) es compacto, entonces un conjunto equicontinuo y puntualmente acotado A C
(C(X,Y), ds) es (uniformemente) acotado.

Demostracion. Como A es equicontinuo, dado x € X existe §, > 0 tal que
dx(x,y) < d0x = dy(f(x),f(y)) <1, paratodo f e A.
Como X es compacto, existen {x,-},’-\/:1 tales que

N
X = U BdX(X,',(SXI).
=1

Ahora, como A es puntualmente acotado, tenemos que los conjuntos A(x;) son acotados en Y, es decir,
existe ygp € Y y R;'s tales que
A(xi) € By, (vo. Ri).

Sea R :=max;=1, n R, y veamos que A C By_(¥.,1+ R). En efecto, sea f € Ay sea x € X, luego existe
x; € X tal que dx(x, x;) < dx. De la equicontinuidad obtenemos que dy (f(x), f(x;)) < 1, de donde podemos
escribir

dy (f(x), o) < dy (F(x), F(x;)) + dv (F(x;). o)
<1+R;
<1+R,

por lo tanto
doo(f,Y0) <14+ R.

Definicién 1.31. Un conjunto K C X se dice relativamente compacto si K es compacto en X.

Teorema 1.44 (Arzela-Ascoli). Sea (X, dx) un espacio métrico compacto e (Y, dy) un espacio métrico
completo. Entonces K C C(X,Y') es relativamente compacto si y solo si

1. K es equicontinuo,
2. Para todo x € X, el conjunto K(x) = {f(x) : f € K} es relativamente compacto en'Y .

Demostracion. (=): Si K es compacto entonces es totalmente acotado, luego K es totalmente acotado, y
por el Lema 1.40 entonces K es equicontinuo.
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Ahora sea x € X y consideremos la funcion dx : C(X,Y) — Y definida como
0x(f) = f(x),
se deja como ejercicio demostrar que d, es continua. Luego es claro que
K(x) C 8x(K),

y como 85 es continua, el conjunto 8,(K) es compacto, esto implica que K (x) debe ser compacto.

(<): Como C(X,Y) es completo y K es cerrado, basta demostrar que K es totalmente acotado, pues
entonces K también lo serd (ejercicio) y al ser cerrado, resultard ser completo.

Sea € > 0 y construyamos un 4e-recubrimiento de K. Como K es equicontinuo, entonces existe § > 0 tal

que
dx(x,y) <0 = dy(f(x),f(y)) <e, paratodof € K.
Como X es compacto, entonces existen xi, ..., xy € X tales que
N
(1.4) X = J Bax(x.8) = [ Bax(x:.6).
xeX n=1
Notar ahora que paracada i =1, ..., N se tiene que
€
K(x) = {f0a) : F e kb= [ (Foar € U Ba, (F0).5).
feK fexk
pero por hipdtesis K(x;) es relativamente compacto en Y, luego existe H; = {fl’ ..... f,('/,,} C K tal que
K(x) C K(xj) C U Ba, (f(x).€) = | Ba, (F(x).€).
feH,
Para cada secuencia de enteros (p1, . . ., pn) con 1 < p; < M; definamos el conjunto

Notar que diam(H(p1, ..., pn)) < 4e, en efecto, sean f,g € H(py, ..., pn) y sea x € X. Gracias a (1.4)
existe i € {1,..., N} tal que dx(x, x;) < 0. Para tal i tenemos que existe p; y tal que dy (f(x;), fp'.,(X/)) <ey
dy (f(x;). £ (x;)) < €, luego

dy (F(x), 9(x)) < dyv (F(x), F(x)) + dy (F(x), £, () + dv (£, (). 9(x) + dy (9(xi). 9(x))

<gt+et+e+e
= 4e.
Ahora, para cada secuencia de enteros (p1, ..., n) tales que H(py, ..., pn) F & €sC0gemos gp,.. .py €
H(p1, ..., pn). Lo anterior nos dice que

Observar que para cada f € K podemos encontrar pi(f), ..., pn(f) tales que £ € B, (gp,().....pu(F): 4€), €N
efecto, de la manera que construimos los conjuntos H; tenemos que existen p1(f), ..., pn(f) tales que

f(x;) € Ba,(f, (f)(x,) e) Vi=1,..., N,
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es decir f € H(p1(f), ..., pn(f)) € Bao (9py(£).....on(F) 4€), €N Otras palabras

K C U Ba..(9py.....on 4€)

Observacion 1.22. El teorema sigue siendo cierto si se cambia (X, dx) por cualquier espacio topoldgico
compacto que es Hausdorff.

Incluso se puede quitar la hipdtesis de que (Y, dy) sea completo, eso si, se debe cambiar la topologia en
C(X,Y) por la topologia de “convergencia en compactos”, es decir,

f, — f en compactos de X < sup dy(f,(x), f(x)) — 0 para todo compacto K C X.
xeK

Ver por ejemplo el libro de Munkres [6].

Observacion 1.23. La topologia de convergencia en compactos se usa bastante en analisis complejo, ya que
se tiene el siguiente resultado: Si f, : C — C es una sucesion de funciones holomorfas tales que

f, — f en compactos de C,

entonces f es holomorfa.

Algunas versiones de este teorema que son usualmente utilizadas son las siguientes
Corolario 1.45. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, y K C C(X,RN) tal que

1. K es equicontinuo,

2. K es puntualmente acotado en RN .
Entonces K es relativamente compacto en (C(X,RN), d.).

Demostracion. Que K sea puntualmente acotado, nos dice que el conjunto K(x) es acotado en RV, luego su
cerradura es un cerrado y acotado en RV. Esto es otra forma de decir que K(x) es relativamente compacto
en RV, |

Corolario 1.46. Sea (f,) € C(X,RN) una sucesion equicontinua y puntualmente acotada. Entonces existe
feC(X, RN) y una subsucesion f,, tal que f, — f en la métrica uniforme.

Demostracion. Basta tomar K = {f,} - [

Corolario 1.47. Consideremos una sucesion f, € C([0, 1], R) tal que f, es diferenciable con derivada continua,
vy que ademds satisface

sup |[fp(0)| < R,
neN

sup sup |fr(x)| < M.
neN xe€[0,1]

Entonces existe f € C([0, 1], R) y una subsucesion tal que f,, — f uniformemente.

35



1.5. EL TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI

Demostracion. Sea x € [0, 1], entonces
()] < 1 fa(x) = f(0)] + | (0)] < | F1(O)| IX| + M < RIx|+ M < R+ M,

es decir {f,} es puntualmente acotado (de hecho es uniformemente acotado).
Para demostrar que f, es equicontinua, notemos que como f, es diferenciable, se tiene que dados
x,y € [0, 1] entonces existe c € [x, y]

£2(x) = T = |2 ()| Ix = y| < M|x =yl
por lo tanto si 6 = 5 y si |[x — y| < §, entonces
1Tn(x) — fa(¥)| <&,

que es la equicontinuidad de la sucesiéon (fp,). [

Antes de ver el siguiente ejemplo, veamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales

Lema 1.48 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean f,g € C(R,R) y —oo0 < a < b < o0, entonces

[ oo ([ o) ([ o)

Demostracion. Para t € R, tenemos que
b 2
og/ (£ 17 (0] + [9()])? dx
a
b b b
:tZ/ |f(x)|2dx—|—2t/ |f(x)g(x)|dx—|—/ 1900)I? dx.
a a a
esto implica que si
b
A:/ £ ()% dx
ba
B= / 1F(x)g(x)]|dx
a
b
= / 19(x) 2 dx
a

entonces el polinomio cuadratico p(t) = At? + 2Bt + C satisface p(t) > 0, luego el discriminante debe ser
no-positivo, es decir (2B)? — 4AC < 0, en otras palabras

/ab|f<x>g<x>|dx < (/ab|f<x>|2dx)§ (/abm(x)ﬁdx)é.

Ejemplo 1.25. Sea (f,) € C!([0, 1], R) una sucesién tal que

1
M = sup/ |f,;(x)}2dx < 00.
neNJQ
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Entonces (f,,) es equicontinua en C([0, 1], R). En efecto, si x < y y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

/ f;(t)dt‘ < (/Xy,f,;(t)fdtf (/Xdet); S

de donde si § = % y si |[x —y| <4, entonces

|fn(X) - fn(J/)| =

[fa(x) — fa(y)| < e.

Ejemplo 1.26. Un tipo de aplicacién del Teorema de Arzela-Ascoli que se usa mucho en andlisis es la siguiente.
Sea V : R — Ry una funcién continua. Consideremos el funcional

[:CY[0,1],R) — R
u o i) = [} (%|u’(x)|2+V(u(X))> dx

Un problema clasico del célculo de variaciones es el siguiente: Dado " subconjunto de C1(]0, 1], R), jes posible
encontrar g € ' tal que

I(g) = inf I(u)?

Para M € R, sea 'y = {f € C}([0, 1], R) : SUpxefo,1] IF(X)] < M}. Veamos que / tiene un miimo en .
De la definicién de infimo, tenemos que existe una sucesién u, € I tales que

1
/ inf / —.
(tn) < E 1)+

Notemos que

1
0 uel n

;/1 ]u;(x)‘zdx < / <; ‘uﬁ,(x)‘2 + V(un(x))> dx < I(up) < inf I(u) + l
0

tomando u(x) = 0 tenemos que inf,cr I(u) < V(0), y como % < 1 para todo n tenemos que

1 1
2/ ()P dxV(0) +1, VneN
0
en particular

1
M = sup/ }uﬁ,(x)fdx < 00.
neNJQ

Por el ejemplo anterior concluimos que (u,) es equicontinua. Ademas como {u,(x)} es acotado para todo
x € [0, 1], debe existir una subsucesién (up, ) y una funcién & € C([0, 1], R) tal que

Up, — U uniformemente.
Con un poco mas de trabajo (que no veremos en este curso) se puede demostrar que
I(un,) — 1(7),
k—o00
luego, como /(up) —>n—oo infuer I(u) concluimos que

/(@) = inf I(u).
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1.6. EIl Teorema de Stone-Weierstrass

Este teorema nos da condiciones para que un subconjunto A C C(X,R), para X compacto, sea denso, es
decir, nos da un criterio para aproximar funciones continuas mediante cierta clase particular de funciones
continuas.

Antes de enunciar el teorema, notemos que dado un espacio métrico (X, d), entonces el conjunto C(X, R)
tiene estructura de espacio vectorial, es decir se satisface

f,.ge C(X,R)ya beR= af +bg e C(X,R).
Ademds tenemos la operacion de multiplicacién entre funciones, que también resulta ser continua, es decir
f,ge C(X,R)=f-ge C(X,R).
Mas aln, tenemos la siguiente

Proposicién 1.49. Dado (X, d) un espacio métrico. Entonces C(X,R) es un algebra (sobre R), es decir, es
un espacio vectorial (sobre R) que ademas tiene una operacion de multiplicacion que es compatible con la
estructura de espacio vectorial. Esto es

(af ) - (bg) = (ab)(f - g)
f-(ag+ bh) = af - g+ bf - h,
para todos f,g,h € C(X,R) ya, beR.

Demostracion. Ejercicio. |

Observacion 1.24. Similarmente se tiene que C(X, C) es un algebra sobre C.

Proposicion 1.50. Las operaciones +,- : C(X,R) x C(X,R) — C(X,R), asi como la multiplicacion por
escalar son continuas.

Demostracion. Solo veremos que - es continua, la suma se deja como ejercicio.
Basta demostrar que si f, — f y g, — g uniformemente, entonces f, - g, — f - g uniformemente. Para
ello notemos que dado € > 0, y si n es suficientemente grande, se tiene que

Ifa(x) — f(x)| < e
19n(x) — 9(x)| <e,

para todo x € X. Ademas, como las sucesiones (f,) y (gn) son convergentes, tenemos que existe M > 0 tal
que

() <M, [f(x)] <M
19 () <M, [g(x)] <M,

para todo x € X. Con esto tenemos que

[Tn(x)gn(x) — F(x)g(x)| = [fa(x)(gn(x) — g(x)) + g(x)(fa(x) — F(x))|
< ()] gn(x) — g(x)| + [g(x)] [fa(x) — F(x)]
< 2MEe,
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de donde concluimos que
doo(fn “gn, - f) < 2Me,

lo que demuestra la convergencia. |

Definicion 1.32. Decimos que A C C(X,R) es separante, si dado x,y € X tales que x # y, entonces existe
f € A tal que

Fx) # fy).

Decimos que A es totalmente separante si para todo x € X existe f € A tal que f(x) # 0.

Observacion 1.25. Una manera facil de verificar que un subconjunto A C C(X, R) es totalmente separante,
es que las funciones constantes pertenezcan a \A.

Teorema 1.51 (Stone-Weierstrass). Sea (X, d) un espacio métrico compacto y A C C(X,R) una subalgebra
separante. Entonces solo una de las siguientes afirmaciones es cierta

1. A es denso.
2. Existe xo € X tal que A= {f € C(X,R) : f(xo) = 0}.

Observacion 1.26. El teorema sigue siendo cierto si se reemplaza (X, d) por cualquier espacio topoldgico
compacto (X, T).

Observacion 1.27. Las alternativas del teorema ocurren en los siguientes casos
1. A es separante y totalmente separante, entonces A es denso.
2. A es separante, pero no totalmente separante, entonces existe xp € X tal que
A={f e C(X R): f(x) =0}
es denso.

Dividiremos la demostracion de este teorema en varios lemas. En lo que sigue, el espacio (X, d) es un
espacio métrico compacto (aunque no es necesaria como hipStesis en algunos de los lemas).

Lema 1.52. Si A es un dlgebra en C(X,R), entonces A también es un dlgebra.

Demostracion. Basta ver que A es cerrado bajo las operaciones +, - y multiplicacién por escalares, pero solo
veremos que es cerrado bajo -, las otras se dejan como ejercicio.

Sean f, g € A, debemos probar que f - g € A. Como f, g € A, entonces existen sucesiones f,, g, € A,
tales que f, = f y gn — g en la métrica d.

Pero la multiplicacién es una operacién continua, luego obtenemos que f,- g, — f - g, y como A es un
algebra, se debe tener que f, - g» € A, luego lo anterior demuestra que f - g € A. |

Lema 1.53. Si A es un dlgebra en C(X,R), y si f, g € A entonces

m(x) .= min{f(x),g(x)} € A
M(x) := max{f(x), g(x)} € A

Para demostrar este lema, utilizaremos un resultado de célculo que se deja como ejercicio
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Lema 1.54. Sea e > 0 y definamos s(t) = V't + €2. Entonces la suma de Taylor en torno a tqg = %

N sk (1 k
s =322 (+-3)

k=0

converge uniformemente en [0, 1] a s(t) cuando N — oc.
Demostracion del Lema 1.53. Notar que
1
m(x) = 5 (F() + g(x) = [F(x) = g(x)])
1
M(x) = 5 (FO) + g(x) + 1£(x) = g(x)I).
luego basta demostrar que si f € A entonces |f| € A. Supongamos que f # 0, como X es compacto podemos
definir
M = ||f|| = sup |[f(x)| >0,
xeX
entonces g(x) = #;f(x) € Ay ||gll < 1. Usando el Lema 1.54 tenemos que existe un polinomio P(t) tal
’P(z2) 2 +e2] <e Vzel-1.1]

Notar que para z = 0 tenemos que |P(0)| < 2¢ y definamos Q(-) = P(-) — P(0), luego, para cada z € [-1, 1]

que

tenemos que
Q(2%) — |zI| = |P(2%) — P(0) — Iz]]
< |P(0)] + ’P(ZQ) -V 2z +s2’ + (\/22 + €2 — |z|‘
<2e+e+e,
en particular para z = g(x) € [-1, 1] tenemos que

1Q(9(x)?) — [g(x)|| < 4e Vx €K,

y como Q o g2 € A tenemos que |g| € A= A.
[ |

Lema 1.55. Sea A C C(X,R) una subalgebra. Entonces si f € C(X,R) es tal que para todo par de puntos
p.q € X y todo € > 0 existe gp 4 € A tal que

f(p) = gp.q(P)l <€
1(a) = gp.a(a)| <&,

entonces f € A.

Demostracion. Sea f € C(X,R), € > 0, demostraremos que existe g € A tal que du(f, g) < €. Por hipdtesis
tenemos dados p, g € K, existe gp 4 € A tal que

[f(P) — gp.q(P)l <€
If(q) — 9p,q(q)] <.
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Definamos

Upg=1{x€ X :19pq(x) < f(x)+¢€}
Vog=1{x€ X :gpq(x)>rf(x)—c},

que son abiertos en X pues f y g, g son continuas. Fijemos g € X, luego tenemos que

X=J <l U

peX peX
luego de la compacidad de K tenemos que existen pq, ..., pn € X tales que
N
X< JUpq

i=1

Para cada g € X, definamos

y notemos que por el lema anterior g4 € A: ademds, para cada x € X, existe p; tal que x € U ..q luego
9q(x) < gp.q(x) < f(x) + ¢,

es decir

(1.5) gg(x) < f(x)+e VYxeX.

Sea ahora V; =V, g N ... NV,,,.q. POr hipdtesis tenemos que g € Vg pues £(q) — gp.q(q) < €; y en general
usando la definicion de V,, 4, obtenemos que si x € V4 entonces

(1.6) 9q(x) = i:rlnl'nng“q(x) > f(x)—¢
Por otra parte V4 es una interseccion finita de abiertos, por lo que también es abierto. Luego deben existir
i, ..., gm € K tales que
M
x=U{aclUv%=Uwv,
geX geK Jj=1
Definamos

notemos que g € Ay que si x € X, entonces, de (1.5) obtenemos que
9q(x) < f(x) +e,

luego
g(x) < f(x) +e.

y (1.6) nos dice que

En otras palabras, hemos demostrado que
—e<f(x)—g(x)<e, VxeX

es decir, do(f, g) <e. [ |
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1.6. EL TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS

Demostracion del Teorema 1.51.
A es separante y totalmente separante: En virtud del lema anterior, basta demostrar que si f € C(XR), y si
p, g € X son puntos arbitrarios, entonces existe g € A tal que

f(p) = g(p)
f(q) = 9(q).

Como A es totalmente separante, debe existir g € A tal que g(p) # 0y h € A tal que h(p) # h(q).
Notar que para cada a € R, la funcion r = g+ ah € A, luego podemos escoger « tal que

r(p) #0, r(q) #0y r(p) # r(q).

Finalmente, sea g(x) = Br(x) +vr(x)? € A, donde 3,y € R son tales que

g(p) =f(p)y 9(q) = f(q),

esto se puede lograr pues el sistema

Br(p) +~r(p)* = f(p)
Br(q) +vr(q)* = f(q),

tiene una Unica solucién si y solo si

2
der [ 7P TP L)@ (o) - ra)) £ 0,

r(q) r(q)?

lo que es cierto por construccion.
A es separante, pero no totalmente separante: En este caso debe existir xo € X tal que f(xg) = 0 para
todo f € A. Sea

Ay={f+a:fe A aecR}.

Notar que Ap es un algebra que es totalmente separante (ejercicio). Por la parte anterior, tenemos que Ag es
denso en C(k,R).
Veamos que si f € C(X,R) es tal que f(xp) = 0, entonces f € A Sea € > 0, como Ag es denso, tenemos
que debe existir g € Ap tal que
If(x)—g(x)|<e VxeX

Pero g € Ap si y solo si existen h € Ay a € R tales que g(x) = h(x) + «a, luego para xg tenemos que
la| = |a+ h(xg) — f(x0)| < &,
de donde obtenemos que |a| < €. Por lo tanto, si x € X
[F(x) = h()| < |F(x) = h(x) — ol + |af = [f(x) = g(x)| + |a| <e+e.

Esto prueba que
A={f e C(X,R): f(x)=0}.

Corolario 1.56. E/ conjunto P de polinomios sobre [0, 1] es denso en C([0, 1], R).
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Demostracion. Basta notar que P es un dlgebra que contiene a las funciones constantes, luego es totalmente
separante. [ |

Corolario 1.57. Toda funcion continua f : R — R que es 2w-periddica puede aproximarse uniformemente
por una sucesion de polinomios trigonométricos, es decir, dado € > 0 existe N € N y constantes ay, by € R,
k=0,..., N tales que

N
sup |f(x) — Z (ak cos(kx) + bxsen(kx))| < €.
x€[0,1] k=0
Demostracion. Ejercicio. Ver Ejercicio 1.78. |

1.7. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Considere X = R? y la funcién d : X x X — R definida como
Ve —x1)2+ (2 —y1)? FkeR (x1,3) = (kxa, kya),

\/xl2 +y2+ /x5 +y32 si no existe tal k.

d((x1, y1), (X2, y2)) =

Demuestre que d define una métrica sobre R2.
Ejercicio 1.2. Demuestre que .
d(r.9) = [ 17(x) = g(x)l dx
define una métrica sobre C[0, 1].
Ejercicio 1.3. Demuestre que si (X1, d1) y (X2, do) son espacios métricos, entonces

1.
doo((x1, X2), (V1. ¥2)) = max{di(x1, y1), da(x2, y2) }

define una métrica sobre el producto X; x Xs.

2. Muestre que

dp((x1, %), (v1,¥2)) = {/ch(x1, y1)P + da(x2, y2)P

define una métrica sobre X; x X5 para cada p > 1. Para ello:

a) Dados x,y >0y 1< p, g < oo tales que %—1—% = 1 entonces, usando que f(t) = —Int es
convexa muestre que
Xy < — + —.
P q

b) Pruebe la desigualdad de Holder: Si % + % = 1 entonces

> 2 s /2 a
> il < (Z |Xi|p> : (Z |y/|q> :
i=1 i—1 i=1

c) Pruebe la desigualdad de Minkowski

2 5 2 5 2 5
(Z |Xi +y/'|p> < (Z |Xi|p> + (Z |y/'|p> :
i=1 i=1 i=1
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3. Generalice lo anterior para mostrar que si se tienen N espacios métricos (X, d,‘),’-\’:1 entonces

N ’
D(x,y) = (Z di(X/,y/')p>
i—1

es una métrica sobre J]X; X;.
Ejercicio 1.4. Para p primo, definimos D, : Z x Z — [0, c0) como

0 Six =y,
DP(va) = { —k

p si p¥ divide a |x — y| y p*! no divide a |x — y|.
Muestre que D, define una métrica sobre Z.

Ejercicio 1.5. Considere las métricas ds, y d, sobre RN Muestre que para todo x, y € RV se tiene que
doo(X,y) = Iim dp(x, y).
Ejercicio 1.6. Si d es una métrica sobre X.
1. Demuestre que
d

1+d
también es una métrica sobre X. Notar que bajo esta nueva métrica, todos los puntos estdn a distancia

d=

menor a 1.

2. En general, muestre que si f : [0,00) — [0, 00) es una funcién de clase C? que satisface (0) = 0,
f'(x) >0,y f"’(x) <0, entonces
dr(x,y) = f(d(x,y))

define una métrica sobre X. Ayuda: Muestre primero que f(a+ b) < f(a) + f(b) para todo a, b > 0.

Ejercicio 1.7. Sea {(X;, dn)},cn una familia de espacios métricos. Definimos la métrica de Fréchet en
X = II,en Xn como
5 o dn(Xn, Vi)
d((xn), vn)) = p_ 27"
! ! ;N 1+ dn(Xn, Yn)
Demuestre que d define una métrica sobre HneN Xp.
Ejercicio 1.8. Muestre que si A C (X, d), entonces

x € A& d(x,A) = inf d(x,y) =0.
yeEA

Ejercicio 1.9.

1. Demuestre que la bola cerrada definida como By(x,r) = {y € X : d(x,y) < r} es un cerrado en la
topologia.

2. Verifique ademas que si x € X, entonces el singleton {x} es un conjunto cerrado.

3. Verifique que no es necesariamente cierto que By(x, r) = By(x, r). Ayuda: Considere X = {0, 1} con
la métrica discreta.
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4. Muestre que si la métrica viene de una norma, i.e., d(x,y) = ||x — y|| entonces By(x, r) = By(x, r).

Ejercicio 1.10. Muestre que si X es equipado con la métrica discreta y A C X es un subconjunto cualquiera,
entonces A es abierto.

Ejercicio 1.11. Sea U C R un conjunto abierto. Muestre que

U= | (an bn).

neN

donde {(an, bn)},cn son intervalos disjuntos.
Ejercicio 1.12. Considere R? equipado con la métrica euclideana da(x, y).
1. Muestre que el conjunto E = {(x,0) : x € R} es cerrado.
2. En general, muestre que si f : R — R es continua, entonces Gr(f) = {(x, f(x)) : x € R} es cerrado.

3. Sea f(x) = %‘X‘ Muestre que d(E, Gr(f)) = 0.

Ejercicio 1.13. Muestre que toda sucesién convergente en un espacio métrico debe ser acotada.

Ejercicio 1.14. Utilizando la métrica acotada (ver la métrica d definida en el Ejercicio 1.6) en R construya
una sucesién que no tiene ninguna subsucesién convergente. Notar que bajo esta métrica R es un conjunto
cerrado y acotado.

Ejercicio 1.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Muestre que para cada y € X fijo, la funcion x — d(x,y) es
continua.

Ejercicio 1.16. Sea f : (X, dx) — (Y., dy) una funcién continua, y E C X un conjunto. Muestre que

f(E) C f(E). Ademas, construya un ejemplo de una funcién continua y un conjunto tal que la inclusion es
estricta.

Ejercicio 1.17. Sea f : (X, dx) — (Y, dy) una funcién continua. Muestre que para todo y € Y el conjunto
{x: f(x) =y} es cerrado.

Ejercicio 1.18. Demuestre la continuidad de la funcién u(x) definida en la demostracion del Teorema 1.6.
Ayuda: Recuerde que demostramos en clase que dado B C X entonces |d(x, B) — d(y, B)| < d(x,y), luego
la funcion h(x) := d(x, B) es continua.

Ejercicio 1.19. Sean (X, dx) e (Y, dy) dos espacios métricos.

1. Sean f, g : X — Y dos funciones continuas. Demuestre que f = g si y solo si existe un subconjunto
D C X que es denso tal que f‘D = g!D. Ayuda: Considere el conjunto {x € X : f(x) = g(x)}.

2. Sea A C X un subconjunto denso, y f : A — Y una funcién uniformemente continua. Muestre que
existe una tnica funcién continua F : X — Y tal que F|, = f.

3. Muestre que existe una funcién continua f : Q — R que no se puede extender de manera continua a
una funcién F : R — R. Tanto Q como R estan equipados con la métrica d(x,y) = |x — y|

Ejercicio 1.20. Sea f : RN — R una funcién de clase C! tal que

N
o

<
Bx <M < 0.

sup
N

Muestre que f es uniformemente continua.
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Ejercicio 1.21. Construya un ejemplo de dos funciones uniformemente continuas f : X = Ry g: X - R
tales que f - g no es uniformemente continua.

Ejercicio 1.22. Equipe Z con la métrica del valor absoluto, y sea Y un espacio métrico cualquiera. Muestre
que si f : Z — Y es continua, entonces f es uniformemente continua.

Ejercicio 1.23. Demuestre que una funcion f : (X, dx) — (Y, dy) es uniformemente continua si y solo si
dadas dos sucesiones (x,), (x,) en X tales que dx(x,, x},) = 0 entonces dy(f(x,), f(x},)) — 0.

. . . . d
Ejercicio 1.24. Sea (X, d) un espacio métrico. Considere la métrica acotada ds = 114 Muestre que la

funcién identidad id : (X, d) — (X, da) es continua y que la inversa también es continua.

Ejercicio 1.25. Sea (x,) una sucesion de Cauchy en el espacio métrico (X, d). Muestre que existe R > 0y
Xg € X tal que
Xp € B(xo,R) VneN.

Esto quiere decir que toda sucesiéon de Cauchy es acotada.

Ejercicio 1.26. Considere una sucesion de Cauchy (x,), en un espacio métrico (X, d). Suponga que existe
una sub-sucesion (xp, )« tal que X, —>k—00 X. Muestre que X, — p—y00 X.

Ejercicio 1.27. Dada una sucesion (x,) en un espacio métrico (X, d). Definamos €, = d(xn, Xp+1).

1. Muestre que si m > n entonces

m
Jj=n

Jj=n

2. Concluya que si

ZSJ<OO

Jj=n

entonces (x,) es Cauchy.

3. Verifique que si x, — x entonces

d(xp, x) < Zsj.

Jjzn

Ejercicio 1.28. Sea X un espacio equipado con métricas que satisfacen Cidy < d» < Cod; para ciertas
constantes Cy, Co > 0. Demuestre que (X, di) es completo si y solo si (X, d») es completo.

Ejercicio 1.29. Demuestre que el producto de dos espacios métricos completos (X, dx), (Y, dy) es completo
bajo las métricas do = méx{dx, dy}y db = y/d5 + d2.

Ejercicio 1.30. Construya un ejemplo de una funcién continua f : (0, 00) — R y una sucesién de Cauchy (x;)
tal que (f(xn)) no es de Cauchy.

Ejercicio 1.31. Sea (X, d) un espacio métrico completo y A C X. Demuestre que (A, d\AxA) es completo si
y solo si A es cerrado en X.

Ejercicio 1.32. Demuestre que (X, d) es un espacio métrico completo si y solo si toda sucesion (x,) que
satisface > d(xp, Xp+1) < 00 €s convergente.
Para demostrar esto se sugiere demostrar primero:
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1. Si (xn)nen es de Cauchy, entonces existe una subsucesion (xp, )ken tal que

Z d(Xny: Xnyyy) < 00.
keN

2. Si (Xn)nen es de Cauchy y si existe una subsucesion (x,, )ken tal que x,, — x, entonces x, — x.
Ejercicio 1.33. Usando R como espacio ambiente.

1. Construya una sucesion de conjuntos encajonados no vacios y distintos cuya interseccion es vacia.

2. Construya una sucesion de conjuntos encajonados, cerrados y acotados cuya interseccién es vacia.

Ejercicio 1.34. Sea (X, d) un espacio métrico, y A C X un subconjunto denso tal que toda sucesion de
Cauchy en A converge en X. Muestre que X es completo.

Ejercicio 1.35. Muestre que el espacio (C([0, 1], R), d1), donde

di(f,g) = / |f(x) — g(x)|dx,

no es completo. Ayuda: Construya una sucesion de funciones continuas que se aproxime a la funcion F(x)
definida como F(x) =0si0<x<iyF(x)=1si3<x<1.

Ejercicio 1.36. Considere (C1([0, 1], R), dc1), el espacio de las funciones de clase C! equipado con la métrica

dei(f, 9) = doo(f, g) + doo (', ).
Verifique que este es un espacio métrico completo.

Ejercicio 1.37. Sean (X, d,) una cantidad numerable de espacios métricos. En X = HHGN X, recordemos

métrica de Fréchet
dn(Xn, X))

d(Ca). () = D 27" =S

neN

1. Demuestre que una sucesion ((Xp k)nen)ken €n X converge a (X,)nen € X si'y solo si

Xn.k — Xp, para todo n € N.
k—o00

(Esto muestra que la topologia definida por d en HneN X, coincide con la topologia producto).
2. Demuestre que (X, d) es completo si y solo si (X, dy) es completo para todo n € N.

Ejercicio 1.38 (Completacion de espacios métricos). Suponga que (X, d) es un espacio métrico. Usando el
siguiente procedimiento demuestre que existe un espacio métrico completo ()_<, 67) y una isometria ¢ : X — X
tal que ©(X) es denso en X.

1. Sea C el conjunto de sucesiones de Cauchy en X. Para (x,), (yn) € C muestre que
de((xn), (¥n)) = lim d(xn, ¥n)
n—oo

existe. Muestre ademas que d¢ satisface la simetria y la desigualdad triangular. Muestre sin embargo
que si de((xn), (¥n)) = 0 entonces no es necesario que (x,) = (Vn).
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2. Dados (xp), (vn) € C, defina la relacién
(xn) ~ (yn) < lim d(xp, yn) = 0.
n—oo
Muestre que ~ define una relacién de equivalencia en C.

3. Verifique que si (xa) ~ (x5) ¥ (¥a) ~ (¥5) entonces de((xa), (yn)) = de((x3). (v7))-

4. Defina
X =C/ ~={c:c=|[(x)] para (x,) € C},

el conjunto de las clases de equivalencia en C. Defina para ¢; = [(x)] ¥y &2 = [(¥»n)] la funcidn

d(c1, @) = de((xa), (¥n)),
y vea que d define una métrica sobre X.

5. Defina ¢ : X — X como ¢(x) = [(x)], la clase de equivalencia de la sucesién constante x, = x para
todo n € N. Demuestre que @ es una isometria, y que @(X) es denso en X.

6. Muestre que ()_< . c7) es completo. Ayuda: Use el Ejercicio 1.34 para notar que basta tomar sucesiones
de Cauchy en @(X).

Ejercicio 1.39. Sea X = [1,00) equipado con la métrica del valor absoluto. Muestre que la funcién f :
X
2
Ejercicio 1.40. Utilice el Teorema de punto fijo de Banach para mostrar que existe una inica solucién en
[0, 1] a la ecuacién cosx = x.

[1,00) — [1, o) definida como f(x) = = + S € una contraccién. j Tiene alglin punto fijo esta funcion?

Ejercicio 1.41. Considere el sistema de ecuaciones en N variables dado por
N
(1.7) X = Z ajxj+bj, parai=1,..., N,
j=1

donde aj;, b; € R.

1. Muestre que si RV esta equipado con la métrica

y Si
N
(1.8) D lal<a<t,

entonces (1.7) tiene una Unica solucion.

2. ;Cémo deberia cambiar la condicién (1.8) si en RV se usa la métrica

N
di(x,y) = 15—yl ?
i—1
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3. iY si se usa la métrica

N 3
d(x,y) = (Z 1x; —y,-2> ?

i=1

Ayuda: Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Ejercicio 1.42. Demuestre la siguiente generalizacion del Teorema de punto fijo de Banach: Sea (X, d)
un espacio métrico completo y f : X — X una funcién cualquiera. Suponga que existe N € N tal que N
(FN =fofo... of) esuna contraccién, entonces f tiene un tinico punto fijo.

Ejercicio 1.43. Sea X = CY([0, 1], ||I'lc1). Muestre que existe f € X punto fijo del operador

X
Tf(x) =1 +/ f(t — t2)dt,
0
deduzca la existencia de una Unica funcién g que satisface el problema de valor inicial

f'(x) = f(x — x?),
£(0) = 1.

Ayuda: Utilice el Ejercicio 1.42.

X

Ejercicio 1.44. Use el Ejercicio 1.42 para mostrar que existe un tnico x € R tal que e™* = x.

Ejercicio 1.45. Sean F : [a,b] > Ry K : [a, b] x [a, b] x R — R funciones continuas. Suponga ademas que
K es Lipschitz en la tercera variable, uniforme en las otras dos, es decir, existe L > 0 tal que

|K(t,s,x)— K(t,s,y)|<L|x—y| Vtselab],Vxy€eR.

Demuestre que la ecuacién integral de Volterra, definida como
t
£(t) = F(t) +/ K(t,s f(s))ds, t¢[ab]
a
admite una Unica solucién continua f : [a, b] — R. Para ello

1. Muestre que la aplicacién T : (C([a, b], R), ds) — (C([a, b], R), ds) definida como

t
Tf(t)=F(t) +/ K(t,s, f(s))ds
a
es continua.
2. Muestre que T tiene un dnico punto fijo. Justifique claramente sus afirmaciones.

Hint: Utilice el Ejercicio 1.42.

Ejercicio 1.46. Muestre que la ecuacion integral

2 f
f(t)=/2arctan <(25)+t> ds teR
0

tiene una dnica solucién f € C[0, 5].

49



1.7. EJERCICIOS

Ejercicio 1.47. 1. Muestre un teorema de existencia y unicidad para la ecuacién de Fredholm no homogénea
de segundo tipo

b
f(x) = )\/ K(x, t)f(t)dt + p(x),

donde K : [a, b] x [a,b] = Ry ¢ : [a, b] = R son continuas. Ayuda: Encuentre una condicion sobre
A eR.

2. En general, muestre la existencia y unicidad para

b
Flx) = >\/ K(x. t, F(£)dt + o(x).

donde K : [a, b] x [a, b] x [a,b] = Ry ¢ : [a, b] = R son continuas, y K satisface una condicién de
Lipschitz en la tercera variable, uniforme en las otras dos, i.e.

|K(x,y,2) = K(x,y,2)| < L|z— 2| paratodo x,y,z, 2 € [a,b]
Ejercicio 1.48. Muestre que si f : R — R es continua y satisface que para todo x € R se tiene
n||_>moo f(nx) =0,
entonces

lim £(t) = 0.

t—o0

Ejercicio 1.49. Sea f : [0, 1] — R una funcién continua que satisface

F(x)— f
0 wp FA=FO_
XAy Ix =yl
x,y€l

para todo intervalo / C [0, 1] (esto dice que f no satisface la condicion de Lipschitz en ningin subintervalo de
[0,1]).

Defina el conjunto de puntos en [0, 1] donde f no es diferenciable, es decir
Nd(f) ={x € [0,1] : f no es diferenciable en x} .

Queremos demostrar que Nd(f) es denso en [0, 1]. Para ello se sugiere el siguiente esquema:

1. Defina . .
Gn:{xe(o,l): sup |(X)_(y)|>n}
x<y<1 |X _Y|
y demuestre que es abierto en [0, 1].

2. Demuestre que G, es denso en [0, 1] para todo n € N. Ayuda: Use () para mostrar que G, N J # &
para cualquier subintervalo abierto de [0, 1].

3. Demuestre que (),cy Gn € Nd(f) y concluya.
Ejercicio 1.50. Considere el espacio métrico (Cla, b], dx) y considere el subconjunto My definido como
My ={f € Cla, b] : |f(x) —f(y)| < k|x—y| para todo x,y € [a, b]}.

1. Muestre que My es cerrado.
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2. Sea Dy = {f € Cl[a, b] : supye[ap) |'(X)] < k} C Cla, b]. Muestre que Dy = M.

3. Muestre que

M=) My

k>0
no es cerrado.

4. Usando que el conjunto de polinomios en [a, b] es denso en C[a, b], demuestre que M = Cla, b].

Ejercicio 1.51. Sea f : [0, 1] — R una funcidn infinitamente diferenciable, y suponga que para cada x € [0, 1]
existe n € N (que puede depender de x) tal que f(”)(x) = 0. Muestre que f debe ser un polinomio. Ayuda:
Considere

a:{xemu:W%@zo}

vy use el teorema de Baire apropiadamente.

Ejercicio 1.52. Sea K un compacto en (X, d) y xo € X. Demuestre que existe yp € K tal que d(xp, o) <
d(xo,y) para todo y € K.

Ejercicio 1.53. Sean (X, dx) e (Y, dy) espacios isométricos. Demostrar que
X es totalmente acotado < Y es totalmente acotado.
Ejercicio 1.54. Muestre que si A C (X, d) entonces
A totalmente acotado < A totalmente acotado.
Ejercicio 1.55. Sea (X, d) un espacio métrico.
1. Sea K C X un compactoy F C X un cerrado. Muestre que

dK,F)>0& KNF=02.

2. Sean K C X un compactoy G O K un abierto. Muestre que existe un abierto U C X tal que
KCUCUCG.
Ayuda: Use la parte anterior para construir un cubrimiento de K que esté contenido en G.

Ejercicio 1.56. Sea (X, d) un espacio métrico. Suponga que existe € > 0 tal que para todo x € X la bola
cerrada

B(x,¢€)
es compacta. Demuestre que (X, d) es completo.

Ejercicio 1.57. Definamos
Co = {(Xn) CR:xy — 0},

el conjunto de la sucesiones reales convergentes a 0. Observar que ¢g C £*°, luego podemos equiparlo con la
métrica d,,, es decir

doo ((Xn), (¥n)) = sup |xp — yal .
neN
Demuestre que para cualquier x = (x,) € co entonces que el conjunto
Sx ={(¥n) € c0 : |¥al < |xn| para todo n € N}

es compacto en ¢y. Para ello:
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1. Justifique que (£*°, d,) es completo y concluya que (Sx, d,) es completo.
2. Muestre que (Sx, dx) €s totalmente acotado.
Ejercicio 1.58. Sea Py el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a k en el intervalo [0, 1].

1. Muestre que existe una constante C, > 0, que solo depende de k, tal que si p € Py entonces
1
pO)] < Ci [ IpG0)1dx
0

2. Concluya que las métricas
do(p, q) = max [p(x) — a(x)|
x€[0,1]

1
di(p.q) = / Ip(x) = q(x)| dx
0
son equivalentes en Px.

Ejercicio 1.59. Considere el espacio

elz{(xn)gR;Z|xn|<oo},

neN

equipado con la métrica

di (), (%) =D Ixn — %l

neN

Un conjunto K C ¢! se dice equisumable, si para todo € > 0 existe N; € N tal que si (xn) € K entonces

oo
D Ixal <e.
n=N

Muestre que si K es acotado y equisumable entonces es totalmente acotado.
Ayuda: Use la equisumabilidad para construir un e-recubrimiento de K a partir de un e-recubrimiento de
un conjunto acotado en RNe definido de manera apropiada.

Ejercicio 1.60. Construya un ejemplo de una sucesién de funciones f, : X — R continuas que convergen
mondtonamente a una funcién continua f, pero donde la convergencia no es uniforme.
Ayuda: El conjunto X no puede ser compacto.

Ejercicio 1.61. 1. Sea K un conjunto compacto en (X, d) muestre que K debe ser cerrado y que satisface
0(K) < oo (i.e. K es acotado).

2. Construya un ejemplo de un cerrado y acotado en un espacio métrico (X, d) que no es compacto.
Ayuda: Considere el espacio £ = {(xp)nen : Xn € R} con la métrica

d((xa), (Y)) = [D Ixa = val*.
neN
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Ejercicio 1.62. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, y f : X — X una funcién que satisface
d(f(x),f(y)) < d(x,y) paratodo x,y € X.
Muestre que f tiene un Unico punto fijo x € X. Ademds muestre dado cualquier xg € X entonces
AT n
X = nIme f"(x0).

n(t — n®)

Ejercicio 1.63. Sea f, : [0, 1] — R definida por f,(t) = sen ( ]

>. Muestre que la sucesion (f,) posee

un subsucesién que converge uniformemente.

Ejercicio 1.64. Suponga que f es una funcién definida sobre el intervalo [0, 1]. Defina la funcién Tf como

L f(xy)
TF(y) = _
() y/o 53 0

1. Demuestre que si f € C([0, 1]) entonces Tf € C(]0, 1]).

2. Suponga que (f,)nen es una sucesion en C([0, 1]) que es uniformemente acotada. Demuestre que existe
una subsucesion de (T f,)nen que converge uniformemente.

Ejercicio 1.65. Sea (X, dx) un espacio métrico compacto, (Y, dy) un espacio métrico, y h, h, € C(X,Y)
tales que h,(x) — h(x) para todo x € X. Suponga que existe una constante k > 0 tal que

dy (hn+m(x), h(x)) < kdy (hn(x), h(x)), para todo n,m & N.
Muestre que h, — h uniformemente. Ayuda: Dado € > 0, considere los conjuntos
€
Ay = {x € X : d(ha(x), h(x)) < %} .
Ejercicio 1.66. Sea (f,) C C(X,Y) una sucesion de funciones continuas y f € C(X,Y) tales que
f, — f uniformemente.

Muestre que el conjunto {f, : n € N} es equicontinuo.

Ejercicio 1.67. Sea sucesion de funciones continuas (f,) sobre [0, 1] que son uniformemente Lipschitz, i.e.,
existe L > 0 tal que

|fa(x) — fa(y)| < L|x —y| paratodo x,y €[0,1], y todo n € N.

Demuestre que si existe xp € [0, 1] tal que (f,(xp)) es acotada, entonces existe una subsucesion (f,,) que
converge uniformemente a una funcién continua f que tiene la misma constante Lipschitz L, i.e.

|f(x) —f(y)| < L|x—y| paratodo x,y € [0,1].

Ejercicio 1.68. Sea (X, dx) un espacio métrico compacto. Muestre que el conjunto de las funciones Lipschitz
continuas es denso en C(X,R) bajo la métrica uniforme.

Ejercicio 1.69. Sea f € C([0,2],R) y definamos f,(x) = f (x + %) para x € [0, 1] y n € N. Calcule el limite
puntual de la sucesion (f,(x)) para x € [0, 1]. i Es equicontinua la sucesion (f,)?
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Ejercicio 1.70. Sean (X, dx) e (Y, dy) espacios métricos. Muestre que para cada x € X, la funcién
0x : C(X,)Y) —Y
f—0(F) = f(x)
es continua. Recuerde que en C(X,Y') se utiliza la métrica uniforme.

Ejercicio 1.71. Sea M € C([0, 1] x [0, 1], R) y definamos funcién T : C([0, 1], R) — C([0, 1], R) dada por

TF(x) = /01 M(x, t)F(t)dt.

Muestre que T estd bien definida, es continua, y

K = {Tf: sup |f(x)] < 1}
x€][0,1]

es relativamente compacto en (C([0, 1], R), dx).

Ejercicio 1.72. Dado un espacio métrico (X, d), una funcién f : X — R se dice Holder continua de exponente

vz [F(x) = ()l
X) =Ty
No(f) = sup ———— < 0.
a( ) x,yer d(XuV)a

Suponga que X = [0, 1] con la métrica del valor absoluto.

1. Muestre que si a > 1y Ny(f) < oo, entonces f es constante.

2. Muestre que para 0 < o < 1 el conjunto
K=<{feC(0,1],R): sup |F(x)| <1, Nu(f)<1
x€[0,1]

es compacto en C([0, 1], R).

Ejercicio 1.73. Demuestre que si (X, d) es un espacio métrico y si R se equipa con la métrica habitual,
entonces para cada f,g € C(X,R) y a, b € R se tiene que

1. af + bg € C(X,R).
2. f-ge C(X,R).
Ejercicio 1.74. Sea A un algebra separante. Muestre que
Ao={f+a:fe A aecR}
es un algebra totalmente separante.
Ejercicio 1.75. Termine la demostracién del Lema 1.52.

Ejercicio 1.76. Demuestre el Lema 1.54. Para ello escriba la férmula del resto del polinomio de Taylor y vea
que dicho resto tiende uniformemente a cero.
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Ejercicio 1.77. Sean (X, dx) e (Y, dy) dos espacios métricos compactos. Muestre que el dlgebra generada
por las funciones h(x) = f(x)g(x), donde f € C(X,R) y g € C(Y,R), es densa en C(X x Y,R), donde en
X XY se utiliza la métrica

dxxy ((x,y), (X', y")) = max {dx(x, x'), dv (v.y") } .
Ejercicio 1.78. Demuestre que el conjunto

n
A= {Z ax sen(kx) + by cos(kx) : ax, by € R,n € N}

k=0

es denso en
Cp([0,27],R) = {f : [0,2m] — R : f continua y f(0) = f(2m)}.

Ayuda: Note que [0, 2] donde se identifican O y 2m es homomorfo a St, el circulo unitario.

Ejercicio 1.79. Decimos que f : [0,1] — R es rectilinea a pedazos si es que f es continua y existe un
subconjunto finito {x, ..., xn} C [0, 1] tal que la restriccion de f a cada intervalo [x;, xj+1] es una recta.
Muestre que A = {f : [0,1] — R : f es rectilinea a pedazos} es denso en C([0, 1], R).

Ejercicio 1.80. Sea (K, dk) un espacio métrico compacto e (Y, dy) un espacio métrico. Considere h € C(K,Y)
y una sucesion (hp) € C(K,Y) tales que h,(x) —n—00 h(x) para todo x € K (convergencia puntual). Suponga
ademas que existe una constante L > 0 tal que

(%) dy (hn+k(Xx), h(x)) < Ldy(ha(x), h(x)) Vn keN,VxeK.

Queremos demostrar que la condicion (%) implica que la convergencia es uniforme. Para ello, seae >0y
consideremos los conjuntos .
Gp = {x € K+ dy(hn(x), h(x)) < Z}

1. Muestre que K = {U,cn Gn-
2. Muestre que G, es abierto en K para todo n € N.

3. Concluya que existe N € N tal que si n > N entonces

doo(hn, h) < €.
Ejercicio 1.81. Sea f : [0, 1] — R una funcién continua que satisface
1
/ f(x)x"=0 VneNuU{0}.
0

Muestre que f = 0.
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Capitulo 2

Introduccion a los espacios de Banach

2.1. Conceptos preliminares

Definicion 2.1 (Espacio vectorial). Un conjunto X se dice espacio vectorial (sobre (K, +,-)) si (X, +) es un
grupo Abeliano con una multiplicacion por escalar compatible, es decir

1. x,y € X ya,beK entonces ax + by € X.

2. x€ X ya beK entonces (a+ b)x = ax + bx y (ab)x = a(bx) = b(ax).
3. x,y € X yacK entonces a(x +y) = ax + ay.

4. x € X y1 € K el neutro multiplicativo, entonces 1x = x

En lo que sigue, siempre supondremos que K =R o C.

Definicion 2.2 (Norma). Dado un espacio vectorial X sobre K, una norma sobre X es una funcion ||-|| : X —
[0, ) tal que

1. ||x|]| = 0 < x =0 (Positividad).
2. |Ixx|l = [All|x]| para todo x € X y todo A € K (Homogeneidad).
3. |Ix+yll < x|l + |lyll (Desigualdad triangular).
Observacion 2.1. En cualquier espacio normado (X, ||-|]|) podemos definir una métrica natural mediante
di(x.y) = lix = yll.

Si no se menciona lo contrario, asumiremos que los espacios normados estan equipados con la topologia
inducida por esta métrica.

Definicion 2.3 (Espacio Banach). Decimos que un espacio vectorial normado (X, ||:||) es un espacio de
Banach, si (X, dy.|) es completo.

Ejemplo 2.1. 1. Como vimos en el capitulo anterior, RN equipado con la métrica euclidiana o la métrica
del maximo es un espacio métrico completo. Usando el lenguaje de espacios vectoriales, tenemos que
(RN []]l,) y (RN, [|-]|) son espacios de Banach.
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2. En general, vimos que todas las normas son equivalentes sobre RV, luego (R", ||-||) es un espacio de
Banach para cualquier norma. En general se puede demostrar que cualquier espacio vectorial normado
de dimensién finita es un espacio de Banach.

3. (Q,|-]) es un espacio vectorial normado, pero no es un espacio de Banach.

4. Si (Y, ]]-|ly) es un espacio de Banach, entonces B(X,Y)y BC(X,Y') son espacios de Banach para la
norma uniforme:

[flloe = sup [[F(X)]ly -
xeX
En particular, si X es un compacto, entonces C(X,Y') es un espacio de Banach.

5. Si X no es compacto, y f € C(X,Y) entonces
[flloe = sup IF(x)ly
xeX
no tiene por que estar bien definida. Pensar por ejemplo en el caso X =Y =Ry f(x) = x.
6. El espacio £°°, de las sucesiones reales acotados es un espacio de Banach para la norma
[[(Xn)nenlloo = sup [xa] -
neN

Esto es cierto pues £*° = B(N,R) y la norma ||-||, en este caso es exactamente la métrica uniforme.

Ejemplo 2.2 (Espacios £P). Para p > 1, el espacio vectorial (sobre R)

= {(xn>neN CR:Y |l < oo} ,

neN

1) nenlly, = of D 1xal?
neN

Veamos esto en detalle. En primer lugar, demostremos que H-Hp es efectivamente una norma: Las primeras
2 condiciones son evidentes, por lo que solo nos preocuparemos de la desigualdad triangular. Para ello veamos
las desigualdades de Young y de Holder

equipado con la norma

es un espacio de Banach.

Lema 2.1 (Desigualdad de Young). Dados x,y >0y 1 < p,q < oo tales que % + % =1 entonces

Demostracion. Notar que f(x) = €* es convexa (pues f”(x) > 0), luego para cada t € [0, 1] se tiene que
eldt(1-0b < te3 4 (1 —t)e? Va beR.

Apliquemos esto a t = %, 1—-t= %, a=1In(xP)y b=In(y9), es decir

Xy = MO0 — binG)+n07) o Loy 4 Longey Z X2 y9
p q p q
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Lema 2.2 (Desigualdad de Holder en £P). Sean (xn)nen, (Vn)nen Sucesiones reales. Entonces paral < p, q < oo
tales que % + % = 1 se tiene que

D xayal < 100 nenllp 1(vn)nenllq -

neN
Demostracion. Veamos primero el caso 1 < p, g < co. Sin perder generalidad A := |[(xn)nenll, < 00y que
B = {|(¥n)nenll4 < oo (de lo contrario la desigualdad es trivial). Entonces, para cada n € N podemos escribir

gracias a la desigualdad de Young que

| Xn] ) |Vnl < l |Xn|lJ l |Yn|q

A B —p AP g Ad’

de donde sumando en la variable n obtenemos que

IXal |Ynl 1 |Xn|p 1 |J/n|q
. < = -
Sl bl ymbel Ll

neN neN neN
1 1
< — AP+ — B9
~ pAP * qB4
=1

es decir, tenemos que

> " Ixayal < AB = [[xn)nenll, | (vn)nenll, -
neN

El caso p=1y g = co se deja como ejercicio.

Finalmente podemos demostrar la desigualdad triangular para |- ,:

Lema 2.3 (Desigualdad de Minkowski). Sea p > 1 y sean (xp)nen, (Vn)nen € £P, entonces

[(xn)nen + (Yn)nenllp < [1(Xn)nenll, + 1[(vn)nenll,

Demostracion. El caso p = 1 es evidente gracias a la desigualdad triangular. Si p > 1, notamos que que
|Xn + Yn|p = |Xn +Yn| |Xn + yn|p71

< (Ixal + 1¥nl) IXa ‘i‘yn|pi1

= |Xn| ‘Xn +J/n‘p71 + |Yr7| |Xn 'i‘yn|p71 )

de donde sumando en la variable n obtenemos que

D Ixo +al” <D Ixal 5o+ val” D 1yl xo + yal P
neN neN neN

Sea g = ﬁ entonces % + % =1, luego podemos usar la desigualdad de Holder y obtener que

S bl b+ ol* ™" < 1 dnenll || 0 + val? e

neN q
S il b+ 36l < el | (o + 3P e
neN
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pero
p—1

T
— —1\ -2 —
|+ 30l | = (Z(\xnww 1)v1> = [l )nen + (yidnent 5™

neN

Por lo tanto obtenemos que

() nen + Wn)nenlld =D %0 + yal® < (10)nentllp + 1) nenll,) ) nen + (Va)nenllf ™
neN

lo que demuestra el resultado. |

Veamos ahora que £P es un espacio de Banach

Proposicién 2.4 (P es un espacio de Banach). Sea 1 < p < oo, entonces (£°, ||-||,) es un espacio de Banach.

Demostracion. El caso p = oo se sigue del hecho que £*° = B(N, R).
Para el caso 1 < p < oo usaremos la notacién de funcién para elementos en £P, es decir, diremos que
x = (x(n))nen € £P si

Z |x(n)|P < 0.

neN

Sea (xk)ken una sucesion de Cauchy en £P, es decir, dado € > 0 existe K € N tal que
ka —x,;Hp <e Vk, k > K.
Como para cada n € N fijo podemos escribir,
[Xe(n) = xe(m] < [ = ],

la sucesidn (xx(n))ken C R es de Cauchy, luego de la completitud de R tenemos la existencia de a, € R tal
que
[xic(n) — an| — 0.
k—00

Consideremos la sucesion x(n) = ap, y veamos que x € £P y que xx —> k00 X. En efecto, construyamos una
subsucesién de xx de la siguiente forma: de la convergencia xx(1) — 00 X(1) tenemos que existe k; € N
tal que

(1) = x(1)] <27 Vk> k.

De la convergencia de xx(1) — k00 X(1) ¥ Xk(2) — k=00 X(2) tenemos que existe ko > k1 € N tal que

(1) = x(1)| <272 Vk>k
Xk (2) = x(2)] <272 V k> k.

Siguiendo de esta forma para n = 3,4, ..., podemos encontrar una sucesion ky > ky_1 > ... > ki € N tales
que
X (n) —x(m)| <27 Vk>kyVn<N,

en particular, tomando k = kp, tenemos que

|ka(n) - x(n)‘ <27V vn<N
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Con esto en mente, y usando la desigualdad de Minkowski, notemos que para N € N podemos escribir

N 5
(z |X(,,)|p>
n=1

1
P

IN

N 1N
(Z |x(n) — ka<n>\”> + (Z \ka<n>|">
n=1 n=1

" Lo 1
(7) + (g pmior)

n=1

IN

n=1

< Np2 N (i }ka(n)\”>
n=1

— N2 N H(XkN)NGNHp ,

pero recordando que toda sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d) debe ser acotada, en particular,

la sucesion (xk, )ven 10 es (es una subsucesion de (xk)ken), luego debe existir R > 0, independiente de N,
tal que

Xall, <R YNEN,

con lo que deducimos

N 5
Ixll, = Jim (Z |x<n>|p) <R
n=1

es decir, x € ¢P.
Veamos ahora que Xx —>x—o0 X para la norma H-||p. Sea € > 0, como x € £P, tenemos que debe existir

N7 € N tal que
o0 6 p
Z Ix(m)|P < <Z> Vm>Ni.
n=m+1

Por otra parte, como x, es de Cauchy, existe Nb € N tal que
€
ka _XN2||p < Z YV k> NQ,

En particular, si tomamos N3 = max{N1, N>}, tenemos que

S il < (£

n:N3
€
X = xw, I, < 2 YV k> N3
Ademds, xy, € P, luego debe existir N4 € N tal que
> P < (5)
n=Nz+1

y sin perder generalidad podemos suponer que Ny > N3 > max{Ny, No}.
Ahora, fijando N4, y gracias a la convergencia puntual, tenemos que podemos escoger K € N tal que
K> Ny

1
Ix(n) — x(n)|P < — )’ Vn< NgVk>K.
Ny \4
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Con esto para k > K, y usando la desigualdad de Minkowski, obtenemos que

<Z|Xk — X ”)|p> = Z|Xk )= x(MPP+ D Ixk(n) — x(n)]P
n=Ns+1
Ny % oo %
S(ZXk(n)—X(n)”> + D0 Ix(n) = x(n))P
n=1 n=Ns+1
S(Zxk(n)—X(n)”> +1 D0 P+ DD X
n=1 n=Nz+1 n=Ns+1
Ny % 0o %
S(ZXk(n)—X(n)”> +1 D0 () = ()P
n=1 n=Ns+1
+{ Y m(n)") +{ D x(mP
n=Nz+1 n=Ngz+1
(ZM(H)-X(H)”) +< |Xk(”)_XN2(n)|p>p
n=1

+ Z XNQ(H)”> > IxmP

n=Ns+1 =Ns+1
3 £ £ £
=€

Definicion 2.4 (Series). Dada una sucesion (xn)nen € X en un espacio vectorial normado (X, ||-||) definimos

la serie
g Xp.

neN
Decimos que la serie S es convergente si la sucesion definida por

k
Sk :an e X
n=1

es convergente, esto es, existe S € X tal que ||Sk — S|| — k-0 0.
Decimos que la series S es absolutamente convergente si la sucesion de numeros reales

k
o= Il
n=1

es convergente en R.
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Observacion 2.2. Notar que gracias a la desigualdad triangular tenemos que si N € N entonces

E:Xn <:§:|XA|<:§:H&M

neN
y por lo tanto si la serie es convergente, entonces

D %

neN

<3 Il

neN

Ejemplo 2.3. Considerar Q como espacio vectorial sobre si mismo. La serie de nimeros racionales
(2k +1)!

Z 23k+1(k|)2
es absolutamente convergente (S = v/2), pero no es convergente en (Q, ||).
Ejemplo 2.4. Considerar R como espacio vectorial sobre si mismo. La serie

> EF

n
neN

es convergente (ver Corolario 2.8 mas adelante), pero no es absolutamente convergente (Zgil % ~InN).
Sin embargo, se tiene que si una serie de nimeros reales es absolutamente convergente, entonces es
convergente. Esto es cierto pues (R, |-|) es un espacio de Banach.

Teorema 2.5. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. Entonces X es un espacio de Banach si y solo si
toda serie absolutamente convergente en X es convergente.

Demostracion. (=) Supongamos que X es un espacio de Banach y supongamos que (x,) define una serie
absolutamente convergente. Es decir la sucesién

k
re= > Il
n=1

es convergente en R. Veamos que la sucesion

k
Sk = Zx,,
n=1

es convergente en X. Para ello, como X es completo, basta ver que Si es de Cauchy: Sea k > m, luego
m
_ an
n=1
k
> i

n=m+1
k

< D xall

n=m+1

15k — Smll =

= |rx — rml,
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luego como (rx) es convergente en R, entonces es de Cauchy, luego, dado € > 0 existe M € N tal que
|re — rm| < € si k,m> M. Por lo tanto

ISk — Sml| <€, paratodo k,m> M,

es decir (Sk) es de Cauchy en X.

(<) Supongamos ahora que toda serie absolutamente convergente es convergente, y demostremos que
X debe ser completo. Sea (x,) una sucesién de Cauchy en X, veremos que (x,) tiene una subsucesion
convergente (recordar que vimos que esto basta para probar que (x,) es convergente).

Observar que para cada k € N tenemos que existe n, € N tal que

HX,, — XnkH <27k para todo n > ny.
Sin perder generalidad, podemos suponer que nky1 > ng. Definamos entonces la sucesion siguiente

YO :anr

yk:XmH,l_Xnky k:1,2,3,....
Observar que por definicién
k—1
Koo =D Y.
Jj=0

luego, demostrar que (xp, )« €s convergente es equivalente a demostrar que (Ef;olyj)k es convergente. Pero
por hipétesis, bastaria demostrar que (Zf:_ol HyJH)k es convergente. Pero esto es cierto pues

k—1 k—1 k=1
STyl = ol + 3" s — %o ]l < ol + D27 < [lxm |l + 1
Jj= Jj=1 j=1

. . k—1 ., P . .
esto implica que Zj 0 HyJH es una sucesion mondtonamente creciente acotada superiormente, luego debe

ser convergente. |

Corolario 2.6 (Criterio M de Weierstrass). Sean (X, d) un espacio métrico e (Y, ||-|ly) un espacio de
Banach. Sea (f,) una sucesion en BC(X,Y). Si existe una sucesion (M,) de niimeros no-negativos tales que
I1fa(x)|ly < My para todo x € X y la serie

[e.e]
Z M, < oo,
n=1
entonces la serie
o
> fa(x)
n=1
converge absolutamente y uniformemente en (BC(X,Y), dso).

Demostracion. Ejercicio. [ |

Teorema 2.7 (Test de Abel, Dirichlet). Sea (X ||-||) un espacio de Banach sobre R, (\,) una sucesion en R
y (xn) una sucesion en X tales que

1. A\, > 0 para todo n.
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2. A\p €s monodtona decreciente tal que A, — 0.
3. La sucesion de sumas parciales
k
Sk — Z Xn
n=1

es acotada en X.

Entonces la serie
o
E AnXn
n=1

es convergente en X.

Demostracion. Como X es Banach, basta demostrar que la sucesion de sumas parciales

k
Yk = Z >\an
n=1

es de Cauchy en X. Sea k > m, entonces

k
Yk —Ym = Z AnXn
n=m+1
k
= Z >\n(5n - Snfl)
n=m+1
k k
= Z >\n5n - Z >\n5n71
n=m+1 n=m+1
k k—1
= Z >\n5n - Z >\n+15n
n=m+1 n=m
k—1
= >\ksk - >\m+15m + Z Sn(>\n - >\n+1),
n=m+1
luego
k—1
1y = Ynll < ISkl + P HISmll Y~ ISkl g = Aol
n=m+1

pero la sucesidn (Sk) es acotada, luego existe M > 0 tal que ||Sk|| < M para todo k € N, de donde obtenemos
que

k—1
vk = Ymll < M <|>‘k| + [(Amt1] + Z A — >\n+1|> ,
n=m-+1

pero A, es mondtona decreciente de valores no-negativos, luego |A\, — Ap+1] = Ap—Ap+1, de donde obtenemos
que la suma final es una suma telescépica, es decir

1Yk = Ymll < M Xk + Ams1 + Amir — Ak) = 2MAmy1,
y como A, — 0 tenemos que dado € > existe M € N tal quesim > M

lvk — ymll < e, paratodo k> m > M.
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Corolario 2.8 (Series alternantes). Si (a,) es una sucesion de niimeros reales tales que a, > 0 y a, — 0,

entonces la serie
o0
§ (—1)"a,
n=1

es convergente.

Demostracion. Basta considerar A, = ap y x, = (—1)". [ |

Ejemplo 2.5. Para 8 € R considerar la serie

[e.9]

1
Z —sen(nb).
n
n=1
Entonces la serie es convergente en R.
Si @ = 2km para algin k € Z entonces las sumas son idénticamente 0, por lo que supondremos que

0 # 2km para todo k € Z. Notar que A, = % y que si x, = sen(nf) entonces!

k k
Zx,, = Z sen(né)
n=1 n=1

k
— %Z(enei _ e—n@i)
n=1

1l 1o

2i 1—ef 1—e 0
_senf —sen(kB) —sen((k +1)0)
N 2(1 — cos®)

que es acotado independiente de k.

2.2. Funciones lineales

Definicion 2.5 (Funciones lineales). Dados dos espacios vectoriales X e Y sobre un cuerpo K, decimos que
la funcion L : X — Y es lineal si L(axy + bxp) = aL(xy) + bL(x2) para todo x1,x, € X y todo a, b € K.

Teorema 2.9 (Funciones lineales continuas). Sean (X, ||-||x e (Y, ||-|ly) dos espacios vectoriales normados y
L : X = Y una funcion lineal. Son equivalentes

1. L es continua en 0.

2. Existe M > 0 tal que
ILx[ly < Mlx]]x .

3. L es continua (en todas partes).

4. Si Bx = {x € X :||x|][x < 1} entonces L(Bx) es un conjunto acotado en'Y .

!Recordar la identidad de Euler para niimeros complejos: e'* = cosa + i sen &, luego
i

e —e”

sena = -
2i
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Observacion 2.3. Por esta proposicién se suele decir que las funciones lineales continuas son funciones
acotadas.

Demostracion. (1)=(2): Si L es continua en 0 quiere decir que existe § > 0 tal que
Ixllx <= lLxlly <1,
luego si x # 0, tenemos que

0
= - <9,
x 2

=

X
2 Ixllx

luego

1>

)=
L ——x = —||Lx|v,
<2||X||x 2Tl 1l

en otras palabras, para todo x # 0 tenemos que

2
ILxlly < 5 lixllx

luego (2) se sigue para M = %.
(2)=(3): Notar que si se tiene (2), y si x, X € X entonces usando que L es lineal, obtenemos que

ILx = LXlly = [[L(x = X)[ly < Mlx =[x,

es decir, L es Lipschitz, en particular es continua en todas partes.
(3)=(1): Evidente.
(2)=(4): Si x € Bx entonces ||Lx|| < M||x|| < M, por lo tanto L(Bx) C MBy.
(4)=(2): Si existe M > 0 tal que L(Bx) C MBy, entonces se cumple que

ILx|| <M, Vx e By.

Luego si y € X \ {0} entonces x = ﬁ € Bx, y por lo tanto

I ()l =

de donde se deduce (2) por la linealidad de L y la homogeneidad de la norma. [

Definicién 2.6. Denotamos al conjunto de funciones lineales continuas de X a’Y como LC(X,Y), el que se
puede equipar de la norma

L zeexyy = sup [ILx]y
ex

X
lIxllx<1
Lema 2.10. Si X # {0} entonces
I1Lx[ly
IL] =
L 2k Ixlix
x7#0
= sup |[|Lx[ly
xeX
lIxllx=1
= sup |[|Lx[ly
xeX
lIxllx <1

=mf{C>0:]|Lx|ly <Clxlx}
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Demostracion. Ejercicio. |

Observacion 2.4. Notar que para cada x € X se tiene que
I1Lx1ly < 1Ll zeoxvy XN x -
Proposicién 2.11. E/ conjunto (LC(X,Y), [l ze(x,y)) €S un espacio vectorial normado.

Demostracion. Ejercicio. |

Proposicion 2.12. Si (Y, ||-|ly) es Banach, entonces LC(X,Y) también es Banach.

Demostracion. Sea (L,) € LC(X,Y’) una sucesién de Cauchy, veamos que es convergente. Para ello, notemos
que para cada x € X, la sucesion (L,(x)) es de Cauchy en Y, en efecto

[1Lnx = Lmx|ly < [ILp — Lm”LC(X,Y) X1l x n'ﬁooo-
Como Y es Banach, esto implica que para cada x € X podemos encontrar L(x) € Y tal que
L(x) = nILmOO La(x).
Veamos que L es continuo. Sea € > 0, entonces existe N, € N tal que
ILax = Linxlly < € lIxx
para todo n, m > Ng. Pero
ILx = Loxlly = lim [[Lmx = Loxly < € Ixx
lo que implica que L — L, es continua, luego L es continua, ademas

IL = Lallzecx,vy <.

2.2.1. Consecuencias del Teorema de Baire en espacios de Banach

Definicidon 2.7. Sean X,Y espacios topologicos. Una funcion F : X — Y se dice abierta si para cada U C X
abierto, entonces f(U) es abierto en'Y

Lema 2.13. Sean X,Y espacios normados. Entonces una funcion lineal L : X — Y es abierta si y solo si
dr > 0 tal que By (0,r) C L(Bx(0,1)).

Demostracion. (=): Si L es abierta, entonces L(Bx(0,1)) es un abierto en Y, tal que 0 € L(Bx(0,1)), de
donde debe existir r > 0 tal que
By(0,r) C L(Bx(0,1)).

(«<): Sea U C X un abierto. Veamos que L(U) es abierto en Y. Sea y € L(U), luego y = L(x) para
cierto x € U, como U es abierto, debe existir ry > 0 tal que Bx(x, ro) C U.
Notemos que Bx(0,1) = —x + %Bx(X, r0), luego por hipdtesis tenemos que existe r > 0 tal que

By (0.r) C L(Bx(0.1)) = —L(x) + rloL(BX(x, 1)) € —L(x) + rloL(U)
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de donde concluimos que
By (L(x),r-r) =ro(By(0,r)+ L(x)) C L(U)

Teorema 2.14 (Aplicacion abierta). Sean X, Y espacios de Banach. Si L € LC(X,Y') es sobreyectiva, entonces
L es abierta.

Demostracion. Por el lema anterior, basta demostrar que existe r > 0 tal que By (0, r) C L(Bx(0,1)). Como
L es sobreyectiva, tenemos que

X=|]Bx(0.n) e Y=|]L(Bx(0n).

neN neN

Gracias al teorema de Baire, tenemos que debe existir ng € N tal que L(Bx(0, ng)) tiene interior no vacio.
Pero como Y es un espacio vectorial, y L es lineal tenemos que L(Bx(0, ng)) = noL(Bx(0,1)), de donde
deducimos que L(Bx(0, 1)) debe tener interior no vacio.

Luego debe existir yg € Y y r > 0 tal que By (¥, 16r) C L(Bx(0,1)). Como yp € L(Bx(0,1)), debe
existir y1 € L(Bx(0,1)) tal que |lyo — y1lly < 8r, por lo tanto

By (y1,8r) € B(yo,16r) C L(Bx(0,1)).
Sea x; € B(0,1) tal que Lx; = y; y sea y € By(0,8r), luego
y=y+yn—-wn=y+yi—Lx € B, 8r)+ L(Bx(0,1)) C L(Bx(0,1)+ L(Bx(0,1))
C L(Bx(0,2)),

por lo tanto hemos demostrado que By (0,4r) C L(Bx(0,1)). Veamos que By (0,r) C L(Bx(0,1)). Para
ello observemos que como L es lineal, tenemos que

By(0,2°7%r) C L(Bx(0,27%)) VkeN

Sea y € By (0, r), luego podemos encontrar x; € Bx(0,272) tal que |ly — Lx1|ly <27'r.Seay; =y—Lxi, lo
anterior demuestra que y; € B(0,271r), luego podemos encontrar xo € L(Bx(0,273)) tal que ||y; — Lxa|| =
||y —Lx; — [_X2H <272r.

Siguiendo en esta forma, podemos encontrar una sucesion xx € Bx(0, 2*"*1) tal que

N N
Y= Lx y =L )
k=1 k=1

Pero como X es Banach y por construccion la serie D2 ; xk es absolutamente convergente, luego x = Y22 ; Xk

es convergente. Ademas ||x|[x = ||> 5oy x|l < Yohe127F = 3 < 1y y = Lx, en otras palabras

y € L(Bx(0,1)), lo que demuestra que

<27 N,

Y Y

By (0,r) € L(Bx(0,1)).

Corolario 2.15 (Teorema inversa continua). Sean X,Y espacios de Banach y L € LC(X,Y') una funcion
biyectiva. Entonces L es un isomorfismo, es decir L™ es continua.
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Demostracion. L1 es continua < L es abierta. [ |

Definicion 2.8. Dados X,Y conjuntos y una funcion f : X — Y, definimos el grafo de de f como el
subconjunto de X x'Y dado por

M) ={(x,y) e XxY:y=Ff(x)}.
Observacion 2.5. En estricto rigor, '(f) es la definicion de teorfa de conjuntos de una funcién f.

Definicién 2.9. Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion. Decimos que f es cerrada si y solo
si () es un conjunto cerrado en X X Y equipado con la topologia producto.

Observacion 2.6. Notar que cuando X, Y son espacios vectoriales normados, la topologia producto se puede
inducir mediante la norma

1O ) x ey = max (lIxllx . Ly lly) .
o las normas equivalentes .

1 ey = (XI5 + Ny II9) 7
donde p > 1.

Lema 2.16. Dados dos espacios métricos X,Y . Una funcion f : X — Y es cerrada si y solo si para cada
sucesion (xp) C X tal que

Xp — X

f(xn) =y,
entonces y = f(x).

Demostracion. Ejercicio. |

Teorema 2.17 (Grafo cerrado). Sean X,Y espacios de Banach y L : X — Y una funcion lineal cerrada.
Entonces L € LC(X,Y).

Demostracion. Consideremos las proyecciones 71 : (L) — X tal que m1((x, Lx)) =xy m : (L) = Y tal
que m2((x, Lx)) = Lx. Es claro que m; € LC(I'(L), X) y que mp € LC(I'(L),Y). Como X,Y son completos,
entonces X X Y es completo, y como (L) es cerrado, entonces también es completo.

Ahora, la funcién m; es biyectiva, luego por el teorema de la inversa continua, tenemos que 7rf1 es
continua. Luego, notar que

Lx = mo((x, Lx)) = ma(my 1 (x)) = ma 01y (),

es decir L es continua. [ |

Teorema 2.18 (Principio de la cota uniforme). Sean X,Y espacios vectoriales normados tales que X es un
espacio de Banach y sea A C LC(X,Y) tal que

sup ||[Lx|ly < oo Vxe€X,
LeA

entonces

sup [|IL|l ce(x.vy < o
LeA
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Observacion 2.7. Este teorema nos dice que podemos pasar de funciones que son acotadas puntualmente, a
funciones que son acotadas uniformemente por el solo hecho de que sean funciones lineales y que el dominio
sea un espacio de Banach.

Demostracion. Para cada n € N definamos los conjuntos

E,= {x € X :sup ||Lx]ly < n} ,
TEA

y notemos que

En=[){xeX:lLxly <n}.
LEA

Luego por la continuidad de cada L y de ||-||, tenemos que cada E, es un conjunto cerrado en X. Por otra
parte, por hipStesis tenemos que si x € X entonces debe existir n € N tal que ||Lx|| < n, es decir

X = U E,.
neN

Luego por el Teorema de Baire, debe existir ng tal que Ep, tiene interior no vacio. Esto nos dice que existe
xo € Xy r>0tal que
Bx(Xo, I’) - Eno-

De aqui deducimos que B«(0, r) C Eap,, en efecto, si ||x|| < r, entonces x + xg € B(x0, 1) € Eny ¥
ILxlly < ILx + Lxolly + [Lxolly < 2m0, VL€ A
Finalmente obtenemos que si L € A
||L||Lc(x,y) = sup |[[Lx]ly
xeX
lIx[lx=1

= sup
xeX
lIxlIx=1

el

4/70
< sup —
xeX r
lIxl[x=1
4/’)0

r

es decir
4/’)0

sup || L] < :
Dab IElleexy) p

Teorema 2.19. Sea X un espacio vectorial normado de dimension finita e Y un espacio vectorial normado.
Sea L : X — Y una funcion lineal, entonces L es continua.

Demostracion. Como X es de dimension finita, tenemos que existen ey, ..., ey € X que son linealmente
independientes (en particular e; # 0 para todo /, por lo que podemos suponer que ||&;|| = 1 para todo /) tales
que para cualquier x € X existen tnicos ki(x), ..., kn(x) € K tales que

N
X = Z ki(x)e;j,
i=1
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con esto podemos definir
def N
e
XM= k()]
i=1
que resulta ser una norma? en X. Como vimos, todas las normas son equivalentes en dimensién finita, luego

existe una constante C > 0 tal que
[Ix[] < C x|l

de donde obtenemos que si (Xm)men C X es una sucesion tal que x, — 0 para la norma ||-||, entonces

N

> ki)l = Hxmlll < C [[xmll — 0
i—1 >

por lo tanto

i Qué sucede en dimension infinita?

Para ello precisemos que queremos decir al hablar de dimensién infinita.

Definicién 2.10 (Base de Hamel). Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Decimos que {Xq}qea € X
es una base de Hamel (o base algebraica) para X si dado cualquier subconjunto finito B C A, entonces
el conjunto {xa},cp €s linealmente independiente, y para cada x existe un subconjunto finito By C A, y

escalares {ka}ocp, € K tal que
X = Z KaXa,

aEeBy

donde By y los escalares {ka }ocp, SON Uinicos.
Teorema 2.20. Todo espacio vectorial admite una base de Hamel.

No demostraremos> este teorema pues es un resultado de dlgebra. Ademds se puede demostrar que dadas
dos bases de Hamel sobre un espacio vectorial, entonces sus cardinalidades deben ser iguales. Con esto tiene
sentido hacer la siguiente definicion.

Definicion 2.11 (Dimensidn). Diremos que X es un espacio vectorial de dimension finita si admite una base
de Hamel finita, en cuyo caso la dimension de X es la cardinalidad de una base de Hamel. En caso contrario,
diremos que X tiene dimension infinita.

Otra de las consecuencias del Teorema de Baire es que las bases de Hamel de los espacios de Banach,
o bien son finitas, o bien son no-numerables. En otras palabras, no pueden existir espacios de Banach con
dimensién infinita numerable.

2Notar que por la independencia lineal de los e;'s tenemos que x = 0 si y solo si ki(x) = 0 para todo i. Ademds, gracias a la
unicidad de los k;'s tenemos que ki(Ax) = Aki(x) y ki(x + y) = ki(x) + ki(y), de donde se siguen las restantes propiedades de la
norma.

3La demostracién utiliza el Lema de Zorn.
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Proposicién 2.21. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces la dimension es no-numerable.

Demostracion. Supongamos que X tiene dimensién infinita numerable y sea {x,},cy una base de Hamel.
Definamos el espacio vectorial generado por {xi, ..., Xk}

X =< {Xl,...,Xk}>.

Notemos que X tiene interior vacio para todo k. En caso contrario, existe x € X,y r > 0 tal que B(x, r) C X.
Pero como Xy es un subespacio vectorial, entonces B(0, r) = B(x,r) — x C Xk, y en consecuencia si y € X,
entonces %y € B(0,r) C Xk, y por lo tanto X, = X, imposible.

Se deja como ejercicio demostrar que Xy debe ser cerrado en X. Sin embargo esto es imposible, pues
como {Xp} ey €S una base de Hamel, entonces

X = X
keN

lo que viola el teorema de Baire. |

Este resultado nos dice que utilizar bases de Hamel en analisis no es adecuado. Lo que se utiliza en andlisis
son las bases de Schauder:

Definicion 2.12 (Base de Schauder). Sea X un espacio de Banach. Decimos que {xn},cn €S una base de
Schauder para X y para cada x € X existe una sucesion tinica de escalares (kn(x))nen tales que

Z kn(x)Xn

neN

X = Z Kn(X)Xn.

neN

es convergente y

Ejemplo 2.6. 1. En R" la base candnica es una base de Hamel y de Schauder.
2. Para 1 < p < oo, los espacios P cuentan con la base de Schauder candénica dada por

en=(0,... ..) neN.

o
s
o

Sin embargo, esta no es una base de Hamel para £P. Por otra parte, este conjunto no es una base de
Schauder para £*.

Definicién 2.13 (Espacio dual (continuo)). Dado X un espacio vectorial normado, definimos el espacio dual
de X y lo denotamos como X* como el conjunto

X* = LC(X,K),
y para L € X*, usamos la norma de operadores lineales

1Ll = Ll ceex x) -

Notar que como K =R o C es completo, entonces X* es siempre un espacio de Banach, incluso si X no lo
es.
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Ejemplo 2.7. Demostramos que cuando X tiene dimensién finita, entonces todas las funciones lineales sobre
X son continuas, en particular, en dimensién finita se tiene que

X* = LC(X,K) = L(X,K)*.

Sin embargo, cuando la dimensién es infinita, puede ocurrir que existan funcionales lineales no continuos.
Para ver esto, consideremos X un espacio vectorial de dimension infinita, y B = {Xy},ea Una base de Hamel,
que podemos suponer satisface ||xq|| = 1 para todo a € A.

Podemos suponer que N C A (pues vimos que A debe ser no numerable). Definamos la funcidn siguiente,
para cada n € N C A definamos

Lx, = n,

ysia e A\N
Lxq = 0.

Extendemos la definicién a todo x € X por linealidad, es decir si x = ZQGBX KaXo entonces®

Lx = Z KoL Xg,.

a€EBy

Luego esta funcién es lineal, pero no es acotada, pues

IIL|| = sup Lx>||Lxp|l=n VneN.

lIxlI=1

2.3. Elementos bdasicos de espacios de Hilbert

Definicion 2.14. Sea H un espacio vectorial sobre C. Un producto interno o escalar sobre H es una funcion
(-,+) : Hx H — C que satisface

1. (ax+ by,z) = a(x,z)+ b{y, z) para todo x,y,z € H y todo a, b € C.

2. (x,y) = (y,x) para todo x,y € H.
3. (x,x) >0 para todo x € H, y (x,x) =0« x =0.

Observacion 2.8. Si el cuerpo es R, entonces (-,-) : Hx H — Ry la condicién (ii) queda (x, y) = (y, x) para
todo x,y € H.

En un espacio con producto interno se puede definir la siguiente funcién

Xl = v/ {x, %)
que satisface la llamada

Proposicion 2.22 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea H un espacio vectorial y ||x||y = /(x, x). Para
cada x,y € H tenemos que
[ < Xl ly [l -

“El conjunto £(X, K) se conoce como dual algebrdico del espacio vectorial X.
®Recordar que la suma es finita.
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Demostracion. Si y = 0 no hay nada que demostrar, por lo que asumiremos que y # 0. Parat € Cy
Z = x — ty tenemos que
0<(z 2
= (x —ty,x — ty)
= (x,x) = t{y, x) = E{x,y) + [t (v y).

Luego para t = ﬁi’ﬁ? obtenemos que
H
2 2 2
> ST Kxy)l 2 > {x»l
0 <|Ix[ly —2 5+ — Wlly = lIxlly — ———%—.
Iyl Iy Il (2]
de donde deducimos la desigualdad. |

Un corolario de esta desigualdad es que |[|-||,; es una norma sobre H
Lema 2.23. Sea H un espacio vectorial equipado con un producto interno (-, -), entonces
XNy =V (x, %)
define una norma sobre H

Demostracion. Solo basta confirmar la desigualdad triangular. Sean x, y € H, entonces

Ix + yllE = (x+y. x+y)
= [Ix[I + 2Re (x,y) + Iy lIZ,
< IxXIE + 2y Iyl + Ny 113
= (IxIly + Iyl ).

de donde se obtiene la desigualdad triangular. |

Observacion 2.9. Notar que hemos demostrado la siguiente identidad: Sean x, y € H, entonces
Ix £y = [Ix|I* £ 2Re (x,y) + [ly|1*.

En lo que sigue, y si no se dice lo contrario, un espacio vectorial H equipado con un producto interno
(-, ) siempre estard equipado con la norma |[-||,; y la topologia de la norma.

Definicién 2.15 (Espacio de Hilbert). Diremos que un espacio H con producto interno (-, ) es un espacio de
Hilbert si (H, ||||y) es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.8. 1. C, visto como espacio vectorial sobre si mismo, es un espacio de Hilbert si se considera
el producto interno

(X, y) =xy.

2. CN, como espacio vectorial sobre C es un espacio de Hilbert bajo el producto interno
N
(x,y) = anﬁ-
n=1
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3. R, visto como espacio vectorial sobre si mismo, es un espacio de Hilbert bajo el producto habitual de
ndmeros.
4. RN, como espacio vectorial sobre R es un espacio de Hilbert bajo el producto interno
N
X ¥) =) Xn¥n.
n=1
La norma inducida es la norma euclidiana.
5. El espacio ¢? de sucesiones reales de cuadrado sumable se puede equipar con el producto interno
(), ) = 3 Xabin.
neN
La norma inducida por este producto interno es la norma ||-||,, norma que demostramos hace que el
espacio £ sea completo, es decir, £2 es un espacio de Hilbert.
6. También se puede considerar el espacio de sucesiones complejas de cuadrado sumable, equipado del
producto interno
((xn), (yn)) = ZXnJTnv
neN
que también resulta ser un espacio de Hilbert.
7. El espacio C([0, 1], R) se puede equipar del producto interno
1
(r.9) = | Fgt)ax,
0
sin embargo este no es un espacio de Hilbert.
8. El espacio L?(0, 1), definido como la completacién del conjunto de las funciones C([0, 1], R) bajo la

norma

Il = (/01 |f(x>|2dx)é

tiene estructura de espacio de Hilbert si es que se lo equipa del producto interno

1
(. g) = /O F(x)g(x)dx.

Proposicion 2.24 (Continuidad del producto interno). Sean (x,), (vn) dos sucesiones en un espacio de Hilbert
H tales que x, — x e y, — y. Entonces

(Xn, ¥n) njo (x,y).

Demostracion. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

[{(Xn, Yn) — (X, ¥} = [{Xn — X, Yn) + (X, Yo — V)]
< xn = [ llyall + (X[ lyn — Il

pero como las sucesiones (xy), (¥n) son convergentes, entonces deben ser acotadas, luego existe R > 0 tal
que ||xll < Ry |lynll < R, de donde para cada € > 0 podemos tomar n suficientemente grande tal que

[(Xn, yn) = (X, )1 < R(lIX0 = x[I + [lyn — yIl) <e.
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Proposicion 2.25 (Ley del paralelogramo). Sea H un espacio de Hilbert. Entonces
x4 12+ lIx = v I = 21X + Iy 1I?).

Observacion 2.10. Esta proposicién dice que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo
es igual a la suma de los cuadrados de los lados.

Demostracion. Basta notar que ||x £ y|* = ||Ix||* £ 2Re (x, y) + |l¥|°. [

Definiciéon 2.16 (Ortogonalidad). Dado un espacio de Hilbert, decimos que x es ortogonal a 'y si (x,y) = 0.
Denotamos la ortogonalidad por x L y.
Si E C H, definimos el ortogonal E como

Et={xeH: (x,y)=0VycE}.
Lema 2.26. E/ conjunto E* es cerrado en H.

Demostracion. Ejercicio. |

Proposicion 2.27 (Teorema de Pitdgoras). Sean x, . .., xn € H tales que x; L x; para todo i # j. Entonces

2 N
2
= lIxall®.
n=1

N
> %
n=1

Demostracion. Basta notar que
N 2 N N N

an = <an,2xn> :Z <x,-,)g>.
n=1 n=1 j =

n=1 =1 j=1

Teorema 2.28. Sea E C H un subespacio vectorial cerrado. Entonces
H=EoE"

esto es, para cada x € H existe un tnico y € E y un tinico z € E* tal que x = y + z.
Ademas,

x =yl = inf_||x = y'|| = dist(x, E)
y'eE
Ix = z|| = inf ||x—Z|| = dist(x, ET)
y/GEi

Demostracion. Sea x € H Yy sea
0 = inf ||[x — .
y€eE ” y”

De la definicion de infimo, debe existir una sucesion (y,) C E tal que ||x — y,|| — 0. Veamos que (y,) es de
Cauchy. De la ley del paralelogramo tenemos que

2(”Yn - X||2 + |lYm — X||2) = |lyn — ym”2 + |yn + Ym — 2XH2 ,
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como % (yn + ym) € E tenemos que

1
19 = ml? = 2 = 512 + m = x12) = 4|30+ ) —
< 2(lyn = X1 + llym — xII?) — 467,

luego para n, m — oo concluimos que ||y, — ym||> = 0. Asi tenemos la existencia de y € E (recordar que E
es cerrado) tal que y, — y. Ademas de la continuidad de [|-|| tenemos que § = ||x — y/|.

Sea z = x —y, veamos que z € E+. Sea u € E, sin perder generalidad asumiremos que (z, u) € R (de no
serlo, podemos multiplicar u por k € C) y para t € R consideremos f(t) = ||z + tul|°.

Notar que f(t) = ||z + tul® = |[x —y + tul]®* = ||x — (v — tu)||?, luego la funcién f esta acotada
inferiormente por 62 y f(0) = |x — y||*> = §2, de donde obtenemos que f'(0) = 0. Esto implica que
(z,u) =0.

Si z/ € E+, como x — z =y € E del teorema de Pitdgoras tenemos que
= 21F = lx = 217 + ||z = 2] > llx — 2],

es decir [[x — z|| = Inf cpo [[x — Z']].
Finalmente, six =y +z=y'+Z entoncesy —y' =z -z € ENE*+ = {0}. [ |

Proposicion 2.29. Sea H un espacio de Hilbert y E C H. Considere H = EQEL tal quesix = y+z € EQE*.
Definamos Pg : H — M como Pg(x) = y. Entonces

1. PE€£C(H, E)y||PE||:1.
2. IDE o PE = IDE.
3. (Pex,y) = (x, Pey) para todo x,y € H.

Demostracion. Para la linealidad, notemos quesix; =y1 +z1 € E@ELy xo = o+ 20 € E® EL, entonces
kx1 + xo = (ky1 + y2) + (kz1 + 22) y por la unicidad de la escritura, tenemos que

Pe(kx1 + x2) = ky1 + yo = kPe(x1) + Pe(x2),

es decir Pg es lineal. Ademds, del teorema de Pitdgoras tenemos que si x = y + z, entonces y | z y se tiene
que
2 2 2 2 2 2
X1 =lly + zlI” = lylI” + [Iz[I” = IylI* = [IPex]”

luego
IPell < 1,

es decir Pg es acotado (continuo). Ademas, para x € E tenemos que Pex = x, luego ||Pex|| = ||x||, de
donde concluimos que ||Pg|| = 1.
En segundo lugar, notemos que si x € E, entonces x = x + 0 y la escritura es unica, por lo tanto

Pex=x= PrpoPex=Pex, Vxe€E,
y si x € E+, entonces x = 0 + x, luego

Pex=0= ProPex=Pe0=0, VXEEJ',
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de la linealidad de Pg concluimos que si x =y + z € E & E-+, entonces
Pe(x)=Pe(y+2)=Pey+ Pez=Pegy =y = Peo Pex = Py = y = Pex.
Finalmente, si x;y = y1 + 21 y X = y» + 2o, entonces <y,-, ZJ'> = 0 luego

(PEx1, X2) = (Y1, Y2+ 22) = (1. Y2) = ("1 + 21, y2) = (x1, Pexo) .

Definicion 2.17 (Conjuntos ortonormales). Un subconjunto E C H se dice ortonormal si
» ||u]| =1 para todo u € E,
m 1y L up para todo uy # up € E

Proposicion 2.30 (Iteracion de Gram-Schmidt). Sea (x,) € H una sucesion linealmente independiente.
Entonces existe una sucesion (u,) C H tal que

= {u,: ne N} es un conjunto ortonormal.

= Para cada N € N, el espacio vectorial generado por (x,) ,’1\’:1 coincide con el espacio vectorial generado
por (Un)flyzl'

Demostracion. Definimos recursivamente

X1
Uy =
x|

Vi
Un = 57—
[ il

donde v, = x; — ZJ”:_ll (xn, uj) uj. Se deja como ejercicio verificar que la sucesion (uy) satisface lo requerido.
|

Proposicion 2.31 (Desigualdad de Bessel). Sea (x,) C H una sucesion ortonormal. Entonces para cada

X € H tenemos que
2 2
D 1o )P < [Ix117
neN

Demostracion. Sea N € N, usando el teorema de Pitdgoras obtenemos que

N
X—Z<Xn,X>X
n=1

N
- HX||2 — 2Re <Xn, Z (xn,x>x> +

n=1

2
0<

2

N
D (xn, X) x
N N "~
= IxI7 =2 " 100 )P+ D [, )P
n=1 n=1

N

= X[ = > 100 )12,
n=1
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de donde obtenemos que
N

D 1)l < IxI1?

n=1

para todo N, luego > "7 [(xn, X)| existe y

> 1)l < IxI1?

n=1

Definicién 2.18 (Base de Hilbert). Un conjunto ortonormal E C H se dice base de Hilbert si (x, u) = 0 para
todo x € E, entonces u = 0.

Teorema 2.32. Todo espacio de Hilbert admite una base de Hilbert.

Demostracion. © Hay que utilizar el lema de Zorn” aplicado a la familia de conjuntos ortonormales ordenados
por inclusién. La base de Hilbert resulta ser un elemento maximal.

Sea P ={E C H: E es un conjunto ortonormal}. Sobre P podemos introducir el orden parcial dado por
la inclusién. Para aplicar el Lema de Zorn debemos probar que toda cadena admite una cota superior®.

Sea C una cadena en P. Veamos que S = [J,cc A s una cota superior. Solo hay que probar que S € P,
es decir, que M es un conjunto ortonormal. Por definicién u € S nos dice que u pertenece a algin A, luego
llull = 1. Ademas, si u# v € M, como C es una cadena, entonces debe existir A € C tal que u, v € A, pero
A es ortonormal, luego si u # v entonces u L v.

El Lema de Zorn entonces aplica y nos dice que debe existir un elemento maximal en P. Sea M dicho
elemento maximal. Por definicién, M es un conjunto ortonormal, veamos que satisface la condicién de
completitud. Supongamos que no, luego debe existir x € H \ {0} tal que (x, u) = 0 para todo u € M. Esto
quiere decir que x € M+, luego podemos considerar

M:/\/IU{HiH}.

que por definicidn resulta ser un conjunto ortonormal tal que M C M, lo que contradice la maximalidad. W

Ejemplo 2.9. 1. En RV, el conjunto {e;:i=1,..., N} donde

e=(0,...,0,_1,0,...,0)

es una base de Hilbert.
2. En £2, el conjunto {e; : i € N} donde

e=(0,...,0,1,0,..)

i
es una base de Hilbert. En efecto, si f € £2, entonces
(f.e) =T,

luego si (f, e;) = 0 para todo / € N, entonces f; = 0 para todo / € N, es decir f = 0.

6Se puede omitir la lectura de esta demostracién.

"Ver por ejemplo [5].

8Una cadena en P es un conjunto C C P es tal que si A, B € C entonces A < B o B < A. Y una cota superior para C es un
elemento S € P tal que A < S para todo A€ C.
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Teorema 2.33. Sea (x,) C H una sucesion ortonormal. Son equivalentes
1. (Completitud) Si (x,, x) = 0 para todo n € N, entonces x = 0.

2. Para cada x € H tenemos que

X = Z <X,X,7> Xn»

neN
donde la suma es convergente en la topologia de la norma, sin importar el orden en el que se sumen los
términos.

3. (Identidad de Parseval) Para todo x € H

IxI? = 16x, xa)]

neN

Demostracion. (1. = 2.): De la desigualdad de Bessel tenemos que

o0
> 1 xm)? < Ix117
n=1

De aqui deducimos gracias al teorema de Pitdgoras que

2 m

:Z|<x,xn>|2k—> 0.

,Mm—00
n=k

m

Z (X, Xn) Xn

n=k

Esto quiere decir que la sucesion de sumas parciales S, = Zﬁ:l (x, xn) Xp €s de Cauchy, luego debe converger

a Y 0o (X, xn)xn € H.Sea y = x — > 721 (X, Xn) X, entonces
o 0]
(v, xk) = (X, xx) Z X, Xn) (Xn, xk) =0
n=1

por lo tanto y = 0.
(2. = 3.): Notar que (como en la demostracién de la desigualdad de Bessel)

[o.¢]
Ix|1? Z|Xxn Zxxn

3. = 1.): Evidente. [ |
( )

2

Proposicion 2.34. Un espacio de Hilbert es separable si y solo si admite una base de Hilbert numerable.
Si esto ocurre, todas las bases de Hilbert son numerables.

Demostracion. (<): Supongamos que H admite una base de Hilbert numerable {e,},cy., entonces se deja
como ejercicio demostrar que el conjunto

N
:{aneneH:NeN, kn = an+ ibp, an,bne@}

n=1

es denso en H.
(=): Supongamos que H admite una base de Hilbert no numerable {ey},c4 ¥ consideremos D C H un
conjunto denso. Veamos que D no puede ser numerable.
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Como {ea}aeA es una base de Hilbert, tenemos que ey L €3, luego

lew — esl|” = leal® + [les]* = 2,

esto implica que las bolas B( ey, g) son disjuntas para todo a € A, y como D es denso, debe existir al menos
un elemento de D en cada una de ellas. En particular |A] < |D]. [

2.3.1. El Teorema de representacion de Riesz-Fréchet

Terminamos esta breve introduccion a espacios de Hilbert con la demostracion del teorema de representacion
de Riesz-Fréchet, que nos dice que hay una identificacion ‘natural” entre H'y H* = LC(H, C), aunque en
esta breve introduccién al tema solo nos concentraremos en el caso real.

En primer lugar, recordemos que para cualquier b € H, la aplicacién Ly, : x — (x, b) pertenece a LC(H, R).
Esto, nos permite definir la funcién inyectiva

U:H — LC(H,R)
b s U(b)=U(b) =Ly
El resultado del teorema es que esta funcién es de hecho una biyeccidn lineal isométrica, es decir
1811y = 1U(B) | cegriey -

Teorema 2.35 (Representacion de Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de Hilbert real, entonces U es una
biyeccion, isométrica. En otras palabras, para cada L € H* = LC(H,R), existe un tnico by € H tal que

U(b.) =L,

y ademas ||b. || = [|L]].

Demostracion. Sea L € LC(H,R), veamos que existe tal b, € H. Si L = 0 entonces basta tomar b, = 0,
luego supondremos que L # 0, es decir, podemos suponer que E = ker(L) es un subespacio vectorial propio
de H, de donde E+ # {0}.

Tomemos z € E+ tal que ||z|| = 1, y notemos que para cualquier x € H tenemos que L(L(x)z—L(z)x) =
L(x)L(z) — L(z)L(x) =0, luego L(x)z — L(z)x € E, por lo tanto, como z € E* tenemos que

0= (L(2)z = L(2)z,2) = L(X) ||2]|* = L(2) (x,2) = L(x) = L(2) {x,2),
en consecuencia si by = L(z)z
L(x) = {x,L(2)z) = (x, b.) .

La unicidad se obtiene pues si BL es otro elemento de H tal que L(x) = <x, BL> para todo x € H, entonces
para y = b, — EL
~ ~ 02
0="L(y)— L(y) =y, b —b)=||bL — b

luego b; = by .
Finalmente, veamos que U es una isometria: Sea b € H, entonces

1U(b)] = sup [U(b)(x)|

=1
= sup [(x, b)
=1
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[Ixll=1

< sup |[Ix][[b]
= [|b]] -
Y por otra parte

Jueb)] = sup AP
2
 1U(b)(b)
=l
_{bb)
=l
= ol

es decir
[U(b)Il = bl
[ |

Definicion 2.19 (Funciones unitarias). Dados dos espacios de Hilbert (H1, (-, -);) v (H2, (-, -)5), decimos que
U : Hi — H> una funcion lineal invertible es unitaria si

(Ux,Uy), = (x,y) V¥ Xx,y€Hi.

Teorema 2.36. Sea H un espacio de Hilbert separable con base de Hilbert (e,)nen. Consideremos la funcion
| : H — €2, definida como

I(x) = ({(x, en) ),

es una funcion unitaria.

Demostracion. Notar que

12 = (10, 100 = Y [(x, en) yl?

neN

2 2
IxIIF =D I(x. enyl?.

neN

y gracias a la identidad de Parseval

luego ||/(x) |l = |Ix|| es decir | : H — £2 estd bien definida y es una isometria. Ademds, es claramente lineal
y si y € £2 entonces

y=1).y(2),...)

tales que
> Iy(m)P < oo,
neN
luego podemos definir x € H como
x = y(n)en,
neN

y por construccion /(x) =y, es decir | es sobreyectiva. Luego por el Ejercicio 2.42 concluimos que / debe ser
una funcién unitaria. |
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2.4. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Sea X un espacio vectorial normado. Considere A C X un subespacio vectorial de dimensidn
finita.? Muestre que A es cerrado en X.

Ejercicio 2.2. Sea (X, ||]|) un espacio vectorial normado. Muestre que la norma ||-|| : X — [0, 00) es una
funcién continua.

Ejercicio 2.3. Sea X un espacio vectorial normado. Muestre que + : X x X = Xy - : R x X — X son
funciones continuas.

Ejercicio 2.4. Demostrar que ' = {(x;) SR : Y,y [xa| < 00} es un espacio de Banach para la norma

Gl = Ixal

neN

Para ello, muestre primero la desigualdad de Hélder siguiente: si (x,), (V) son sucesiones reales, entonces

> vl < 1Ga)lso 1)1

neN

donde

[(x0)lloe = sUP [Xn] -
neN
Ejercicio 2.5. Sea (X, ||]|) un espacio vectorial, y sea A C X un subespacio vectorial.
1. Muestre que A es un subespacio vectorial.

2. Muestre que si (X, ||-||) es un espacio de Banach, entonces

(A, ]|)]) es un espacio de Banach < A es cerrado.

Ejercicio 2.6. Sea (X, ||-]|) es un espacio vectorial normado, y A es un subespacio vectorial. Defina la relacidn
en X dadaporx~y < x—yeA.

1. Muestre que ~ es una relacion de equivalencia.
Considere el espacio cociente X/A = {[x] : x € X}, donde [x] denota la clase de equivalencia de x.
2. Muestre que X/A es un espacio vectorial.

3. Muestre que
X = inf ||x + y|,
||[ ]HA e || YH

define una norma sobre X/A. La topologia inducida por esta norma coincide con la topologia cociente.

4. Muestre que si X es un espacio de Banach y si A es cerrado, entonces (X/A, ||| 4) es un espacio de

Banach.
°A es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K, si existen ai, ..., an € A tales que para todo a € A existen
ki, ..., kn € K tales que
a=kia + ...+ kpan.
La dimension es N si ademas el conjunto {ay, ..., an} es linealmente independiente.
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5. Muestre que dado 0 < € < 1 entonces existe x € X tal que ||x|]| =1y ||[x][[, > 1—€.
Ejercicio 2.7. Demuestre el Corolario 2.6.

Ejercicio 2.8. 1. Muestre que si 1 < p < g < oo, entonces £P C £9. Para ello se sugiere mostrar que si
(xn) €s una sucesion real, entonces

Ixa)llg < 11xa)ll, -

2. Muestre que si 1 < p < g < 0o, entonces la inclusién es estricta, es decir £°P C £9.

Ejercicio 2.9. Sea (X, ||]|) un espacio de Banach, y (x,) C X una sucesion tal que

Xn — X.
Muestre que la sucesion
N
1
5[\/ = N E Xn
n=1
es convergente y que
SN‘4>X

Ejercicio 2.10. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Considere funciones f, : N — X tales que
f(k)= nl|_>moo fa(k)

existe (esto es, la sucesidén converge puntualmente a f). Suponga ademds que existe una funcion g : N — X
tal que

> gk < oo
k=1

y que ||f,(k)|| < |lg(k)]|| para todo k, n € N. Muestre que Y32, f(k) estd bien definida y que

nILmOOi fo(k) = i f(k).
k=1 k=1

Note que lo que se esta demostrando es que se pueden intercambiar dos limites, el limite de la sucesion (fy)
con el limite de la serie.

N L__ converge uniformemente a una funcién continua

Ejercicio 2.11. Muestre que la sucesién Sy(x) = 3,1 7752

f:R—R.

Ejercicio 2.12. Considere la funcién

N

[e.e] Xk
Lx) =) 2
k=1
1. Muestre que si |x| < 1 entonces la serie es absoluta y uniformemente convergente.

2. Concluya que L : [0,1] — R es continua.

Ejercicio 2.13. Muestre que la serie definida sobre R?

o

1
nz:;)ng%—\/m

converge absoluta y uniformemente.
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Ejercicio 2.14. Muestre que las tres definiciones en la Definicién 2.6 son equivalentes. Muestre ademds que
Il ze(x.vy €s efectivamente una norma.

Ejercicio 2.15. Demuestre la Proposicion 2.11.

Ejercicio 2.16. Sea (X, ||-||) es un espacio vectorial normado, y A es un sub-espacio vectorial. Defina la
relacién en X dada por x ~y & x —y € A

1. Muestre que ~ es una relacidon de equivalencia.

Considere el espacio cociente X/A aef {[x] : x € X}, donde [x] denota la clase de equivalencia de x. Note
que [x] = x + A.

b) Muestre que X/A es un espacio vectorial. Debe demostrar que las operaciones

M+ x+y], VxyexX
Kix] € [kx], VxeX keK.
estan bien definidas.

c) Muestre que
Xl 4 = Inf |Ix+y].
X114 e | il

define una norma sobre X/A.

d) Muestre que si X es un espacio de Banach y si A es cerrado, entonces (X/A, ||-||4) es un espacio de
Banach.

e) Muestre que dado 0 < € < 1 entonces existe x € X tal que ||x|]| =1y [|[x]|[4 > 1 —¢.

f) Concluya que la funcién m : X — X/A definida como 7(x) = [x] es una funcidn lineal continua y que
||7T||[,C(X,Y) =1L
Ejercicio 2.17. Demuestre el Lema 2.10.

Ejercicio 2.18. Demuestre el Lema 2.16.

Ejercicio 2.19. Sea X un espacio vectorial (sobre R) normado y sea T : X — R una funcién lineal. Muestre
que T es continua si y solo si T=1({0}) es cerrado en X.

Ejercicio 2.20. Sea X un espacio vectorial normadoy T, S € LC(X, X). Muestre que T oS € LC(X, X) y
que [T o S| < ITI[1IS]]-

Ejercicio 2.21. Definimos el conjunto de sucesiones reales acotadas como

c= {(xn) €4 : existe L € R tal que Iim x, = L}

n—oo

1. Muestre que c es un espacio de Banach cuando se equipa con la norma ||(xn)|loo = SUPnen [Xnl-

2. Defina L : ¢ = R como L((xp)) = limp—00 Xn. Muestre que L es una funcién lineal continua y que
L] = 1.

Ejercicio 2.22. Sea X un espacio de Banachy T : X — X una funcién lineal tal que ||T|| < 1.Sea /: X — X
la funcién identidad.
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1. Use el teorema del punto fijo de Banach para mostrar que la funcién | — T : X — X es biyectiva.
Concluya que la inversa de | — T es continua.

2.SiTO=/yT"=To...oT, muestre que la serie

oo
Z T"x
n=0
es absolutamente convergente para todo x € X.
3. Muestre que (/ — T)71(x) = >°%2 , T"x para todo x € X.
Ejercicio 2.23. Considere £! equipado con su norma ||-||;. Sea
A= {feel > nlf(n)] <oo}.
neN
Asuma, sin demostrar, que A es denso en £! (lo que implica que (A, ||-||;) no puede ser completo).

1. Defina T : A — ¢! como Tf(n) = nf(n)y muestre que T es una aplicacién cerrada, pero no acotada
(continua).

2. Muestre que T~ 1 : ¢ — A es continua y sobreyectiva, pero no abierta.

Ejercicio 2.24. Considere X = C([0, 1], R) equipado con la norma uniforme, y considere Y = C*([0, 1], R)
como subespacio vectorial de X.

1. Muestre que Y equipado con la norma uniforme no es completo. Ayuda: Use el teorema de Stone-
Weierstrass para mostrar que Y es denso en X.

2. Considere la aplicacion D : Y — X definida como Df(x) = g—i(x). Muestre que D es una aplicacién
lineal cerrada, pero que no es continua. Ayuda: Muestre que si hi(x) — h(x) uniformemente en [0, 1],
entonces fab hi(x)dx — fab h(x)dx para todo0 < a< b <1.

Ejercicio 2.25 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sean X, Y espacios de Banach y sea (T,) € LC(X,Y) una
sucesion tal que lim,_ s Thx existe para todo x € X. Defina T : X = Y como Tx = limp_o ThX y muestre
que T € LC(X,Y).

Note que este resultado dice que si se tiene una sucesion de funciones lineales continuas que converge
puntualmente a una funcion lineal, entonces el limite es también continuo.

Ejercicio 2.26. Sean X, Y, Z espacios de Banach, y sea B : X x Y — Z una funcién bilineal tal que para
cada y € Y entonces B(-,y) : X — Z es continua y para cada x € X, B(x,-) : Y — Z es continua. Muestre
que B es continua. Recuerde que en X x Y se utiliza la norma producto ||(x, y)|| = max {[|x]|, |ly|l}.

Ejercicio 2.27. Sea 1 < p < oo y considere X = £P equipado con su norma.

1. Defina L : X — X tal que si x = (x1, x0, x3,...) entonces L(x) = (x2, X3, X4, ...). Muestre que L es
lineal, continua, sobreyectiva, pero no inyectiva. Encuentre |[L|z¢(x x)-

2. Defina R: X — X tal que si x = (x1, X2, X3, . ..) entonces R(x) = (0, x1, X2, X3, ...). Muestre que R es
lineal, continua, inyectiva, pero no sobreyectiva. Encuentre ||R||zc(x x)-
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2.4. EJERCICIOS

3. Calcule LoRy Ro L.

Ejercicio 2.28. Sea X un espacio vectorial normado, y sea A C X un subespacio vectorial propio (es decir
A # X). Muestre que A tiene interior vacio.

Ejercicio 2.29. 1. Muestre que para 1 < p < oo las bases candnicas en £P son bases de Schauder.
2. Muestre que la base candnica no es base de Schauder para £°°.
3. Muestre que la base candnica no es base de Hamel para ningin £°, 1 < p < oo.

Ejercicio 2.30. Sean a,b € R\ {0} tales que 0 < ]g‘ < 1. Defina x; = (a,b,0,...), 2 = (0,4a,b,0,...),
x3=(0,0,a,b,0,...)y asi sucesivamente. Muestre que {x,},cy €s una base de Schauder para £2.

Ejercicio 2.31. Sean X, Y espacios vectoriales normados y sea (x,)nen € X una sucesion tal que s = >~ -y Xp
existe. Muestre que para cualquier funcion lineal continua T : X — Y se tiene que

T(s)=T (Z x,,> =Y T(n).

neN neN

Note que debe demostrar que la serie ). T (x) es convergente a T(s).

Ejercicio 2.32. Suponga que X es un espacio vectorial (real) que tiene una norma ||-|| que satisface la ley del
paralelogramo
2 2 2 2
lla+ blI" + lla = blI” = 2(lall” + [I6]]7)

para todo a, b € X. Definamos
1 2 2 2
oy =5 (I +yI2 = x> = Iyl?)
El propésito de este problema es demostrar que (-, -) define un producto interno sobre X y que (x, x) = [|x||°.

1. Verifique que (x,x) =0 = x = 0.

2. Demuestre que para todo x,y € X

(x,y) =y, x)
(=x,y)=—(x,¥)
(x,2y) =2(x,y).

3. Demuestre que para todo x,y,z € X
(x+y z)=(x2)+{y.2)

Ayuda: Use la ley del paralelogramo para a = x, b=y, luego para a=x+ z, b=y + z, y finalmente
paraa=x+y—+z b=z

4. Demuestre que para todo x,y € X, k € R

(kx,y) = k(x,y)

Ayuda: Considere primero el caso k € N, luego k € Q y finalmente k € R.
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2.4. EJERCICIOS

5. Concluya.

Ejercicio 2.33. Sea p # 2 y considere R? equipado con la norma H-||p. Muestre con un ejemplo que la ley del
paralelogramo falla para esta norma. Concluya que la ley del paralelogramo no es cierta en £P con la norma

[I-1l,p-
Esto nos dice que ||-||,, no puede venir de un producto interno.

Ejercicio 2.34. Demuestre el Lema 2.26.
Ejercicio 2.35. Muestre que si E es un subespacio vectorial, entonces E+ también es un subespacio vectorial.

Ejercicio 2.36. Sea H un espacio vectorial real con producto interno (-,-). Sean T, S : H — H dos funciones
lineales que satisfacen
(Tx,y)=(x,Sy) Vx,yeH.

Demuestre que || T|| = [|S]|.

Ejercicio 2.37. Sea H un espacio de Hilbert y sea £ C H un conjunto cualquiera. Demuestre que (E+)~* es
el subespacio cerrado de H mas pequeno que contiene a E£. Concluya que si E es un subespacio vectorial
cerrado de H entonces (E+)! = E.

Ejercicio 2.38. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que P € LC(H, H) es una proyeccion si satisface
PoP=P.Sil:H— H esla funcién identidad, demuestre las siguientes propiedades:

1. | — P es una proyeccion.

N

. ker(I — P) = R(P) y ker(P) = R(I — P).

w

. ker(P) nker(/ — P) = {0}.
4. H = ker(P) @ ker(/ — P).
Dado una funcion lineal T : X =Y, se definen

ker(T) ={xe X : Tx =0},
R(T)={TxeY : :xeX}.

Ejercicio 2.39. Sea (x,) una sucesién en un espacio vectorial (real) H con producto interno tal que >,y Xp

es convergente. Muestre que
3t = (T

neN neN
para todo x € H.

Ejercicio 2.40. Muestre que el espacio
o = {(x,,) € 1°(R) : lim x, = o}
n—oo
es denso en £2(R).

Ejercicio 2.41. Demuestre que el conjunto D definido en la Proposicién 2.34 es denso.

Ejercicio 2.42. Sea H un espacio de Hilbert complejo.
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2.4. EJERCICIOS

1. Para cada x, y € H se tiene que
1 2 2 . .2 . .2
Oy =7 (x4 yIP = lx = yIP + i lix+ iyl = i lix = ivl?)

2. Sea H otro espacio de Hilbert y consideremos L : H — H una funcién lineal. Entonces

L es unitario < L es una isometria sobreyectiva.

Ejercicio 2.43. Sea H un espacio de Hilbert real y considere T € LC(H, H). Defina TT : LC(H,R) — LC(H, R)
como TH(f)=foT, estoes, si f e LC(H,R) entonces TTf € LC(H,R) y para cada x € H

TTF(x) = f(Tx).
1. Justifique que T es una funcidn lineal.
2. Demuestre que | TT|| < ||T||. Tenga cuidado con las definiciones de cada norma.

3. Sea U : H — LC(H,R) la isometria definida en el Teorema de Riesz-Fréchet, es decir: si b € H,
entonces U(b) € LC(H,R) y para cada x € H se tiene que

U(b)(x) = (x, b).
Defina T*=U"1oTToU: H— Hy demuestre que para cada x,y € H se tiene que
(Tx,y)=(x.T"y).

4. Defina T** = UL o (T*)" o U. Muestre que T** = T.
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