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Prefacio

Este apunte ha sido confeccionado para diversos cursos dictados en la Universidad de Talca. El propésito
de este escrito es recopilar materias expuestas en diversos libros y organizarlas en la manera presentada en
estos cursos por el autor.

Cabe mencionar que tanto algunos contenidos teéricos, como algunos ejemplos han sido extraidos
de la bibliografia sefialada, con el fin de que este apunte sea lo més auto-contenido posible. Ademas se
han incorporado ejemplos y ejercicios de autoria de quién escribe este manuscrito para complementar los
contenidos.

Finalmente, aclarar que este apunte estd en permanente construccién, por lo que la exposicién de
algunas materias puede variar en el tiempo. Ademaés algunos contenidos pueden estar incompletos.
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Calculo diferencial e integral en una
variable






Capitulo 1

Calculo diferencial

1.1. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Definicién 1.1 (Funciones exponenciales). Dado b > 0, denotado como base, existe una unica funcién

f(z), denotada como funcién exponencial de base b tal que

f(x) =10".

y=>b",0<b<1

Figura 1.1: Gréafico de funciones exponenciales.

Observacion 1.1. Cosas a recordar: Suponga que a, b > 0, entonces

1. b® = bY entonces x = y. 4. (b)Y =b*v.

2. a* = b* entonces a = b. 5. Si a > 0, entonces (ab)x =a" - b".

1

3. bT - bY = b, 6. b7 = Xk

Si b > 1, entonces
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1. lim b* = +4o0. 3. lim b~ =0.
T—>00 T—r 00
2. lim b* =0. 4. lim b7% = +oo0.
T——00 T——00
Un caso muy importante es el que se produce cuando b = e &~ 2,7182. ... Esto pues la funcién f(z) = e*

es la 4nica funcién que satisface f'(z) = f(z), por esto (y otras razones), es que e se denomina la base
natural.

Ejemplo 1.1. Se estima que en ¢ afios la poblacién de cierto pais serd de P(t) = 50¢%%% millones de
personas.

1. ;Cuél es la poblacién actual?
2. ;Cual sera la poblacion en 30 anos?

Solucién. 1. La poblacién inicial es cuando ¢t = 0, o sea P(0) = 50 millones de personas.
2. En 30 anos la poblacién serd de P(30) = 50e5 91,11 millones de personas.

Definicién 1.2 (Funciones logaritmicas). Dado b > 0, denotado como base, existe una tinica funcién
f(z), denotada como funcién logaritmica de base b tal que

f(z) = logy x.

y=log,z, b>1

y=log,z, 0<b<1

Figura 1.2: Gréfico de funciones logaritmicas.

Observacion 1.2. Cosas a recordar: suponga que a, b > 0.

1. Silogy x = logy y entonces z = y. 4. logy z¥ = ylogy x.

2. Silog, x = log, « entonces a = b. 5. Funcién inversa: log, b” =z y b& 7 = z.

6. Cambio de base: log, z =

3. logy(x - y) = logy, = + logy .
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Si b > 1, entonces

1. leHgo logy, x = +o0. 2. zllféﬂ log, x = —o0.

Al igual que antes, distinguimos el caso en que b = e, y denotamos por Inz = log, z y denominamos a
esta funcién como logaritmo natural.
Dado que lo necesitaremos, recordemos las derivadas de las funciones exponenciales y logaritmicas.

Teorema 1.1 (Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas). Sea b > 0, entonces

1. %(ex) =e", 3. %(bx) =e”-Inb,
2. %(lnm):%, 4. %(logbm):ﬁ-%.
Ejercicio 1.1. Resolver las siguientes ecuaciones:
1. 3 =22, 4. In(z —2)+3=1In(z +1).
2. 2lnx =1.
3. 20°+e = 4, 5. €2 4 e — 2 = 0. Hint: Defina u = €”.

Ejercicio 1.2. Simplifique las siguientes expresiones sin usar calculadora.

1. 34 —3log, 16. 2. In(9¢?) + In(3e™?).

Ejercicio 1.3. Cuando una cadena, cable telefénico o similar es colgado entre dos postes, la curva que se

forma es una catenaria. Una catenaria tipica esta dada por la formula

C(x) = é (6436 + 6_49”)

1. Encuentre el minimo de esta catenaria cuando —10 < z < 10.

2. Bosqueje el grafico de C(x) en el intervalo [—2,2]. ;Cudl es la altura minima a la que se puede colgar
un cable modelado por esta catenaria en [—2, 2], para que el cable no toque el suelo?

Ejercicio 1.4 . Bosqueje el grafico de las siguiente funciones, identificando puntos criticos, puntos de

inflexién y maximos/minimos si es que los hubiese.

L f(z) =a?e" 3. h(z) LI

1 \/» = 1+€_$7 =
2. g(x) = n(mZ:E)’ x > 0.

1.2. Algunas herramientas de calculo

1.2.1. Derivadas

Definicion 1.3. Dada una funcién f definida en un intervalo I C R, definimos la derivada de f en xg € 1

(o) = ;llli% J(zo + h}i - f(ivo).

como
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Observacion 1.3. = El limite en la definicién de la derivada, puede no existir. Si este es el caso, decimos
que la funcién no es diferenciable en x.

= Es importante recordar que la derivada de una funcién tiene varias interpretaciones. En primer lugar,
si tenemos dos variables z,y relacionadas por una funcién f, es decir, y = f(x), entonces f’(zg)
representa la tasa instantanea de cambio de la variable y con respecto a la variable z en el instante
xIQ.

= Otra interpretaciéon de la derivada se puede obtener al observar el grafico de la funcién f. En este
caso, el valor f/(zg) corresponde a la pendiente de la recta tangente al grafico de f(z) en el punto
(o, f(z0)). Ver figura 1.3 para visualizar este punto.

Figura 1.3: La derivada es la pendiente de la recta tangente.

Para efectos practicos, no utilizamos la definicién formal de la derivada, por el contrario, debemos
conocer las derivadas de ciertas funciones basicas, y las reglas para obtener derivadas de funciones generadas
a partir de estas funciones basicas.

Dentro de las funciones béasicas consideramos: polinomios, funciones trigonométricas, logaritmos y
exponenciales. Asi como se debe saber calcular la derivadas de funciones generadas a partir de las anteriores
mediante operaciones entre funciones: sumas, restas, productos (regla del producto), cocientes (regla del
cociente), composiciones (regla de la cadena).

El siguiente ejemplo ilustra alguno casos:
sen x + e* 4

Ejemplo 1.2. Encontrar la derivada de f(x) = W
n(tanz) + x

Solucion. Para encontrar la derivada iremos paso a paso:
2244 /
p senz + e
fa)=\—7——7=
z-lnzx+x

(Senx + €I2+4>/ (z-Inz+2°) — (senx + ex2+4> (x-Inz+ )

(z-Inx+ z5)
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((Sen z) + <e$2+4>,> (z-Inz + 25) - (senx + 6I2+4) : <(x ‘Inx) + (x5)/)
B (z-Inz+ 25)
(cosx + 2z - e’”2+4) (z-Inz+2°) — (sen:r + €x2+4> ((Inz + 1) + 52%)

B (z-Inz+ 25)

Otro tipo de derivadas que debemos ser capaces de calcular, es aquella que requiere derivacién implicita:
cuando la variable dependiente y la variable independiente estan relacionadas mediante una ecuacién.

Ejemplo 1.3. Calcular la derivada de y en términos de z e y, cuando z%y + tany = log,(xy).

Solucion. En esto casos debemos derivar ambos lados de la ecuacién con respecto a la variable x, asumiendo
que y depende de x. El principal cuidado que debemos tener es que siempre asumimos que y es una funciéon

que depende de z, por lo que la derivada de y es entonces d—y, y para obtener la derivada de funciones de
x

y debemos usar la regla de la cadena.

d
T (:c Y+ tany) (zy))
o dy dy 1 dy
2 =7 A i
vy + o dx—&—sec V' dx zyln?2 (y+xdaz)’
de donde deducimos que
1
-2
CLy zln2 :Cyl
dr o 2., _
T° + seccy Jn2
Ejercicio 1.5. Calcule las derivadas de:
1. f(x) = sen(x?). 6. f(x) = In(x®).
2. f(r) =sen?zx. 7. f(z) = (111(:1:))5.
2
x
3. f(z)= = + Vx + 1+ zcosx. 8. f(z) = log, z.
4 = e A
fa)=e 9. f(t) = 1o okt donde A, C'y k son constantes

5. f(x) = 2%, positivas.

d
FEjercicio 1.6. Dada la relacién entre = e y, encuentre d—y
x

1. 22 + y?> = R?, donde R es una constante pos.itiva3 z? + %3/3
r—=y

= 10.
2. yz? +1Iny = cos(zy).

1.2.2. Algunos conceptos relativos a la derivada.

Definicién 1.4 (Numeros y puntos criticos). Dado un intervalo I C R, decimos que ¢ € I es un numero
critico para la funcion f: 1 — R si:

1. f'(¢) no esta definido, ¢
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2. f'(c) estd definido y f'(c) = 0.
Ademds, si c es un numero critico, decimos que el par (c, f(c)) es un punto critico para la funcion.
Ejemplo 1.4. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(z) = cosz en el intervalo [0, 37).

Solucion. La derivada de la funcién f estd dada por f/'(x) = —senz, que esté definida en todo el intervalo,
luego para encontrar los puntos criticos, debemos resolver la ecuacion

—senzx = 0.

Si resolvemos la ecuacién nos damos cuenta que el conjunto solucién estd dado por todos los miiltiplos
enteros de m, es decir {..., —4m, =37, =27, —7,0, 7, 27, 3w, 4m, ...}, de los cuales sélo {0, 7, 27} pertenecen
al intervalo en cuestion. Luego los puntos criticos son exactamente: (0,1), (m,—1) y (2w, 1). [

Ejemplo 1.5. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(z) = |z| en el intervalo [—1,1).

Solucion. En este caso, la funcién |z| no es diferenciable en ¢ = 0 (;Por qué?). Por lo que tenemos que 0
es un punto critico. Por otra parte, cuando x # 0, la derivada de |z| nunca se anula (;Por qué?), de donde
deducimos que el inico punto critico de la funcién es (0,0). |

Definicién 1.5 (Monotonia de funciones). Dado un intervalo I C R y una funcién f: I — R. Decimos
que:

» una funcion es creciente, si cada vez que x1 < xa, entonces f(x1) < f(x2).

= una funcion es decreciente, si cada vez que x1 < x2, entonces f(x1) > f(x2).

2

Ejemplo 1.6. Determine donde la funcién f(x) = x — = es creciente, y donde es decreciente.

9 1 1 9

Figura 1.4: Gréfico de f(z) = 2? — z en [-2,2].

;,Como determinamos si una funcién es creciente o decreciente?

Teorema 1.2 (Test de la primera derivada para determinar monotonia). Dado un intervalo I C R y una
funcion diferenciable f : I — R. Tenemos que:

» [ es creciente en el intervalo I, si f'(x) > 0 para todo x € I.

» [ es decreciente en el intervalo I, si f'(x) <0 para todo x € I.
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Solucién (Ejemplo 1.6). Calculamos la derivada de f y obtenemos f’(x) = 2z — 1. Para determinar el
tipo de monotonia de la funciéon, debemos analizar el signo de f. Para ello encontramos los puntos criticos,

1
en este caso solo hay uno =z = SR dividimos el intervalo en cuestién usando los puntos criticos:

intervalo | f'(z) | signo de f'(z) f(z)
(—oo, %) 2¢ — 1 — decreciente
(%, oo) 20— 1 + creciente

Definicién 1.6 (Extremos relativos). Decimos que una funcion f tiene un

= mdzimo relativo en xq, si es que f(xo) > f(x) para todo x e un intervalo a < ¢ < b.

= minimo relativo en xg, si es que f(xo) < f(x) para todo x e un intervalo a < ¢ < b.

Ejemplo 1.7. Encontrar los maximos y minimos relativos de la funcién f(z) = 2® — 3.
20 %

10 ¢

~10 |

—920 !

Figura 1.5: Grafico de 2® — 3z en [-3, 3].

;,Como encontrar extremos relativos?

Teorema 1.3 (Test de la primera derivada para extremos relativos). Dado un intervalo I C R y una
funcion diferenciable f : I — R. Tenemos que:

= 20 es un mdzimo relativo para f, si es que f'(x) > 0 a la izquierda de xo y f'(x) < 0 a la derecha de
xIQ.

= 20 es un minimo relativo para f, si es que f'(x) <0 a la izquierda de xo y f'(x) > 0 a la derecha de
xIQ.

Solucién (Ejemplo 1.7). Calculamos f’(z) = 322 — 3, de donde obtenemos 2 puntos criticos: (—1,2) y
(1, —2). Tenemos la siguiente tabla:

intervalo f'(x) signo de f’(x)

(—oo0,—1) | 3(z+1)
(-1,1) |3(z+1)
(1,00) [3(zx+1)

(x—1) +
(z - 1) -
(

x—1) +
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de donde concluimos que f tiene un méaximo relativo en x = —1 y un minimo relativo en = = 1. |

Definicién 1.7 (Convexidad y concavidad). Decimos que
» una funcion f es conveza, si es que f'(x) es creciente en el intervalo.
» una funcion f es concava, si es que f'(x) es decreciente en el intervalo.

Teorema 1.4 (Test de la segunda derivada para determinar convexidad o concavidad). Dado un intervalo
I C R y una funcion dos veces diferenciable f : I — R. Tenemos que:

= [ es convexa en el intervalo I, si f"(x) > 0 para todo z € I.
» [ es concava en el intervalo I, si f"(x) < 0 para todo z € I.

Definicién 1.8 (Puntos de inflexién). Decimos que f tiene un punto de inflexion en el ¢ si es que la
convezidad de la funcion cambia, es decir, si es que

= f es convexa a la izquierda de ¢ y concava a la derecha de ¢, ¢
m f es concava a la izquierda de ¢ y convexa a la derecha de c.

Teorema 1.5 (Test de la segunda derivada para encontrar puntos de inflexién). Dado un intervalo I C R
y una funcion f: I — R. Tenemos si que ¢ es un punto de inflexion, entonces

» f"(c) no existe, ¢
w ["(c) existe y f"(c) = 0.

Ejemplo 1.8. Sea f(z) = 23 — 3z definida sobre todos los reales. Determine donde la funcién es céncava
y donde es convexa. Ademads encuentre los puntos de inflexién.

Solucién. Tenemos que f'(z) = 322 — 3, por lo que f”’(z) = 6 para todo x. Por lo tanto tenemos un
posible punto de inflexién en (0, 0).

intervalo | f”(z) | signo de f”(x)

(—00,0) | 6z —

(0,00) 6x +

De donde deducimos que f es céncava en (—oo,0) y convexa en (0,00). Ademés (0,0) es un punto de

inflexién. [ |

Teorema 1.6 (Test de la segunda derivada para extremos relativos). Dado un intervalo I C R y una
funcidén 2 veces diferenciable f: I — R. Tenemos que si xg € I satisface f'(xg) =0, entonces

= 2o es un mdzimo relativo para f, si es que f”(xg) < 0.
= 2 es un minimo relativo para f, si es que f"(xo) > 0.

Ejemplo 1.9. Sea f(z) = 2* — 222 definida sobre todos los reales. Encuentre los extremos relativos de

esta funcion e identifique los maximos y minimos relativos.

10
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2 \o /2
Figura 1.6: Gréfico de f(z) = 2% — 222 en [-2,2].

Solucion. Primero identificamos los puntos criticos usando la derivada de f, que se puede escribir como
f'(x) = 42® — 42 = 4x(x + 1)(z — 1), de donde deducimos que hay solo 3 ntimeros criticos: c = —1, ¢ =0y
c=1.

Para identificar los extremos relativos, calculamos la segunda derivada, f”(z) = 1222 — 4 y evaluamos
los puntos criticos, donde obtenemos

f'@) | f(c)
1222 —4| 8
1222 —4 | —4
1222 —4 | 8
De donde concluimos que f tiene minimos relativos cuando ¢ = —1 y ¢ = 1; y un maximo relativo cuando
c=0. |

Ejercicio 1.7. Dado los graficos de la figura 1.7, identifique: intervalos de crecimiento, decrecimiento,
convexidad, concavidad, puntos criticos, puntos de inflexién, extremos relativos y absolutos.

|

[\]

M S —
Wyr——————-

Figura 1.7: Gréaficos para el ejercicio 1.7

Ejercicio 1.8. Dada la funcién f(x), determine: puntos criticos; intervalos de crecimiento y decrecimiento;
intervalos de convexidad y concavidad y puntos de inflexién. Finalmente haga un bosquejo del grafico de
la funcién utilizando la informacién anterior.

11
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1. f(z) = 25 en [—1,2). 4. f(x) = ZL‘%(QSL‘ — 5) definida sobre todos los reales.
2. f(x)=(z—1)3 en [-2,2).
3. flz) = —%a® + 222 + Iz — 2 en [0,4]. 5. f(x) =e ® +z en [0,10].

1.3. Optimizacién en una variable

Definicién 1.9 (Méximos y minimos absolutos). Sea f una funcion definida en un intervalo I que contiene
a un numero c. Decimos que:

» f(c) es el mdzimo absoluto de f en I si f(c) > f(x) para todo x en I, y
» f(c) es el minimo absoluto de f en I si f(c) < f(x) para todo x en I.

Habitualmente, los extremos absolutos coinciden con los extremos relativos, sin embargo, hay ocasiones
donde esto no ocurre. A continuacién veremos como determinar los extremos absolutos de una funcién

21

1,5 +

0,5 |

-1 1 2
Figura 1.8: Grafico de f(x) = |z| en [—1, 2]

dada. En primer lugar, consideraremos el caso en que el intervalo I es un intervalo cerrado [a, b].

Teorema 1.7 (Teorema del Valor extremo). Sea f una funcion continua definida en el intervalo cerrado

[a,b]. Entonces f alcanza sus valores extremos en el intervalo.

1,5 |

0,5 |

-1 1 2
Figura 1.9: Grafico de f(x) = |z| en [—1,2). Notar que esta funcién no alcanza su maximo.

12
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Gracias a este teorema, encontrar valores extremos de una funcién continua en un intervalo cerrado

[a, b] es relativamente directo:

1. Verificamos que la funcién es continua y que el intervalo es cerrado.
2. Encontramos los niimeros criticos para la funcién f.
3. Calculamos los valores de f en los nimeros criticos; ademés calculamos f(a) y f(b),

4. El mayor de los valores obtenidos en el paso anterior es el méximo absoluto, y el menor de los valores
es el minimo absoluto.

Ejemplo 1.10. Encontrar los valores extremos de la funcién f(x) = 223 — 322 — 122 — 7 en el intervalo
[—3,0].

Figura 1.10: Grafico de f(z) = 223 — 322 — 122 — 7 en [-3,0]

Solucion. Siguiendo el procedimiento, primero nos damos cuenta que la funcién es un polinomio, por
lo tanto es continua. Luego debemos encontrar los niimeros criticos de f, para ello calculamos f'(z) =
622 — 62 — 12 = 6(x — 2)(z + 1) y nos percatamos que solo hay dos posibles candidatos: c = -1y ¢ = 2.
Sin embargo, ¢ = 2 no pertenece al intervalo, por lo cual no lo consideramos. Finalmente calculamos los
valores de f en los puntos criticos y en los extremos del intervalo:

f(z) c | f(c)
203 — 322 — 122 — 7| =3 | =52

2 — 322 — 122 —7|—=1] 0

23 — 32— 122 -7 0 | =7

De donde deducimos que el maximo absoluto es 0 y se alcanza cuando x = —1. El minimo absoluto es —52

y se alcanza cuando x = —3.
|

También estaremos interesados en encontrar los valores extremos de funciones que no estan definidas
en intervalos cerrados, en cuyo caso, no tenemos garantizada la existencia de dichos valores extremos, ya

que el Teorema del valor extremos no aplica.
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CAPITULO 1. CALCULO DIFERENCIAL

Para encontrar los valores extremos en estos casos, procedemos a encontrar los niimeros criticos y
evaluamos la funcién en ellos, junto con los extremos del intervalo (si los hubiese). Sin embargo, para poder
concluir, necesitamos hacer una andlisis extra, usando la primera o la segunda derivada de la funcion:
Anélisis del gréfico.

21
Ejemplo 1.11. Sea f(t) =t3 — ?tQ + 30t 4+ 20. Encuentre, si es que los hubiese, el maximo y minimo

absoluto de la funcién f en el intervalo ¢ > 2.

Solucién. En este caso el intervalo es no-acotado, por lo que la existencia de los valores extremos
no estd garantizada. Para buscar los valores extremos, primero determinamos los nimeros criticos:
f'(t) = 3t% — 21t + 30 = 3(t? — 7t + 10) = 3(t — 2)(t — 5). De donde deducimos que hay 2 niimeros criticos:
t =2y t=>5. Para saber si estamos en presencia de maximos o minimos, debemos estudiar mas a fondo la

funcién. En primer lugar analizamos la primera derivada en cada sub-intervalo

100 +
80 |
60 |

40 |

¥

21
Figura 1.11: Gréfico de f(t) = t3 — ?tQ + 30t 4+ 20 para t > 2.

intervalo (@) signo de f'(t)

(2,5) | 3(t—2)(t—5) -

(5,00) | 3(t —2)(t —5) +

de donde podemos deducir de inmediato que t = 5 es un minimo absoluto, ya que f es decreciente para

todo t < 5 y creciente para todo t > 5. Por otra parte, para ¢t = 2 tenemos un maximo local que NO es un

méximo absoluto, pues para tlim f(t) = 4o (ver Figura 1.11). [
—00

En resumen, podemos tenemos la siguiente guia para resolver problemas de optimizacién:

1. Identificar que es lo que se quiere maximizar o minimizar. Una vez hecho esto, asignar nombres a las

variables de interés.

2. Expresar mediante ecuaciones o desigualdades las relaciones entre las variables. Usualmente una

figura puede ayudar en este proceso.

3. Reducir la cantidad a ser optimizada para obtener una funcién de una sola variable independiente.
Ademas se deben identificar posibles restricciones a dicha variable.

14



1.3. OPTIMIZACION EN UNA VARIABLE

4. Si denotamos por f(z) a la cantidad a ser optimizada, encontramos f’(z) y determinamos todos
los puntos criticos. Luego identificamos el valor requerido (méximo o minimo) usando los métodos
anteriormente expuestos.

5. Interpretar el resultado en términos del problema original.

Solucion (Ejemplo 1.20). Recordar que ya realizamos los primeros 3 pasos y habiamos llegado a la
conclusiéon de que queriamos resolver el siguiente problema

. » 800
minimizar la funcién 2x + —,
T (P")

sujeto a que x > 0.

Para resolver entonces consideramos f(z) = 2z + % y calculamos f'(z) = 2— 3%, de donde obtenemos

que el dnico punto critico relevante esta dado por x = /400 = 20. Ademés observamos que cuando
x < 20, la funcién es decreciente (f'(z) < 0) y cuando z > 20 la funcién es creciente (f'(z) > 0), de

donde concluimos que x = 20 determina un minimo absoluto para f. En otras palabras, necesitamos

800
2-20+ 20 = 80 metros de cerca y el corral tiene las dimensiones expresadas en la Figura 1.12.

Figura 1.12: Dimensiones de la cerca ideal.
. ., , 16
Ejemplo 1.12. Encontrar los valores extremos de la funcién f(x) = 2* + — cuando x > 0.
T

150 -
100 H

50 1

1
Figura 1.13: Gréfico de f(x) = 2 + ;6 para x > 0.
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CAPITULO 1. CALCULO DIFERENCIAL

Solucion. Notar que la funcién es discontinua solo cuando z = 0, valor que no esté incluido en el intervalo.
Dicho esto, podemos calcular la derivada

De aqui deducimos que x = 2 es el tinico nimero critico para la funcién (observar que 0 no se encuentra
en el intervalo de interés).
Para determinar si x = 2 es un extremo relativo, utilizaremos el test de la primera derivada:

intervalo f(x) signo de f'(x)

x® —

oy 26559
x® —

(2,00) 2 2 5) +

De donde podemos concluir que f tiene un minimo relativo en x = 2, ademas dado que la funcién es
siempre decreciente cuando z < 2 y siempre creciente cuando x > 2, podemos concluir que en realidad
f tiene un minimo absoluto cuando x = 2. Por otra parte, dado que lim f(z) = lim f(x) = 400,

r—0+ r—00

concluimos que f no tiene maximo absoluto. |

Ejemplo 1.13. Un agricultor estima que si planta 60 naranjos, entonces la cosecha sera de 400 naranjas
por arbol. La cosecha disminuird 4 naranjas por arbol si es que se planta 1 arbol adicional. ;Cudntos
arboles deben plantarse para maximizar la cosecha?

Solucion. Nuestro objetivo es maximizar la cosecha, por lo que debemos expresar la cosecha como una
funcion:
cosecha total = (cantidad de &rboles) - (cosecha por arbol),

Observemos que la cantidad de arboles puede ser expresada como 60 + x, donde cada x denota un arbol
plantado en adicién a los 60, y que la cantidad de naranjas puede ser expresada como 400 — 4x, es decir,
nuestra funciéon queda:

C(x) = (60 + x)(400 — 4z) = 4(6000 + 40z — z2).

A continuacién identificamos restricciones sobre las variables, que en nuestro caso es x. Como dijimos,
cada x representa un arbol plantado, con la observacién de que x puede ser negativo, en cuyo caso indica
que se debe cortar un arbol. Dado que inicialmente tenemos 60 arboles, la restriccién es que z > —60 (no
podemos cortar mas drboles de los que tenemos).

Es decir nuestro problema queda

{ maximizar C(z) = 4(6000 4 40z — z?)

sujeto a que = > —60.

Para resolver esto, calculamos C’(x) = 8(20 — z), y deducimos que solo hay un nimero critico: ¢ = 20.
Dado que nuestro intervalo es no acotado, debemos hacer determinar si este niimero critico es un maximo
o minimo usando los test de la primera o segunda derivada.

Si calculamos la segunda derivada, notamos que C”(z) = —8 < 0 para todo x, por lo tanto deducimos
que ¢ = 20 es un maximo relativo. Para determinar si es que es un maximo absoluto observamos que la
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funcién es creciente para todo x < 20 y decreciente para todo x > 20. En conclusion, podemos decir que la
cosecha se maximiza si plantamos 20 arboles adicionales, es decir, si tenemos una plantacién de 80 arboles.
|

Ejercicio 1.9. El granjero del ejemplo 1.20, al no saber técnicas de optimizacién, compré para su corral
de caballos 200 metros de cerca. Como vimos anteriormente, la cantidad éptima necesitada es de solo
80 metros, por lo que le sobraron 120 metros de cerca. Ante esto, decide que es tiempo de construir un
nuevo corral para sus chanchos y vacas. Dado que esta vez no quiere desaprovechar nada, le pregunta a los
estudiantes de este curso jCudl es el area maxima que puede cercar utilizando los 120 metros de cerca?.
Resuelva este problema bajo el supuesto de que los corrales son rectangulares y que estan dispuestos como
indica la figura 1.14.

Figura 1.14: Corral para chanchos y vacas.

FEjercicio 1.10. Se desea construir una caja con tapa utilizando un cartén rectangular que mide 5 metros
por 8 metros. La caja se realiza cortando las regiones sombreadas y luego doblando por la lineas punteadas
(Ver figura 1.15). ;Cudles son las dimensiones x, y, z que maximizan el volumen de la caja?

z Y z Yy
vl
....... :
- ¢ = AT
8

Figura 1.15: Diagrama para el ejercicio 1.10.

Ejercicio 1.11. Un triangulo isésceles tiene un vértice en el origen, y su base es paralela al eje x con los
extremos ubicados en la curva 12y = 36 — 22. Determine las dimensiones del tridngulo de 4drea maxima
bajo dichas condiciones. Ver figura 1.16.

17
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12y = 36 — 2*

Figura 1.16: Diagrama para el ejercicio 1.11

Ejercicio 1.12. Fl gerente de una fabrica estima que cuando g miles de unidades de un producto son
producidas cada mes, el costo de la produccién sera de C(q) = 0,4¢> + 3¢ + 40 miles de pesos. Ademas
estima que las ¢ unidades serdn vendidas a un precio de p(q) = 22,2 — 1,2¢ miles de pesos por unidad.

1. Determine el nivel de producciéon que le otorgara la mayor ganancia a la empresa. ;Cuanto es dicha
maxima ganancia?. Hint: La ganancia es igual a los ingresos menos los costos.

2. ;A qué nivel de produccién se minimiza el costo promedio por unidad? Hint: El costo promedio esté
C
dado por ﬁ
q
Ejercicio 1.13. La ley de Poiseuille dice que la rapidez de la sangre que fluye a r centimetros del eje
central de una arteria de radio R esta dada por

S(r) = (B —1?),

donde ¢ es una constante positiva. Determine a que distancia del eje central de la arteria la sangre fluye
con mayor rapidez. Hint: R y ¢ son constantes conocidas, por lo que su respuesta debe ser en términos de
cy R.

Ejercicio 1.14. La reaccion del cuerpo humano a algunas sustancias psicotrépicas se puede modelar
mediante la ecuacion
R(D) = D? (C D)
- 2 3)’
donde D es la dosis y C' es una constante que indica la maxima dosis que se puede dar. La tasa de cambio

de R con respecto a D se denomina sensibilidad.

1. Encuentre el valor de D para el cual la sensibilidad es mayor. ; Cudl es la maxima sensibilidad? Hint:
Su respuesta debe estar en términos de C.

2. ;Cual es la reaccién cuando se utiliza la dosis obtenida anteriormente?

Ejercicio 1.15. Debemos construir un tambor cilindrico para guardar V cm?® de agua (V es una cantidad
fija conocida). En virtud que queremos que el tambor nos dure bastante tiempo, decidimos que este sea
construido con acero inoxidable, pero como dicho material es caro, decidimos colocarle una tapa de plastico.
El costo del acero inoxidable es $300 por centimetro cuadrado, en tanto que el costo del plastico es de
$100 por centimetro cuadrado. Determine las medidas del tambor (alto y radio de la base) que nos hacen
gastar la menor cantidad de dinero.
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FEjercicio 1.16. Una empresa de buses interurbanos arrienda sus buses de 50 pasajeros para viajes
especiales a grupos de mas de 35 personas. Si un grupo de 35 personas solicita el servicio, entonces cada
persona debe pagar $6.000. Para grupos mas grandes, el costo por pasajero se reduce en $50 por cada
persona adicional a los 35 (es decir, si hay 36 personas, cada persona cancela $5.950, si hay 37, entonces
cada persona cancela $5.900, etc.). Determine la cantidad de pasajeros que hacer que la empresa de buses
reciba la mayor cantidad de dinero. Hint: Recuerde que deben viajar un nimero entero de personas.

Ejercicio 1.17. Una empresa de bebidas gaseosas desea introducir al mercado el formato de bebidas de
500 cm? enlatadas. Determine las dimensiones de la lata de modo que esta utilice la menor cantidad de
material para su construccion. Hint: la superficie de un cilindro se puede calcular como la suma de la
superficie de las tapas, mas la superficie del contorno.

Ejercicio 1.18. Determine las dimensiones de la lata en el ejercicio 1.17, si es que el costo de las tapas es
el doble que el costo de la superficie del contorno. Hint: recuerde que quiere minimizar costos.

1.4. Razdén de cambio

En ciertos problemas précticos, x e y (o quizas mas variables) estan relacionadas por una ecuacion, y
ambas variables se puede considerar como funciones de una tercera variable ¢, la que usualmente representa
al tiempo. Bajo este escenario, a veces es 1util relacionar las tasas a las que = e y varian con el tiempo, es

T
decir, relacionar 7 con d—‘:{ A continuacién presentamos un procedimiento general para afrontar este tipo
de problemas:

1. Cuando es pertinente, hacer un diagrama para representar la situacién y asignar nombres a las
variables.

2. Determinar una ecuacién que relacione las variables.
3. Usar diferenciacion implicita para obtener una ecuacién que relacione las tasas de cambio.

4. Determinar que datos son conocidos y cuales son los que se quiere obtener.

Ejemplo 1.14. El jefe de una empresa determina que cuando g cientos de unidades de cierto producto
son producidas, el costo total de produccién es de C miles de pesos, donde

C? — 3¢% = 4275.

Cuando 1500 unidades estan siendo producidas, el nivel de la produccién esta incrementandose a una tasa
de 20 unidades por semana. ;Cudl es el costo total a este tiempo y a que tasa estd cambiando?

dC
Solucién. Queremos encontrar C'y g cuando ¢ = 15 (recordar que ¢ representa cientos de unidades).

En primer lugar, de la ecuacién que relaciona C' con ¢ obtenemos que
C? = 4275 + 3¢> = 4275 + 3 - 15 = 4275 + 3 - 3325 = 4275 + 10125 = 14400,

de donde obtenemos que C' = 120. Por otra parte, si derivamos la ecuacion con respecto a t obtenemos que

o,

dq
dt’
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O sea

aC _ 9¢* dg
dt — 2C dt’
. : dg 20 2 )
Luego para concluir, reemplazamos C' = 120 miles de pesos, ¢ = 15y *-10-10 (recordar que ¢ esta

en cientos), de donde obtenemos
dC 9-(15)* 2 27

dt - 2-120 10 16

27
Es decir, C estd cambiando a 6= 1,6875 miles de pesos por semana, es decir a $1.687,5 por semana. l

Ejemplo 1.15. Un lago ha sido contaminado por una planta ubicada en su costa. Un grupo ecologico
determina que cuando los niveles de contaminacién es x partes por millén (ppm) , habran F' peces en el

lago, donde
32000
F —

" e
Cuando hay 4000 peces restantes en el lago, la contaminacién crece a una tasa de 1,4 ppm/semana. ;A
qué tasa esta cambiando la poblacién de peces en este tiempo?

Solucion. Notamos que F - (3 + y/x) = 32000 y reemplazamos F' = 4000 para obtener que a este tiempo
se tiene

4000 (3 + v/x) = 32000

de donde se obtiene que x = 25. Ahora, para obtener la tasa de cambio de la poblacién de peces, derivamos
la ecuaciéon respecto a t para obtener

dF 1 dz
— (3 F——=0
dt( V) + 2\/x dt '
O sea
dF F dx

At T 2yz(3+ ) dt’

y cuando reemplazamos los valores conocidos, obtenemos

dF 4000 14 0
dt 225 (3+v25) 10 ’
es decir, la poblacién de peces disminuye a una tasa de 70 peces por semana. |

Ejercicio 1.19. Un bloque de hielo que se usa para refrigerar se puede modelar como un cubo de lado s.
En estos instantes, el bloque tiene un volumen de 125.000 cm?, y se esta derritiendo a una tasa de 1.000
cm? por hora.

1. ;Cuédnto mide el lado del cubo en estos instantes? ;A qué tasa esta variando s?
2. (A qué tasa varia el area de la superficie del cubo?

Ejercicio 1.20. Una escalera de 10 metros estd apoyada sobre una pared. La parte superior de la escalera
empieza a resbalar hacia abajo a una velocidad de 3 metros por segundo (Ver figura 1.17). ;Cudn rapido
se mueve la parte inferior de la escalera, cuando la parte superior esta a 6 metros del suelo?
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3m

s

_)

Figura 1.17: Escalera cayéndose.

Ejercicio 1.21. Hacia un tanque cénico (cono invertido) fluye agua a razén de 8 m?/min. Si la altura del
tanque es de 12 m. y el radio de la base del cono es de 6 m. ;Qué tan rapido sube el nivel del agua cuando
ésta tiene una altura de 4 m.?

Ejercicio 1.22. Se infla un globo esférico a razén de 10 cm?/min. Calcular la tasa de cambio del radio del

globo cuando el volumen de éste es de 15 cm?. Hint: El volumen de una esfera estd dado por V = %7r7"3.

Ejercicio 1.23. Un colector de aguas lluvia tiene 40 m. de largo y 20 m. de ancho. Ademaés tiene 8 m. de
profundidad en su parte mas profunda y 3 m. en su parte menos profunda (Ver figura 1.18). En un dia
lluvioso se estima que fluyen 10 m?/hora hacia el colector. ;Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando
esta tiene:

1. 3 m. de altura.
2. 6 m. de altura.

Hint: haga un dibujo del perfil del colector en cada instante.

Figura 1.18: Colector de aguas lluvia.

FEjercicio 1.24. Un avién que vuela hacia el norte a 640 km/h pasa sobre cierta ciudad al medio dia
(12h00). Un segundo avion que va hacia el este a 600 km/h, estd directamente encima de la misma ciudad
15 minutos mas tarde (12h15). Si los aviones estan volando a la misma altitud, que tan réapido se estan
separando a la 1:15 p.m.(13h15). Hint: haga un dibujo mirado desde arriba de los aviones.

Ejercicio 1.25. Se deja caer una piedra a un lago en calma, lo que provoca que se produzcan ondas
circulares. El radio del circulo exterior crece a un ritmo constante de 1 metro por segundo. ;A qué ritmo
cambia el drea de la region circular cuando el radio es de 4 metros?
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Ejercicio 1.26. Un auto estd a 30 kms. al NORTE de una ciudad y se dirige hacia el NORTE a 25 kms/h.
Simultdneamente un camion se encuentra a 40 kms. al ESTE y se desplaza al ESTE a 50 kms/h. ;Cudn
rapido cambia la distancia entre los vehiculos en ese instante? Hint: Recuerde el teorema de Pitdgoras.

1.5. Analisis Marginal y aproximacion de funciones

En economia usualmente se utiliza la derivada para estimar el cambio en una cantidad (por ejemplo:
costos, ingresos o ganancia) que resulta de incrementar en 1 unidad el nivel de produccién. Dicho uso se
denota como andlisis marginal.

Motivacién: Supongamos que C(x) representa el costo de producir x unidades de cierto producto. Si se
estan produciendo x¢ unidades, entonces la derivada

, o C(.To-i-h)—C(xo)
o) = fim h

se conoces como el costo marginal de producir xy unidades.
Ahora, si consideramos h = 1, tenemos que

C'(z0) ~ C(zp + 1) — C(z0),

es decir, C'(xg) aproxzima el costo adicional de producir una unidad extra a zy (Ver figura 1.19)

Clzo+1)

C(Io) S

Figura 1.19: Costo marginal. En rojo se aprecia graficamente el valor de C’(x).

Ejemplo 1.16. Se estima que cuando se producen z unidades de cierto producto, el costo serd de
C(x) = %xz + 32 4 98 miles de pesos, y que cuando z unidades se venden, el precio es de p(z) = % (75 — x)
miles de pesos.

1. Encuentre el costo marginal, los ingresos marginales y la ganancia marginal.

2. Use el costo marginal para estimar el costo de producir la novena unidad. ;Cual es el costo real de
dicha unidad?
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3. Use el ingreso marginal para estimar el ingreso de vender la novena unidad. ;Cudl es el ingreso real?

Solucion. 1. El costo marginal es

1
C'(z) = -z + 3.
4
El ingreso total esta dado por I(x) = x - p(z) = 5 (75 —x) = 25z — x—;, por lo tanto el ingreso
marginal es

2
I'(z) =25 — 3%

Finalmente la ganancia se puede calcular como G(x) = I(x) — C(z) = 25z — % — (%372 + 3z + 98) =

*%302 + 222 — 98, y la ganancia marginal es

2 1 11
/ 7 e —o5_Ze_ (2 —99_ 1.
G'(x) () = C'(x) =25 5% (433 + 3) 5%

2. C'(8) = 5. Para obtener el costo real de la novena unidad calculamos C'(9) — C(8) = —10881 —130 =
41
= 5,125.
8 i

3. I'(8) = 2 = 19,6 y el ingreso real es de I(9) — I(8) = 198 — 238 = 38 =19 3.
|

En términos un poco mas generales, uno puede utilizar la derivada para aproximar cualquier funcién.
Recordemos que la derivada se puede definir como

f(20) = lim f(zo+h) — f(zo)

h—0 h ’

luego si es que h es suficientemente pequenio, podemos escribir

F(x0) ~ f(wo+h) — f(%)j

0 equivalentemente

de donde obtenemos:

Teorema 1.8 (Aproximacién por incrementos). Sea f una funcion diferenciable en xg, y sea Ax un
pequeno incremento en T, entonces

fxo + Az) = f(@0) + f'(w0) Az
Similarmente, si denotamos Af = f(xo+ Az) — f(zo) al cambio en la funcidn, entonces
Af = f'(xg)Az.

Ejemplo 1.17. Suponga que el costo total de producir ¢ kilos de cierto producto es C(q) = 3¢ + 5¢ + 10.
Si el nivel de produccién es de 40 kilos, estimar como cambia el costo si es que se producen 40.5 kilos.
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Solucién. Sabemos que el costo de producir 40 kilos es de C(40) = 3(40)? + 5(40) + 10 = 5010, y nos
piden estimar AC' (el cambio en el costo) cuando Ag = 0,5 (el cambio en los kilos) y ¢ = 40 (los kilos que
inicialmente se producen), es decir

AC = C'(40) - 0,5.
Para ello calculamos C’(q) = 6¢ + 5 y C’(40) = 245, por lo tanto

AC ~ 2#35 = 122,5.

Ademas, el costo total de producir 40,5 kilos puede ser aproximado por
C(40,5) ~ C(40) + C'(40) - 0,5 = C(40) + AC,
es decir, el costo inicial de producir 40 kilos, mas el cambio en el costo de producir medio kilo més, es decir
C(40,5) ~ 5010 + 122,5 = 5122,5.
Para comparar, notemos que el costo real de producir 40,5 kilos estd dado por
C(40,5) = 3(40,5)% + 5(40,5) + 10 = 5133,25,
es decir, estamos cometiendo un error de 5133,15 — 5122,5 = 10,65. |

Otro uso que se le puede dar al teorema de aproximacién es estimar errores de propagacion.

Ejemplo 1.18. Un tecndélogo medico modela un tumor como una esfera, por lo que utiliza la formula
V= %m“?’ para calcular su volumen. Luego de un examen, determina que el didmetro del tumor de un
paciente es de 2.5 cm, pero la maquina utilizada tiene un margen de error méximo de un 2 %. ;Qué tan
preciso es el cdlculo del volumen?

Solucion. Tenemos que d = %, por lo tanto V = %ﬂd3, por lo que el volumen calculado por el tecnélogo
es de 1
V= 677(2,5)3 ~ 8,181 cm?.

Sin embargo hay un error de medicién de un 2 %, es decir, la medida del didmetro puede crecer o disminuir
en' 2,5-0,02 = 0,05. Para estimar el posible error en el volumen, utilizamos el teorema de aproximacion:

AV =~ V'(d)Ad.
En nuestro caso V'(d) = %ﬂ'dQ, d=2,5y Ad = 40,05, por lo que
AV ~ %TF (2,5)% - (£0,05) ~ £0,491 cm?.
O sea el volumen real debiese estar en

7,690 = 8,181 — 0,491 < V 3 8,181 + 0,491 = 8,672.

'La variacién se calcula como:

(error en la medicién)=(medicién) X (error porcentual).
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1.5. ANALISIS MARGINAL Y APROXIMACION DE FUNCIONES

Otra situacién tipica es la “inversa”, es decir, deseamos producir una variacién determinada en la
funcién, por lo que queremos saber cuanto debemos cambiar en = para obtener dicha variacion.

Ejemplo 1.19. La produccién de una fabrica es Q(L) = 900L35 unidades, donde L es el ntimero de
trabajadores. En la actualidad hay 1000 trabajadores, y se nos pide estimar cudntos trabajadores adicionales
se requieren para aumentar la producciéon en 15 unidades.

Solucion. Si usamos el teorema de aproximacion, tenemos que
AQ ~ Q' (L)AL.

Lo que queremos saber en este caso es AL, conociendo que L = 1000 y que AQ = 15, es decir

AL ~ AQ _ 15 ’
Q'(L)  Q'(1000)
/ _2 / 300
pero Q' (L) = 300L~ 3, de donde @'(1000) = ———— = 3, por lo tanto
(1000)3
15
AL~ — =05,
3
es decir, se necesitan alrededor de 5 trabajadores adicionales. |

Ejercicio 1.27. Dada la funcién de costo C'(x) y el precio p(z), determine: el costo marginal, el ingreso
marginal y la ganancia marginal de producir la cuarta unidad.

1. C(z) = t2® + 4z + 57, p(z) = 1 (36 — z).
2. C(z) = 22 + 52 + 73, p(z) = —2? — 2z + 33.
Ejercicio 1.28. Estime cuanto varia la funcién dada cuando se produce el incremento mencionado.
1. f(x) = 2% — 3z +5, cuando x cambia de 5 a 5,3.
2. flz)=—

r+1
Ejercicio 1.29. Un estudio medioambiental sugiere que en ¢ afios, el nivel de mondxido de carbono en el

— 3, cuando = cambia de 4 a 3,8.

aire seré de
C(t) = 0,05t> + 0,1t + 3,4 partes por millon.

Aproximadamente, ; Cuanto variard el nivel del monoxido de carbono en los préximos 6 meses?

Ejercicio 1.30. Un estudio de eficiencia determina que el trabajador promedio que llega a las 8:00 a.m.
habra producido
f(z) = —2% + 62% + 15 unidades

x horas mas tarde. Aproximadamente, ;Cudntas unidades producira el trabajador entre las 9:00 a.m y las
9:15 a.m.?

Ejercicio 1.31. Una empresa avicola estima que la producciéon semanal de huevos puede ser modelada
por la funcién H(g) = BOgg, donde g representa el nimero de gallinas. En la actualidad, la empresa cuenta
con 100 gallinas. Estime cuantas gallinas adicionales se necesitan para incrementar la produccién de huevos

en 10 huevos por semana.
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Ejercicio 1.32. La ley de Stefan-Boltzmann en fisica dice que un cuerpo emite energia térmica de acuerdo
a la formula E(T') = oT*, donde F es la cantidad de energfa emitida por una superficie a temperatura T
(medida en grados Kelvin), y o es la constante de Stefan-Boltzmann: o = 5,67 x 10*8% . Estime el

cambio porcentual en E que se produce al incrementar la temperatura 7" en un 2 %.

Ejercicio 1.33. Un tumor canceroso es modelado como una esfera de radio 7.

3

1. ;A qué tasa estd cambiando el volumen V = %777“ con respecto a r cuando r = 0,75 cm.?

2. Estime el error porcentual maximo que se puede permitir a la medicién del didmetro del tumor, si es
que se quiere garantizar un error en el cdlculo del volumen no mayor a un 8 %.

1.6. Nociones basicas de modelamiento matematico

El modelamiento matematico es un tipo de modelo cientifico que usa formulismos matemaéticos para
expresar relaciones entre variables y/o pardmetros, para estudiar el comportamiento de sistemas complejos
ante situaciones dificiles de observar en la realidad.

Béasicamente, el modelamiento matematico consta de 4 etapas: Formulacién, Analisis, Interpretacién y
Testeo.

1. Formulacién: Dada una situacién compleja de la vida real (Ejemplo: una epidemia de mosquitos),
debemos asumir ciertas condiciones que nos permiten simplificar el entendimiento del problema
(identificar las variables relevantes, hacer supuestos en base a experimentacion, etc.) para asi poder
establecer un modelo.

2. Analisis del Modelo: Esta etapa consiste en usar las herramientas mateméaticas (calculo, ecuaciones
diferenciales, etc.) para resolver el modelo (Ejemplo: la poblacién de mosquitos aumenta a una tasa
exponencial).

3. Interpretacién: Durante esta etapa debemos aplicar las conclusiones obtenidas durante el anélisis
a nuestro problema real, produciendo alguna prediccién (Ejemplo: los mosquitos se apoderan del
mundo).

4. Testeo y ajustes: Volvemos a experimentar y comparamos los resultados experimentales con la
prediccién del modelo. Finalizada esta etapa, hay dos opciones: el modelo predijo correctamente
los resultados experimentales, o bien es necesario ajustar el modelo para tomar en cuenta las
discrepancias.

FEjemplo 1.20. En una granja se planea construir un corral para caballos al costado de un rio. El corral
debe ser rectangular y debe contar con 800 metros cuadrados. Ademads, es necesario cercar en los 3 costados
no adyacentes al rio. ;Cudntos metros de cerca se necesitan?

Solucion. Para estudiar este tipo de ejemplos, siempre es 1til hacer un diagrama que represente la
situacion. En este caso tenemos lo ilustrado en la Figura 1.20. En segundo lugar debemos identificar las
variables relevantes. En el caso del ejemplo, tenemos 2 variables: el ancho del corral (la variable z en la
imagen), y el largo del corral (la variable y).
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Figura 1.20: Corral para caballos.

Luego identificamos las condiciones que satisfacen las variables. En el caso del ejemplo, la condicién
principal es que el 4rea del corral debe ser de 800 m?, es decir

z -y = 800.

Luego debemos identificar el problema en cuestién. En el ejemplo, queremos saber la cantidad de metros
de cerca necesario, lo que se puede representar por

2z +y.

Finalmente hacemos un supuesto que es bastante razonable: Queremos usar la menor cantidad de cerca
posible, ya que esto reduciria los costos asociados a la construcciéon del corral.
Con todo lo anterior, el problema queda modelado por el siguiente ejercicio matemético:

minimizar la funcién 2z + y,
sujeto a que z -y = 800, (P)
z>0ey>0.

Reducciéon de variables: en primer lugar observamos que la restriccion x - y = 800 puede escribirse como

800 . _
y = —, lo que nos permite re-escribir nuestro problema como
x

R ., 800
minimizar la funcién 2x + —,
x

(P")

sujeto a que x > 0.

Este problema se puede resolver utilizando las herramientas de calculo en una variable aprendidas en
cursos anteriores. Sin embargo, uno de los propésitos de este curso es aprender a trabajar directamente
con el problema (P), y para ello debemos conocer tépicos de cdlculo en varias variables.

1.7. Modelos exponenciales y logaritmicos
Modelo de crecimiento y decrecimiento exponencial
En estos casos suponemos que la funciéon se comporta como una funcién exponencial, es decir

Q(t) = AeF* o bien Q(t) = Ae ™,

donde A y k son constantes positivas. Este tipo de funciones sirve para modelar, por ejemplo, el crecimiento
no acotado (cuando Q(t) = Ae*) o decrecimiento hasta la extinciéon (cuando Q(t) = Ae™*') de una
poblacion.
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Figura 1.21: Modelos exponenciales.

Ejemplo 1.21. La densidad de poblacién a  km. del centro de una ciudad es modelada mediante una
funcién exponencial:

Q(z) = Ae™** miles de personas por km?.

Encuentre la funcién si la densidad en el centro del la ciudad es de 15 mil personas por km?, y a 10 km.
del centro es de 9 mil personas por km?. ;Cuél es la densidad de poblacién a 20 km. del centro? ;Cual es
la tasa de cambio de la densidad de poblacién a 20 km. del centro?

Solucion. La densidad en el centro de la ciudad es cuando x = 0, es decir Q(0) = A = 15 mil personas
por km?. Por otra parte, la densidad a 10 km. del centro es Q(10) = 9 mil personas por km?, de donde

—10k

deducimos que 9 = 15¢ ,0sea k= —% In %

Finalmente calculamos Q(20) = 15¢23 = 15. g’—; = % = 5,4 miles de personas por km?. Ademds

Q'(t) = —Ake ™" = 310 3155, de donde Q'(20) = 2 1n 2. m

Curvas de aprendizaje

Usamos una funcién de la forma
Q) = B — A,

donde A, B y k son constantes positivas. Este tipo de funciones sirve para modelar, por ejemplo, la
relacién entre la eficiencia de un individuo respecto a la experiencia que éste tenga, asi como cierto tipo de
poblaciones en ecosistemas acotados.

Figura 1.22: Curva de aprendizaje.
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Ejemplo 1.22. La tasa a la que un trabajador cosecha uvas es una funcién de su experiencia. Se estima

que un trabajador promedio cosecha, luego de ¢ meses,
Q(t) = 700 — 400" racimos de uva al dfa.

1. ;Cuantos racimos cosecha un trabajador nuevo?

2. ;Cuantos racimos cosecha un trabajador con 2 meses de experiencia?

3. Aproximadamente, ;cuantos racimos cosecharia un trabajador si llevara “una vida” trabajando?
Solucion. 1. Un trabajador nuevo cosecha Q(0) = 300 racimos de uva.

2. Luego de 2 meses, un trabajador cosecha Q(2) = 700 — 400e~! ~ 552,85 racimos de uva.

3. Esto quiere decir que lo maximo que puede cosechar un trabajador es tlim Q(t) = 700 racimos de
— 00

uva.
Curvas logisticas

Otra funcién similar a la curva de aprendizaje es la llamada Curva logistica. Dicha funcion se puede

escribir como

B B
14 Ae Rt

Q(t)

donde A, B y k son constantes positivas.

Figura 1.23: Curva logistica y su crecimiento exponencial al comienzo.

La principal diferencia con la curva de aprendizaje, es que esta curva tiene un comportamiento similar a
la curva exponencial y = H%ekt para valores pequefios de t. Esta curva se utiliza usualmente para modelar
poblaciones en un ecosistema con recursos finitos donde inicialmente hay un crecimiento exponencial de la

poblacion. La cantidad B denota la capacidad mdzima que tiene dicho ecosistema.

Teorema 1.9 (Derivadas de la funcién logistica). Sea Q(t) = T3 AcH una funcion logistica de pardametros
e

A, B, k> 0. Tenemos que

ABke™kt
1. Q)= ——.
(t) (1 qefkt)2
ABk2ekt
" —kt _
2. Q") = a e—kt)?’ ( e 1).
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FEjercicio 1.34. Un buen ejercicio de calculo es demostrar el teorema anterior, es decir, calcular las

derivadas de Q(t) = ————— asumiendo que A, B, k son constantes.

14 Ae Kt

Ejemplo 1.23. Un apicultor estima que ¢t meses después de establecida una colmena, la cantidad de

abejas que tendra estara dada por

D.

1000

Q) = T3 ger

Determine la poblacién inicial de abejas.

;Cuantas abejas habran al cabo de 3 meses?

LA qué tasa se reproducen las abejas luego de 3 meses?
;,Cuando las abejas se reproducen con mayor rapidez?

Determine la capacidad maxima de la colmena.

_ 1000

Solucion. 1. El apicultor empez6 con Q(0) = —— = 100 abejas.

2.

3.

4.

D.

149
1000

Luego de 3 meses habran Q(3) = T 903 ~ 691 abejas.
e

9000e
5, por lo que la tasa al tercer mes es

La tasa de reproduccién estd dada por R(t) = Q'(t) = A 5972
e

9000e 3
= ————— ~ 214 abejas por mes.
(3) (14 9e73)2 Jas b
Para determinar esto, debemos maximizar la tasa de reproduccién, es decir, debemos encontrar el

méximo de la funcién
9000e~?

R(t) = ——.
®) (14 9et)2
Para ello encontramos sus puntos criticos, es decir, debemos mirar R'(t). Si hacemos el célculo,
obtenemos que:

R(0)=Q'(0 = g (97 ~1).

De aqui deducimos que hay solo un punto critico, que satisface 9e=* —1 = 0, es decir t = In9 ~ 2,197.

Ademds podemos usar el test de la primera derivada, ya que R/(t) > 0 cuando ¢ < In(9) y R'(t) <0
cuando ¢ > In(9), por lo que t = In(9) es un méaximo para R(t).

En otras palabras, hemos maximizado Q'(¢), la tasa de reproduccién.

Observacion. FEn este punto es importante no confundirse en los conceptos. Nos piden maximizar
una tasa, es decir, maximizar una derivada. Lo conveniente es denotar a la derivada con un nuevo
nombre, en este caso llamamos R(t) = Q'(t) y “olvidarnos” que R(t) es la derivada de otra funcién.
Luego procedemos de la manera habitual para maximizar la funciéon R(t).

La capacidad maxima de la colmena es de tlim Q(t) = 1000 abejas.
—00

Otro uso habitual es en el de modelamiento de epidemias o plagas. En este caso, la cantidad B denota

la cantidad méaxima de individuos susceptibles a ser contagiados.
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Ejemplo 1.2/ . El ministerio de Salud estimé que t semanas después del brote de la gripe porcina,

aproximadamente
20

)= ————
QW) = g1

miles de personas
se habian contagiado en Chile.

1. ;Cuéntas personas tenfan la gripe al comienzo de la epidemia? ; Cudntos contagiados habian luego
de 2 semanas?

2. ;Cuando comenzo a decaer la tasa de infeccion?
3. ;Cuanta gente estara eventualmente enferma?

Solucion. 1. La cantidad inicial de infectados es de Q(0) = 1 (o sea mil personas) y al cabo de 2

20
semanas habian Q(2) = 11903 1963 ~ 10,28 miles de personas contagiadas.
e

2. La tasa de infeccion comienza a decaer luego de alcanzar su maximo, es decir, debemos encontrar el

maximo de -
570e™ "
t) = ! )= ——————.
R(t) =Q'(t) (1+ 19e151)2

Para ello encontramos sus puntos criticos, es decir, debemos calcular

_ 855e” b (19e 1 — 1)
B (1 + 19e—1.5t)3

R(t) = Q"(t)

In19
de donde deducimos que el tinico punto critico satisface 19e 1% — 1 =0, o sea t = ?—5 ~ 1,96 ~ 2

semanas. Ejercicio propuesto: verificar que efectivamente este punto critico es un méximo para Q’(t).

3. La cantidad de personas que se eventualmente se enfermara estd dada por tli)m Q(t) = 20 mil
o0
personas.

También hay situaciones en que un modelo logaritmico es pertinente:

Ejemplo 1.25. Se ha estimado que luego de los 8 afios, la capacidad aerébica de una persona de x afios
de edad puede ser modelada por la funcién
110(Inz — 2
A(z) = M, x> 8.

T

1. Bosqueje el grafico de A(x).
2. ;A qué edad una persona alcanza su peak de capacidad aerdbica?

3. (A qué edad la capacidad aerébica decrece con mayor rapidez?

110
Solucion. Para encontrar el peak, debemos determinar los ntimeros criticos. A'(z) = —- (3 —Inz), de

22
donde deducimos que x = €3 ~ 20,09 es el tinico punto critico. Si analizamos la funcién, nos damos cuenta
que cuando 0 < z < €3 la funcién es creciente, y cuando = > €3 la funcién es decreciente, por lo que
cuando = = e? &~ 20 es cuando se alcanza el peak de la capacidad aerébica.
La segunda pregunta nos pide encontrar cuando la capacidad aerdbica decrece con mayor rapidez, esto

es, cuando A’(x) es lo mas negativa posible. En otras palabras, debemos encontrar el minimo absoluto de
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8 90
Figura 1.24: Gréfico de A(x).

7 7 . 7 7y
A'(z). Para ello encontramos A" (z) = % (2Inx —7), de donde = = e2 = 33,12 es el Gnico nimero critico
/ . : / / T 7
para A’. Si analizamos A, notamos que A’ decrece cuando 0 < z < e2 y crece cuando x > e2, por lo tanto
x =~ 33 es el minimo absoluto para A’.
7 7 _ . . s

Notamos que cuando x = e2, entonces A’(e2) = —55e¢~7 < 0 es decir, la capacidad aerébica esta

decreciendo en este instante a su méaxima rapidez. |

Ejercicio 1.35. Se estima que en t afios, la poblacién de cierto pais serd P(t) = 50”92 millones de
habitantes.

1. ;Cudl es la poblacion actual del pais?
2. {Cual sera la poblacién en 20 anos?
3. ;A qué tasa esta cambiando la poblacion luego de t anos?

Ejercicio 1.36. Se estima que luego de t semanas trabajando, un trabajador postal es capaz de despachar
Q(t) = 20 — 10e~3! paquetes por dia.

1. ;Cuantos paquetes despacha un trabajador recién contratado?
2. ;Cuantos paquetes despacha el trabajador luego de 1 mes trabajando?
3. ;Cuantos paquetes puede aspirar a despachar un trabajador con mucha experiencia?

Ejercicio 1.37. Una epidemia se propaga en una comunidad de tal forma que después de ¢t semanas
después de su aparicién, el nimero de individuos contagiados estd dado por la funcién

A

f(t):m,

donde A es la cantidad total de individuos susceptibles a la infecciéon y C,k son constantes positivas.
Determine el tiempo y la cantidad de individuos cuando la epidemia se propaga a su mayor velocidad.

Ejercicio 1.38. Un estudio determina que luego de ¢ horas de introducida una toxina a una colonia de
bacterias, la poblacién sera de

P(t) = 10000 (7 + 15¢ 7005 4 t¢=005t)

32



1.8. AJUSTE DE CURVAS

1. ;Cuél es la poblacién en el momento en que se introduce la toxina?
2. ;En qué momento la poblacién alcanza su maximo? ;Cudl es la maxima poblacion?
3. {Qué sucede eventualmente (¢ — +00) con la colonia de bacterias?

Ejercicio 1.39. Una empresa de seguros estima que bajo ciertas condiciones, la probabilidad de que una
persona fallezca conduciendo su vehiculo a los x afos es de

P(z)=xe™®
1. Encuentre el maximo valor de P(z) y la edad a la que esto ocurre.
2. Estime la probabilidad de morir manejando de un recién nacido y de un anciano.
3. Bosqueje el grafico de P(x).

Ejercicio 1.40. El encargado de un zoolégico estima que la funcién

4 —(Inx)?
fz) = eT x> 0.

entrega una buena estimacién de la cantidad de animales en el zoolégico que tienen x anos de edad.
1. Bosqueje el grafico de la funcién cuando x > 0. Hint: La funcién es siempre positiva y satisface

lim f(z) = lim f(z) =0.

r—0+ r—00

2. Determine cudl es la edad mas comun entre los animales. Hint: la edad mas comun es donde la

cantidad de animales es mayor.

Ejercicio 1.41. Suponga que para un organismo de z anos de edad, la tasa de reproduccion per capita
estd determinada por
R(z) = In (100z2%e~%)
x
;,Cudl es la edad 6ptima para la reproduccién? ;Cudl es la tasa de reproduccion a esa edad? Hint: La edad
Optima para la reproduccién se alcanza cuando la tasa de reproduccién es maxima.

1.8. Ajuste de curvas

Hasta el momento hemos visto ciertos tipos de problemas de modelamiento en los cuales las funciones
estan previamente determinadas, sin embargo esto no suele ocurrir en problemas reales.

Lo que usualmente ocurre es que se realizan experimentos y mediciones para obtener informacién
relativa a cierto sistema fisico, econdmico o social, y luego se interpretan dichas mediciones en términos
matematicos. A continuacién detallamos un ejemplo de aquello

Ejemplo 1.26. Un productor agricola ha encontrado los siguientes datos respecto al precio de uno de sus
productos
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Produccién: x | Precio de la demanda: p
6 743
10 539
17 308
22 207
28 128
35 73

. Qué funcién p = f(z) es la que “mejor” representa dichos datos?

Para resolver este tipo de problemas una de las herramientas mas utiles es graficar los datos y “ver” la

funcién:

600
400 |

200 b

10 20 30
Figura 1.25: Datos del ejemplo 1.26.

Del grafico podemos apreciar una suerte de comportamiento exponencial negativo, es decir, deberiamos
tener que p = Ae ** donde k > 0. Entonces la pregunta que surge es: ;Cémo encontramos las constante
Ay k, de modo que la funcién resultante se “acerque” a los datos?

1.8.1. Ajuste de rectas: recta de minimos cuadrados (RMC)

Para encontrar la soluciéon del ejemplo anterior, primero debemos ser capaces de resolver un caso mas
simple: El caso en que los datos se asemejan a una recta. Para ello necesitamos la siguiente definicién

Definicién 1.10 (Recta de minimos cuadrados). Dados n pares ordenados (z1,y1), (x2,Y2), .-, (Tn,Yn),
definimos la recta de minimos cuadrados como la recta y = mx + b donde

_ny(zy) - X)) (Xy)

nya?—(Ya)?
Yy
y_ (2) () = (X2) - (Lay)
nyet = (Def
donde

Zx:x1+m2+...—|—xn
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Sy=y+ypt..+un
Zx2:$%+:p%+...+mi
day=xz1-y1+ T2 Y2+ A+ T Yn

Esta recta tiene la particularidad de ser la recta que minimiza las distancias al cuadrado hacia los
puntos. Siguiendo como ejemplo la figura 1.26, lo que queremos encontrar son m y b tales que

S(m,b) = d% —i—d% +d§ = (mx1+b— y1)2 + (mxy +b— y2)2 + (mxzo +b— yg)2

es minima. El resultado de minimizar esta funcién cuando se hace para n puntos es lo que se obtiene para
m y b en la definicién 1.10.

Figura 1.26: Recta de minimos cuadrados.

Ejemplo 1.27. Encuentre la recta de minimos cuadrados para los puntos: (1,1), (2,3), (4,3).

Solucion. El procedimiento para resolver este tipo de problemas es: Primero tabulamos los datos de la
siguiente manera

vy | 2?| 2y
1117111
213|416
4139 |12
7| 712119

Luego usamos las formulas para la pendiente de la recta m y para el coeficiente de posicion b dadas en la

definicién 1.10
_ny @y =)y 3-19-7-7 4

nY a2 — (Y z)? T 3.20-72 7
y
po (Z2?) - (Cy) = (X)) (Xey) _21-7-7-19
nY a2 — (X x)? 3-21 172 '
Por lo tanto la RMC es: 4
Yy = ?x—i-l.
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Ejemplo 1.28. Cierta universidad ha recopilado los siguientes datos respecto a las notas de los alumnos
de primer ano respecto a sus notas en la ensenanza media

Promedio de notas ensenanza media 50155606570

Promedio de notas primer afio universidad | 4,5 | 4,8 | 5,0 | 5,5 | 6,5

Encuentre la RMC que mejor representa a estos datos. ;Cémo cambia la RMC si es que se agrega el dato
extra: Nota ensenianza media=4, Nota primer ano=27

Solucién. Si denotamos por x a las notas de la ensefianza media y por y a las notas del primer ano en la
universidad tenemos que nuestra tabla queda

x Y z? xy

5 | 45 | 25 | 225

5,5 | 4,8 30,25 | 264

6 ) 36 30

6,5| 55 | 42,25 | 35,75

7 | 6,5 49 45,5

S| 30 | 26,3 | 182,5 | 160,15

Lo que nos da
m = 0,94,

b= —0,38.

Por lo tanto la RMC es: y = 0,94z — 0,38.
Si agregamos el punto (4,2) nuestra tabla queda (notar que al agregar un dato extra, debemos solo
preocuparnos de la fila del dato extra y la fila de las sumas, el resto de la tabla queda igual)

T Y x? Ty

4 2 16 8

5 145 | 25 | 225

5,5 | 4,8 30,25 | 264

6 3 36 30

6,5| 55 | 42,25 | 35,75

7 | 6,5 49 45,5

Yo | 34 | 28,3 | 198,5 | 168,15

Lo que nos da
m = 1,334,

b= —2,844,
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1.8. AJUSTE DE CURVAS

Es decir, la nueva recta de minimos cuadrados es
y = 1,334z — 2,844.

En la figura 1.27 se pueden ver ambas rectas. |

+ 0,942 — 0,38

[ ]
Ly =1,334z — 2.

1 4 7w

Figura 1.27: Recta de minimos cuadrados.

1.8.2. Ajustes no lineales

Volvamos al ejemplo 1.26. Tenfamos que nuestros datos asemejaban a una funcién exponencial p = Ae*®
y queriamos encontrar A y k. Una manera de hacer esto es usando la recta de minimos cuadrados. El
problema es que nuestra funcién candidato NO ES LINEAL. ; Cémo solucionamos esto?

La respuesta es usar el logaritmo natural para convertir la funcién original en una funcién lineal:
Nuestra funcién candidato es p = Ae**, por lo que si aplicamos el logaritmo natural a ambos lados de la
ecuacién nos queda

Inp=kzr+1InA,

luego si denotamos y = Inp, m = k y b = In A nos queda que nuestra funcién candidato es y = mx + b,
una funcién lineal para la cual podemos usar la RMC. La tabla para encontrar esta RMC queda

T p |y=Ilnp| 22 Ty

6 | 743 6,61 36 39,66

10 | 539 6,29 100 62,9

17 | 308 5,73 289 | 97,41

22 | 207 5,33 484 | 117,32

28 | 128 4,85 784 | 135,86

35 | 73 4,29 1225 | 150,17

> 118 33,11 | 2918 | 603,32

De donde obtenemos que
m = —0,08, b=7,009,
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CAPITULO 1. CALCULO DIFERENCIAL

es decir la recta queda y = —0,08z + 7,09. Para concluir el problema, debemos retornar a la funcién
exponencial, es decir debemos recordar que £k = m = —0,08 y que In A = b = 7,09, de donde obtenemos
que A = ¢™%9 =1199.91. Por lo tanto nuestra funcién queda

p = 1199,91¢ %082

lo que graficamente se ve como |

— p=1199,91e 008

600

400

200

10 20 30
Figura 1.28: Funcién exponencial ajustada para el ejemplo 1.26.

Otro tipo de ajustes no lineales, son los ajustes polinomiales y = ax® como el que se ve a continuacion.

Ejemplo 1.29. Suponga que se han recopilado los siguiente datos:

H | 87,9 | 95,3 | 106,7 | 115,4 | 127,2 | 135,8

W | 524|603 | 73,1 | 83,7 | 98,0 | 110,2

1. Grafique los puntos en el plano H-W.
2. Encuentre la RMC.
3. Asuma que los datos se ajustan a una curva de la forma W = aH¢. Encuentre a y c.

4. Grafique la RMC y la curva resultante W = aH¢ en un mismo grafico.

Solucion. 1. El grafico de los puntos se puede ver en la figura 1.29.
2. Para la RMC encontramos que W = 1,2H — 54,095.

3. Para encontrar la funcién polinomial debemos transformar nuestra férmula no lineal W = aH€ en
una lineal. Para ello nuevamente usamos el logaritmo natural y obtenemos que

InW =Ilna+clnH.

Luego si denotamos por y =InW, z =In H, m = cy b =Ina, llegamos a la recta y = mx + b. Para

encontrar m y b usamos el método de los minimos cuadrados y obtenemos la siguiente tabla
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110 | °

50 | .

10 +

: : : H
10 80 130

Figura 1.29: Grafico para el ejemplo 1.29.

r=InH | y==nW x? Ty

4,4762 3,9589 20,0364 | 17,7209

4,5570 4,0993 20,7665 | 18,6808

4,6700 4,2918 21,8091 | 20,0429

4,7484 4,4282 22,5473 | 21,0223

4,8458 | 4,5850 | 23,4814 | 22,2177

4,9112 4,7023 24,1197 | 23,0938

> | 28,2086 | 26,0646 | 132,7604 | 122,7784

De donde encontramos que m = 1,7016 y b = —3,6559. Finalmente recordamos que ¢ = m = 1,7016

—3,6559

y que Ina = b= —3,6559, es decir a = ¢ = 0,0258. Por lo tanto nuestra curva queda

W = 0,0258 H7016,

4. Ver la figura 1.30. Como se puede ver en el grafico, ambas curvas se ajustan bastante bien a los
puntos, por lo que la eleccién de cual es mejor, dependera de que curva entregue mejores predicciones.
Por ejemplo, si de las restricciones del problema (por ejemplo, H puede representar la altura de un
individuo, y W su peso) determinamos que los valores de W deben ser siempre positivos, entonces la
RMC no es una buena curva de ajuste, pues como se aprecia en la figura, para valores de H menores
a 45, el valor resultante es negativo.

W
190 1 W = 0,0258 H1:7016
110 +
50 +
10 1 © W =12H — 54,09

10 45 8o 130 180 H

39
Figura 1.30: Grafico con curvas ajustadas para el ejemplo 1.29.



CAPITULO 1. CALCULO DIFERENCIAL

1. Grafique los datos en el plano cartesiano.
2. Encuentre la RMC asociada a estos datos.

3. Para més preguntas, refiérase al ejercicio 1.49.

Solucion. 1. El grafico de los datos se puede ver en la figura 1.31.

P(t)
15 | .

1,920 2.000 ¢
Figura 1.31: Datos de censos en Chile.

2. En primer lugar encontramos la RMC haciendo la tabla con los datos pertinentes:

t P 12 t-P

1920 | 3,730 | 3.686.400 7.161,60

1930 | 4,287 | 3.724.900 8.273,91

1940 | 5,024 | 3.763.600 9.746,56

1952 | 5,933 | 3.810.304 11.581,22

1960 | 7,374 | 3.841.600 14.453,04

1970 | 8,885 | 3.880.900 17.503,45

1982 | 11,330 | 3.928.324 22.456.06

1992 | 13,348 | 3.968.064 26.589.22

2002 | 15,116 | 4.008.004 30.262,23

> | 17.648 | 75,027 | 34.612.096 | 148.027,284

De donde la RMC queda
P =0,1434x — 272,8894

Una observacion relevante es que en casos practicos uno debe tener cuidado con las aproximaciones,
en especial cuando se trabaja con nimeros grandes. Por ejemplo si consideramos solo los primeros 2

lugares decimales, la recta quedaria P = 0,14t — 272,89 y el grafico es como en la figura 1.32.
|

40



1.8. AJUSTE DE CURVAS

1,920 2,000

Figura 1.32: Recta minimos cuadrados para el ejemplo 1.30. Hay que tener cuidado con la cantidad de
decimales que se usan.

Ejercicio 1.42. En los siguientes casos, grafique los puntos y encuentre la RMC asociada.
L (0:1), (253), (4;2).

2. (1;2), (234), (44), (5:2).

3. (=2:5), (0:4), (2:3), (4;2), (6;1).

4. (0;1), (1;1,6), (2,2;3), (3,1;3,9), (4;5).

Ejercicio 1.43. En los siguientes casos grafique los puntos y encuentre la curva exponencial (y = Ae*?)
que mejor se ajusta a los datos. (Hint: siga la solucién del ejemplo 1.26).

1. (1;15,6), (3;17), (5:18,3), (7:20), (10;22,4).
2. (2;134), (4:9), (6;6), (8:4), (10;2,7).

Ejercicio 1.44. En los siguientes casos grafique los puntos y encuentre la curva polinomial (y = ax®) que
mejor se ajusta a los datos. (Hint: siga la solucién del ejemplo 1.29).

L. (1;0,5), (2,3), (3;10), (4,15), (5,24), (6;37).
2. (57,6;5,3), (109,2;13,7), (199,7;38,3), (300,2;78,1), (355,2;104,5), (420,1;135,0), (535,7;195,6), (747,3;319,2).

Ejercicio 1.45. Encuentre la RMC asociada a los siguientes datos

| 2 25| 3 3 135|354 4

y| 15| 2 |25 3525 3 | 3|35

y prediga el valor esperado cuando x = 3,7.

Ejercicio 1.46. Un productor recopila los siguientes datos

Produccién en cientos: x 5 1015120 (25|30 | 35

Precio de la demanda en miles de pesos: p | 44 | 38 | 32 | 25 | 18 | 12| 6

1. Grafique los datos.
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2. Encuentre la RMC.

3. Use la RMC para predecir el precio cuando se producen 4.000 unidades.

Ejercicio 1.47. El jefe de marketing de una empresa ha recopilado los siguientes datos que relacionan los
gastos en publicidad mensual y las ventas mensuales:

Gasto en publicidad (millones): P | 3 | 4 | 7 9 | 10

Ventas (miles de unidades): V' 78 | 86 | 138 | 145 | 156

1. Grafique estos datos.
2. Encuentre la RMC.

3. Use la RMC para predecir las ventas mensuales si es que se gastan $5.000.000 en publicidad.

Ejercicio 1.48. Complete los detalles de la RMC del ejemplo 1.29, es decir, haga la tabla pertinente y
encuentre la ecuacién de la recta.

Ejercicio 1.49. Siguiendo con el ejemplo del censo: Ejemplo 1.30. Responda las siguientes preguntas:

1. Suponga ahora que la poblacién crece de forma exponencial (P(t) = AeF'). Usando 4 lugares
decimales, encuentre la curva que mejor se ajusta a los datos. jQué sucede si es que solo se consideran
2 decimales? Grafique los datos y las funciones usando alguna herramienta computacional?.

2. Suponga ahora que los datos siguen una funcién polinomial (P(t) = at). Usando 4 lugares decimales,
encuentre la curva que mejor que ajusta a esos datos.

3. En todos los casos (RMC, exponencial y polinomial), prediga la poblacién para el ano 2012. Como
referencia, segin el censo recién pasado, la poblacién de Chile es de? 16.342 millones de personas.
;,Qué modelo entrega la prediccién mas cercana a la realidad?

4. ;Como quedan los modelos si se agrega el dato del 2012 de la pregunta anterior? Es decir agregamos
el par (2012;16,342) a los datos que ya teniamos. Segun estos modelos ;Cudl seria la poblacién de
Chile para el ano 20227

2Una herramienta gratuita para hacer dichos gréficos es LibreOffice, que es muy similar a Microsoft Office, pero de libre
acceso. Si tienen alguna pregunta respecto a como utilizar esta herramienta, me pueden consultar via e-mail.
3 Al menos eso ha dicho el INE en su tltima actualizacién al 26 de Febrero del 2014: http://www.censo.cl/.
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Capitulo 2

Calculo integral

La idea principal de este capitulo es revertir el proceso de derivacién visto en el capitulo anterior. A
modo de ejemplo, nos interesa encontrar una funcién F(z) tal que su derivada sea exactamente f(z) = 322
De las reglas de derivaciéon que aprendimos anteriormente, es facil darse cuenta que la funcién F(r) = 23
cumple con lo anterior.

3

La funcién F(r) = 23 se conoce como una antiderivada de la funciéon f(z) = 322, y el propésito de

este capitulo es desarrollar diversas técnicas para encontrar antiderivadas de funciones.

2.1. Antiderivadas, integral indefinida

Definicién 2.1. Diremos que una funcion F(x) es una antiderivada o primitiva de la funcion f(x) en un

intervalo I si se cumple que

F'(z) = f(x) para todo x en el intervalo 1.

Observacién 2.1. Una funcién puede tener multiples antiderivadas. Como vimos antes, la funcién F(z) = 2*

es una antiderivada de la funcién f(z) = 322 para todo 2 € R, sin embargo la funcién F(z) = 23 + 1
también lo es. En efecto, basta notar que

(23 + 1) = 32% + 0 = 322

Es mas, en vista de que la derivada de cualquier constante C' es idénticamente 0, podemos decir que
F(x) = 2% 4+ C es una antiderivada de f(r) = 322 para cualquier constante C, es decir jhay infinitas
antiderivadas!

Teorema 2.1. Si F' y G son antiderivadas de f en un intervalo I = [a,b] entonces debe existir una
constante C tal que
F(z) =G(x) + C.

Esto quiere decir que todas las posibles antiderivadas se pueden encontrar conociendo una antiderivada

particular.

Demostracion. Sean F'y G antiderivadas de f en el intervalo I, entonces la funcién H(x) = F(z) — G(z)

verifica

H'(z) = F'(z) - G'(z) = f(z) - f(z) =0, Vael,
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es decir, H tiene derivada nula en todo el intervalo I. Por otra parte, el teorema del valor medio nos dice
que como H es una funcién continuamente diferenciable en I entonces para cada x € (a,b) existe un valor

¢ € [a,z] C I tal que
H(z) — H(a)
r—a

= H'(c) =0,

es decir H(z) = H(a) para cualquier valor de z, en otras palabras, la funcién H debe ser constante. W

Ejemplo 2.1. De las reglas de derivacién sabemos que la funcién z2 tiene como derivada a la funcién 2.

2

Por lo tanto podemos decir que F(z) = 2 es una antiderivada de la funcién f(z) = 2z. Asimismo, todas

las demds antiderivadas de la funcién f(z) seran de la forma
z? +C
para alguna constante C.

Ejemplo 2.2 (Una ecuacién diferencial). Vimos en la definicién que para encontrar una antiderivada para
la funcién f(z) debemos encontrar una funciéon F(z) que cumpla

F'(z) = f(x). (2.1)

Esto es, tenemos una ecuacién donde la incégnita es una funciéon F(z) que ademds aparece derivada. Este
tipo de ecuaciones se conoce como ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, podemos encontrar soluciones de
la ecuacion diferencial

F'(z)=1.

Recordando las reglas de derivacién, deducimos que la funciéon F(x) = z satisface dicha ecuacion, y en
virtud del Teorema 2.1 obtenemos que cualquier solucién de la ecuacién debe ser de la forma

z+C
donde C' es una constante arbitraria.

La notacién de derivada F'(z) también suele escribirse en la notacién de Leibniz, es decir
dr
=
de esta forma una ecuacién diferencial de la forma (2.1) se puede escribir como
Cfl—i = f(x).
dF

Abusando de la notacién y suponiendo que % - es una fraccién, podemos escribir

dF = f(z)dx,

F'(z)

que, en conjunto con lo anterior, sugiere que para encontrar la funcién F' debemos revertir lo que significa
"dF". Sin ser muy precisos hasta ahora, lo que se quiere es cancelar la "d", y esto se realiza mediante una
operacién que se llama integracidn y que tiene como simbolo a " [".

Veremos que de cierto modo se cumple que | es una inversa para d esto es

/dF:F y d/F:F,

es decir, si calculamos dF' y luego calculamos [ dF obtenemos de vuelta F', y lo mismo ocurre si hacemos
el proceso al revés, es decir, primero calculamos [ F' y luego d | F entonces volvemos a obtener F. Esto de
ninguna manera es una definicién precisa, pero ayuda a entender que el simbolo de integracién | revierte
el proceso realizado por el simbolo de derivaciéon d y viceversa.
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Definicién 2.2 (Integral indefinida). Dada una funcion f(x) definida en algin intervalo I, diremos que
[ f(z)dz es la integral indefinida de f(x) y con ello nos referiremos a la antiderivada mas general que
tenga la funcion f(x). Esto es, si F(x) es una antiderivada de f(x) en I, entonces

/f(q:) dz = F(z) + C,
donde C' es una constante arbitraria que se denomina constante de integracion.

Observacion 2.2. Notar que, gracias a la inclusion de la constante C, la integral indefinida de una funciéon
f contiene todas las posibles antiderivadas de la funcion.

Ejemplo 2.3. En vista de lo anteriormente visto, tenemos que

/3x2dx2x3+0

/1dx:m+C.

El valor de la constante C' es arbitrario, salvo que uno desee que la antiderivada verifique alguna
condicién adicional. Una de las situaciones donde esto ocurre es cuando uno requiere que la antiderivada
que estamos buscando tenga un valor conocido cuando x es cierto valor.

Ejemplo 2./ . Consideremos el ejemplo anterior y busquemos una funcién F que verifique que F'(x) = 322
pero que ademds satisfaga que F'(1) = 5. Como vimos anteriormente, la funcién F' debe ser de la forma

Fz)=23+C

para cierta constante C. Sin embargo, de todas estas posibles funciones solo hay una que verifica F/(1) = 5,
esta es la funcién F(x) = 23 + 4.

El ejemplo anterior ilustra una ecuacion diferencial (la parte F'(z) = 3x2) con condiciones iniciales (la
parte F'(1) = 5). Esta nomenclatura viene de las aplicaciones, por ejemplo a la Fisica, Quimica o Biologia,
en donde se utilizan ecuaciones diferenciales para modelar diversos fenémenos que varfan en el tiempo en
donde se conoce el estado inicial del fenémeno. Por ejemplo en Fisica se utilizan ecuaciones diferenciales
para determinar la posicion futura de un objeto en base la ubicaciéon y velocidad con la que parte la
medicién.

2.2. Reglas basicas de integracion

Lo primero que notamos es que se cumple que [ es la “inversa” del proceso de derivacion, es decir, se
tiene que

/ F'(z)dz = F(z) +C (2.2)

([ swrae) = 5o (2.3

Lo anterior se cumple pues si F/(z) es una antiderivada de f(x) entonces F'(x) = f(z) y

/F'(x) dz — /f(x) dz = F(z) + C,
([ sas) = (k@) + 0 = ) = 5o,

Con esto en mente, podemos deducir una serie de reglas elementales a partir de las reglas de derivacién
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Regla derivacién

Regla Integracion

4iCc)y=0 f0dz=0+C
L(kF(z)) = kF'(x) Jkf(z)de =k [ f(z)dw
£(F(@) £ 610) = F(@) £ G'a) | [((0) 290 do = f0)da 2 J9(a)do
A () = (n+1)a" Jardr = £ 1 S+ Csin#—1
%(ex) =e” Jetdz=e* +C
4 (nz|) =1 [idz=Inz|+C

ddx (senz) = cosx

Jcoszdr =senx + C

= d(cosz) = —senx

[senxzdr = —cosxz + C

4 (tanz) = sec’ x

[sec?zdr = tanx + C

)
(cot r) = csc?x

[esc?xdr = cotz + C

(cosh x) =senhz

[senhxdx = coshz + C

) =
4 (senhz) = coshz

Jcoshzdz = senhz + C

d _ 1 1 _

iz (arcsen) = ——; il 77—z do = arcsenz + C
d 1 1 _

qplarctanz) = 7 [ 155z dz = arctanz + C

Con esta serie de reglas elementales ya podemos calcular una gran variedad de integrales indefinidas.

Ejercicio 2.1. Calcular la integral indefinida de la funciéon dada.

1. f(z) = 3z. 8. f(z) = (z+2)(2? +1).
2. f(x) = % 9. f(z) = be".
3. flz) = va. 10. f(x) = 4cos(z) — 2sen(z).
4. f(x) =1. . et "
5. fa) = o4 2 . f(x) = cos*(2x) 4 sen®(2x).
6. f(x) =32 — 522+ 12. f(z) = 4+54$2.
S5r — 3/
7. f(z) = 8\3/5\f 13. f(x) = cosh?(4z? + 1) — senh?(422 + 1).

Integracién con condiciones iniciales

Como vimos anteriormente, una funcién tiene infinitas antiderivadas las cuales varian dependiendo de
la constante C' que se utilice. Una manera de encontrar una tnica antiderivada es fijando una condicién
adicional que queremos que cumple dicha antiderivada.
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Por ejemplo, puede ser de interés encontrar una antiderivada F(z) de la funcién 22 que ademés verifique
F(z) valga 5 cuando = = 1. Utilizando la notacién que ya hemos planteado, lo anterior se puede escribir
como

F(z) = /a:? dz y  F(1)=5.

Mirando nuestra tabla de integrales, obtenemos que F'(x) = % + C y luego si queremos que se cumpla
que F(1) =5 entonces C =5 — % = 13—4. Es decir, la funcién que cumple con lo pedido es
3
T 14
Flx)=—+ —.
Ejemplo 2.5. Recordemos de célculo diferencial que si f(z) es una funcién que depende de z, entonces su
derivada % se puede interpretar como la tasa de cambio de la funciéon f con respecto a la variable x.
En este ejemplo consideramos una funcién P(t) que modela la poblacién de ciertos individuos en un
determinado tiempo t. En vista de lo comentado, % se puede pensar que es la tasa de cambio de la
poblacién con respecto al tiempo, es decir, es la tasa de crecimiento de dicha poblacién.
Supongamos ahora que una poblacién tiene una tasa de crecimiento

dP
— =100 + 20¢*
dt + <0,

donde P(t) es la poblacién en miles de habitantes al tiempo ¢ medido en afios. Si la poblacién cuando
t = 0 es de 40 mil habitantes, determine la poblacién al quinto ano.
Para resolver este problema notemos que

dpP
P(t) = o dt = /(100 + 20e") dt = 100t + 20" + C
y como P(0) = 40 entonces 40 = 100 - 0 + 20e" + C' = C = 40, por lo tanto P(t) = 100t + 20e! + 40.
Finalmente obtenemos que la poblacién al quinto afio es P(5) = 500 + 20e® + 40 ~ 3508,263 mil habitantes.

Ejemplo 2.6. Otro fenémeno que se puede resolver es el de caida libre. Considere un objeto que se deja
caer desde una altura de 100 metros. Usando el hecho de que la aceleracién de gravedad es constante,
podemos determinar el tiempo que le toma al objeto en llegar al suelo.

Si consideramos la direccién hacia arriba como la direccién positiva y recordando que la aceleracion de
gravedad es de 9,8 73 obtenemos que la aceleracién del objeto estd dada por

a

dv
=—=-98
dt ’

en tanto que si el objeto se deja caer, su velocidad inicial sera de 0, es decir
v(0) = 0.

Integrando para obtener una férmula para v tenemos que v(t) = —9,8¢ + C, pero si v(0) = 0 entonces se
debe cumplir que v(t) = —9,8¢t. Ahora bien, la velocidad del objeto se obtiene mediante la variacién en el
tiempo de la altura del mismo, es decir

dh

E = U(t) = —9,8t

y por lo tanto al integrar obtenemos que h(t) = —4,9t> + C, pero ademéas sabemos que la altura inicial es
de 100 metros, por lo tanto ~(0) = 100 y obtenemos que h(t) = —4,9t> 4+ 100. Finalmente, para obtener el
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tiempo que le toma al objeto llegar al suelo, imponemos la condicién de llegada al suelo, es decir h(t) =0

y concluimos que
~ 100

4,9
es decir, al objeto le toman aproximadamente 4,52 segundos llegar al suelo.

t2

~ 20,41 =t =~ 4,52,

Ejercicio 2.2. Para cada una de las funciones del Ejercicio 2.1 determine una antiderivada F' de la funcién
f ahi senalada que ademés satisfaga F'(1) = 4.

2.3. Meétodos de integracion

En la seccién anterior vimos las reglas bésicas para integrar, sin embargo hay bastantes funciones a las
1

(x+1)(z—3)
etc.. Es por aquello que debemos desarrollar algunas técnicas para poder hacer dichos calculos.

cuales aun no le podemos la integral indefinida, como por ejemplo (z + 1)*, Inx, , sen?(x)

Un comentario importante de realizar es que la filosofia detras de todas estas técnicas no es resolver
de inmediato la integral, si no mas bien hacer algo para que la integral resultante sea mas simple que la
original.

2.3.1. Sustitucion o cambio de variables

Esta técnica es la inversa de la regla de la cadena.

Regla de la cadena Cambio de variables
& (f(u(@)) = f(u(@)d (@) || [ (@) (@)de = f(u(z) +C

Si bien la regla se puede aprender en esta forma, es bueno recordar la notacién diferencial, esto es, la

notacién que dice du = v/ (x)dx de donde podemos escribir

[ f@du=sw+c

que no es mas que una version de (2.2) escrita con otras variables. Con lo anterior en mente tenemos el
siguiente

Teorema 2.2. Sea F(x) una antiderivada de f(x), entonces

[ o)l @) de = Fue) + €,

Para poder utilizar este teorema en ejemplos concretos es crucial ser capaces de identificar la funcién
u(z). Por ejemplo, si queremos calcular [(z + 1)*dx utilizando este método, debemos primero notar que
la funcién que queremos integrar, (x + 1)* se puede escribir como una composicién de dos funciones: la
funcién f(u) = u* y la funcién u(x) = z + 1. Esto indica que la funcién u(z) es lo que estd “dentro” de
otra funcién, sin embargo uno también debe verificar que aparezca el término u'(x)dx en la expresién
integral. En nuestro ejemplo u/(z) = 1 y podemos escribir la integral como

/(33+ Dide = /(:c + D)1 de = /(u(a:))4u/(33) dz = /u4 du

5 . .
% es una antiderivada de u* obtenemos que

[ ttan = WO oG

y finalmente como

Lo anterior se puede sistematizar de la siguiente manera:
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2.3. METODOS DE INTEGRACION

1. Elegir la funcién u(z). Usualmente es una funcién que estd “dentro” de otra (entre paréntesis, en un

denominador, en un exponente, etc.).
2. Encontrar el diferencial du = u/(z) dx.
3. Escribir la integral solo en términos de u y calcularla usando reglas ya conocidas.

4. Sustituir u por u(z).

Ejercicio 2.3. Use una sustitucion para calcular las integrales indefinidas siguientes.

1. /236(962 +1)%da. 11. /\/;ﬁdx.

2. /:E(:L‘2 +1)%dz. 12. /bx dz con b > 0.
3. /(:c+2)10° dz. 13. /34x+1d3:.

4. /\/mdl’ 14. /m2 sen(z> + 4) d.
d. /mmdx 15. /tanxdx.

5./ 2
6. /:U \/m 16. /cot:rdm.

42
T |
[ g e 7 [y,
x
4z2-1
8 /5xe da. 18. /ﬂdx Ayuda: Usar u(z) = senx.
1+ sen?z
23}'2 + 2x t.
9. / d:,U, / earC anx
3 2 19. dzx.
2x° + 3x 1+ 22 x

6 .
o /(4x2+2x+i>2dx' 20. /-’}((93)) da.

2.3.2. Integraciéon por partes

La técnica del cambio de variables es 1til en diversos ejemplos, sin embargo atin no somos capaces
de integrar funciones relativamente simples de escribir, como por ejemplo xze® o Inx. Notar que si se
intenta una sustitucién en [ ze® dzx, la tnica posibilidad razonable es decir u(x) = x, sin embargo al hacer
dicha sustitucién llegamos a [wue™du que es la misma integral escrita con otra variable. Es decir, no
simplificamos en nada el problema.

La idea detras de la técnica de integracién por partes es revertir la regla del producto de derivadas

Regla del producto integracién por partes

(w(z)v(z) = o' (z)v(x) + u(z)v' (z) /(u’(m)v(a}) +u(z)v (z)) dz = u(x)v(z) + C

a
dx

La expresion /(u'(m)v(:v) + u(z)v'(z)) dx = u(z)v(x) + C es poco practica en aplicaciones, por lo que

escribimos
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Teorema 2.3. Sean u(z) y v(x) funciones diferenciables, entonces

o escrito en notacion diferencial (recordando que du = '(x)dz y dv =v'(z)dv) mas compacta

/udv:uv—/vdu.

Notar que le teorema de integraciéon por partes no entrega la respuesta a una integral [ dv, si no
que transforma la integral en otra distinta [ vdu. Al igual que con la sustitucién, la clave para poder
utilizar este método es hacer una buena eleccién de las funciones u(z) y v(x) dada la integral que deseamos
calcular de modo que la integral [ vdu sea mas simple que [ wudv.

Para ilustrar el uso de este teorema lo haremos calculando [ ze” dz. Para ello tenemos que identificar
que funcién cumplird el rol de u = u(z) y cual el rol de dv = v/(z) dz. Si bien no hay una regla general
para hacer esta eleccion se puede hacer lo siguiente

1. Elegir dv como la parte de la funcién a integrar (incluyendo el dz) que se puede integrar si no
estuviera el resto.

2. Elegir u como la parte de la funcién a integrar que al momento de derivarla quede mas sencilla que
la funcién w original.

. Cémo se ilustra esto en el ejemplo [ ze® dz? Notar que hay dos posibles elecciones razonables
myu=€e"y dv=xdzx, 6
m u=2xy dv=edx.

En el caso de la primera alternativa se tiene que dv es facil de integrar pues [ dv = [z dz = % + C,
sin embargo al derivar la funciéon u = e obtenemos du = e* dx, es decir no se volvié mas sencilla. Si
usamos esta eleccion en el teorema de integracién por partes, la integral resultante [udv serd tan o més
compleja que la inicial pues la férmula queda

2 2
/xex dz = %e‘” — / %em dz.

Por otra parte, si tomamos la segunda alternativa, tenemos que dv = e*dx por lo tanto [ dv =
J e*dx = e” + C es decir se puede integrar facilmente, en tanto que si v = x entonces du = 1- dz, es decir
pasamos de x a 1 lo que en este contexto es mas simple. Si usamos esta segunda alternativa, tenemos que

u=x= du= dx

dv=¢e"dzx = v=2¢€",

de donde la férmula de integracion por partes nos dice que

/udv:uv—/vdu,
/xexd:c:azex —/exdx,

pero esta tltima integral es una de las férmulas bésicas de integracién, [e®dx = e” 4+ C'y concluimos que

que en nuestro caso se escribe

/xexdm:xex—e”C—I—C.
Ejercicio 2.4. Use integracion por partes para calcular las siguientes integrales.
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1. /a7lnxd:z;. 4. /$2\/$+1dl‘.

Inz
. e dax. . — dx.
2/1’8 dx 5/\/556

3. /:L"”ln:cdx. 6. /1111’(113.

Ejemplo 2.7. 1. /:1; sen x dzx. Si escogemos u = 'y dv = senx dz tenemos que du = dx y v = —cosx

luego
/a:senxdx: —xcos:z:—i—/cosxd$

= —xcosz +senz + C

2. /em sen x dx. Si escogemos u = senx y dv = e” dz tenemos que du = coszdx y v = e” asi

/exsenxdx =e"senx — /e‘” cos z dx.
Usamos nuevamente integracién por partes para la segunda integral con u = cosz y dv = e* dx para
obtener

/e””cos:cda::emcosx—l—/exsenxda:,

de donde si llamamos I = / e” sen x dz hemos obtenido lo siguiente

eﬂf
I =¢e"senx — /excosdx =esenx — (e“cosx+1)= 1= 5 (senx — cos ).
Notar que como consecuencia obtuvimos también que
eil?
/excosxdac =3 (senx + cos ),
3. /arctanxdx. Si escogemos v = arctanx y dv = dx tenemos que du = 152 dz y v =z luego
T
x
/arctanx dx = xarctanx — / ——do
142

171
= garctanx — f/fdu
2/ u

1
= rarctanz — 3 In(1+2%) +C

1 _ n _
4. /sen”xdx:——cosxsen" 1x+7/sen” 2pde
n n

2.3.3. Fracciones parciales

dx?

2
., Cémo calcular la integral / *
x?—1
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

Esta integral se puede calcular de distintas formas, siendo quizas la mas simple de todas mediante una
sustitucién. Si u = 22 — 1 entonces du = 2z dz por lo tanto tenemos que

2x 1
/ dx:/—du:ln|u|+C:ln‘x2—1‘—I—C.
x2 -1 u
Sin embargo, al intentar calcular una integral muy similar como [ % dx notamos que la sustitucion
anterior no funcionara pues el término du = 2z dx no aparece. Sin embargo, al notar que
2 2 1 1

$2—1:(x—|—1)(:c—1):x—1_m—|—1 (24)

entonces podemos usar la aditividad de la integral indefinida para escribir

2 1 1
/mQ—ldx_/x—ldx_/x—i—ldx

y transformar el problema de calcular la integral [ ﬁ dx en el cédlculo de dos integrales mas simples,

esto pues podemos hacer sustituciones para obtener

1 1
/ dx:/—du:1n|u|—I—C’:ln|:1:—1|—|—C
z—1 U

1 1
/ cmz/f@:mm+czmu+u+a
r+1 v

de donde

2
/ 5 dx:ln|x—1]—ln]:c+1\+C:1nx
e —1 T+

1
1

e

La clave en este célculo es lo realizado en (2.4), donde escribimos la funcién

] COmO Una suma /resta

72 _
de fracciones mas simples o parciales. Este proceso se puede generalizar a funciones racionales del tipo
N(z)
r) = ——— donde N, D son polinomios.

La idea fundamental detrds de este método estd basada en el Teorema Fundamental del Algebra que
nos dice que cualquier polinomio real se puede factorizar en factores lineales (ax + b) y factores cuadraticos
irreducibles! (az? + bx + ¢).

Ejemplo 2.8. El polinomio D(z) = 2% + 2* — x — 1 se puede factorizar como

es decir, tenemos un factor cuadrético irreducible (z? + 1) y dos factores lineales (z — 1) y (z + 1), este
ultimo elevado al cuadrado.

N{(x)
D(z)
N(x) es n y el grado del polinomio D(z) es d entonces

El método general es como sigue: Si f(z) =

es una funcién racional donde el grado del polinomio

Que no tiene raices reales.
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2.3. METODOS DE INTEGRACION

1. Si n > d entonces haga la divisién de polinomios, obteniendo la siguiente escritura

N(z) No(z)
= = P
donde P(z) es un polinomio de grado n —d y Ny es un polinomio de grado ng < d. En lo que sigue
.y . No(z)
se trabajara con la fraccion .
D(x)

Si n < d entonces en lo que sigue pensar que N(z) = Ny(x).
2. Factorice el polinomio D(z) hasta obtener la factorizacién irreducible.

3. Por cada factor lineal (ax + b)™ que aparezca en la factorizacién de D(x) escribir

Ay n Az T Am-1 n Am
(ax+b)  (ax+b)? " (ax+b)™ 1 (ax+b)™’
donde Aq,..., A, son constantes a determinar.

4. Por cada factor cuadratico irreducible (az? + bz + ¢)¥ que aparezca en la factorizacion de D(z)

escribir
Bix +Cq Box + Cy Bi_1z+ Ci_1 Brx + Cy,
(ax2 +bx+c) (ax?+bx+c)2  ~ (az?+bxr+c)1  (ax? + bz + )k’
donde Bi,...,B; y Ci,...,C) son constantes a determinar.

5. Escriba la igualdad
No(z)
D(x)

y determine las constantes A;, B; y C; haciendo la suma de fracciones e igualando los términos.

= suma de todos los términos anteriores

2
1 En este caso tenemos que N(x) =2 que
72 —
es de grado 0 y D(z) = 22 — 1 que es de grado 2. Como 0 < 2 pasamos directamente al paso 2 del método,

Partamos por ver como actiia el método con f(x) =

es decir, factorizamos el polinomio D(z), en este caso
22— 1= (z+1)(z—1),

es decir contamos con dos factores lineales (z + 1) y (z — 1). El paso 3 del método nos dice que por cada
factor lineal debemos considerar una suma de términos, cuya cantidad de términos depende de la potencia
que tenga dicho factor lineal. En este ejemplo tenemos que ambos factores lineales estan elevados a la
potencia 1, es decir debemos considerar un término por cada factor, es decir

1) — 2
(x+1) P

B

(x—l)—)x_l.

N(z)
D(x)

como la suma

Como no hay factores cuadréticos irreducibles, saltamos al paso final y escribimos

de todos los términos anteriores, es decir

2 A B

(x+1)(z—1) x+1+x—1'
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

Finalmente determinamos las constantes, para ello lo que tenemos que hacer es la suma de las fracciones
del lado derecho e igualar los numeradores, esto es, usando el denominador comtn
2 A B Az — 1)+ B(z+1)

GiDe-1 2+ito-1" @ina-1 2 A@-D+Be+l)

es decir se debe cumplir que A(z — 1)+ B(z+ 1) = (A+ B)x + (B — A) = 2 para cualquier valor de z. La
unica posibilidad es que A+ B =0y B — A = 2 de donde resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
que A= —1y B =1, es decir

2 -1 1 1 1

(z+1)(x—1) x+1+x71_x71_:c+1
que es lo que escribimos anteriormente.

Ejercicio 2.5. Escriba las fracciones parciales para las funciones dadas.

1 1 5 2 —x—2
(x4 1) (x—1)3 "t 20— 4
) 522 + 20z + 6 6 2r—1
Dot 4222+ S a?2-9
5 8z% + 13z - 23+ z+1
Co(22+2)2° o217
34+ 3x —4 z—1
V2 +9 2-9
Ejemplo 2.9. Calcular /L dx. Si hacemos la sustitucién v = v/2x + 9 entonces z = “ 5 ¥
T
dz = udu de donde podemos escribir la nueva integral como
V22 +9 2 9
/de:/fudu=2/;‘du:2/<1+> du.
x =t u?—9 (u—3)(u+3)
2.3.4. Integrales trigonométricas y sustituciones trigonométricas
Ejemplo 2.10. Sea t = tan (;U) entonces
cos? (x) - sen? (a:) = r
2) 1+t 2)  1+¢2
y
1—¢2 2t
=——, senxr=-—-;.
ST + 27 1+1¢2
1
Por otra parte dx = T3 dt y por lo tanto podemos usar esta sustitucion para calcular / T cosa dz,

1 sen 2x
/ dxyfidx.
1+senx —cosx 24 cosx

Ejemplo 2.11. Calcular / cos® & dz. Para ello escribimos cos® 2

r=cos?x-cosz = (1 —sen?z)cosx y si

hacemos la sustituciéon u = sen x entonces

/Cos3xdx = /(1 —sen® z) cos z dx
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2.3. METODOS DE INTEGRACION

:/(1—u2)du
3
u
sen’

+C.

=senx —

Ejemplo 2.12. Calcular / sen® z cos® z dz. Para ello escribimos

sen® z cos® © = sen” x cos® rsen x = (sen® x)? cos® rsenx = (1 — cos? )% cos® zsen x

asi hacemos la sustitucién v = cosx obtenemos que du = —senz dx y

/Sen5x0082xdm =— /(1 —u?)?u? du

Ejemplo 2.13. Calcular /coszmdx.

Acé usamos la identidad trigonométrica

COS2 r =

(1 + cos2z)

N |

Ejemplo 2.14. Calcular /cos4azdx.
En general podemos desarrollar una estrategia para integrar funciones del tipo
sen" x cos" x

donde dependiendo de la paridad de n y m usamos las ideas anteriores. En general tenemos que

2k+1 2 2

» sen” z cos x = sen”™ z(cos? 2)¥ cos x = sen™ (1 —sen? x)* cos z y usamos la sustitucién u = sen x.

2k+1 2

zcos” & = (sen® x)* cos™ rsenz = (1 — cos?

k

= sen x)" cos™ xsenx y usamos la sustitucion u = cos

k k
s sen?® zcos? x = (sen? z)*(cos? 2)! = (%(1 — co8 29:)) (%(1 + cos 2x)> o bien usar que

1
Sen T cosx = 3 sen 2x

La misma idea aplica a funciones de la forma tan” x sec™ x pues tenemos las identidades

seclz =1 + tan? z

—(secx) =secxrtanx
dx

secx—i—tanmd /sec2x+secxtanx
2 T Qe =

Ejemplo 2.15. / secrdr = / secx - dz y usamos la sustitucién
secx +tanz

u =secz +tanz asi du = (secxtanx + sec® x) dz

secx + tanx

Ejemplo 2.16. fsec3 rdx = fse(32 xsecx e integramos por partes con u = secx y dv = sec® z dzx asi
/sec?’wdaf =secxtanx — /secxtaandx
=secxtanx — /sec z(sec’z — 1) dz

:secxtanx—/sec?’xdx—i-/seca:dx
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Ejemplo 2.17. Tenemos las siguientes identidades trigonométricas

(sen(a — b) +sen(a + b))

D=

= senacosb =

(cos(a — b) —sen(a + b))

NI

= senasenb =
= cosacosb = 1 (cos(a —b) + cos(a + b))

lo que nos permite calcular integrales de la forma

/sen(nx) cos(mx) dx.

Ejemplo 2.18. Calcular /\/ R? — 22dx donde R > 0 y x € [—R, R]. Notar que cuando z € [-R, R] la

funcién f(z) = v R? — 22 describe una semi-circunferencia de radio R. Otra manera de describir dicha
semi-circunferencia es mediante coordenadas polares, esto es, considerar la funcién g(f) = Rsen  para

ES [_%7 g]

Esto da pie para considerar una sustitucion de la forma
= Rsenb,
de donde obtenemos que dz = Rcosfdf y como R?> = R? cos? § + R? sen? f obtenemos que
R? — 2> = R* — R?sen®0 = R?cos” 0
por lo que la integral se transforma a

/\/R2—x2d:p:/VR200529R0089d9:/R2\0059|0080d9

como estamos en el intervalo 6 € [—7, 5] entonces cos > 0 por lo que debemos calcular

2 2 1
RQ/cos2c9d9:]Z/(1+cosQ€) dez% <9+2sen20> +C.

Finalmente, volvemos a la variable x = Rsen de donde 6 = arcsen % y obtenemos

) 1 2 2 _ 2
/mdx: R? <arcsen;+286n <2arcsenz)> +C = R?arcsen%Jr‘TR%JrC

Esta idea aplica a integrales que cuenten con términos de la forma va2 — 22, Va2 4+ 22 y V22 — a2 donde

se utilizan z = asen, x = atan® (0 € [-3,3]) y z = asecl (0 € [0,3) 6 6 € [, 2T)) respectivamente.

Ejercicio 2.6. Calcular las siguientes integrales usando la sustitucién sugerida.
V9 — 22
R

dz, z = asenf.

1
dz, x = 3cosb. 4. /m

dz, z = 2tan6.

1
) /7
x2Var? + 4
x 5 /m3 m—gtaHQ
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2.4. Sumatorias

Antes de pasar a la siguiente seccion, primero debemos hacer un breve repaso de sumatorias y de
notacién. Dado que utilizaremos a menudo expresiones como

1+424+34+4+...+50+51+...

O COosas como
ar+ag+...+a;+...+ay

es que debemos hacer mas preciso lo que significan los puntos suspensivos. Para ello es que introducimos
la notacién sigma dada por la letra griega 3 de la siguiente forma: La suma de n términos de la forma
ai,as,...,a, se escribe como

n
atazt...tan=) a
=1

y denota el resultado de sumar los n términos antes senalados.

5
Ejemplo 2.19. 1. > i=1+2+3+4+5=16

i=1
100
2. ) i=1+243+44...+98+99+ 100 = 5050
=1
4
3. 2i+1)=02-1+1)+(2-24+1)+(2-3+1)+(2-44+1)=3+5+T7+9=24
i=1
5
4.3 P =1"+224+3"+4°+5"=1+4+9+16+25 =55
j=1

B Y0 2 =12 422 432 442 £ 5% ... 4492 + 502 = 128775

n

"ol 1 1 1
6. kz_:l(k2+1):n(12+1)+n(22+1)+...+n(n2+1)

Algunas propiedades y férmulas importantes son las siguientes

=1 =1 )

n n n

2. Y (aith) = ai+> b 5. iﬁ = ”(”H)fi(%ﬂ).

i=1 =1 i=1 =1

n

n n 2
3. > k=kn. 6. Zf”:W:(Z@) :

=1 =1 =1

an—l—l -1 n+1 _

n n
7. Sia # 1 entonces E a' = —_1 ° bien E a' = —_1 A este tipo de sumas se le llama sumas
, a— a—
1=0 i=1

geométricas.

n

8. Z(aiﬂ — a;) = ap+1 — ag. A este tipo de sumas se le llama sumas telescdpicas.
i=0
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Ejemplo 2.20.

i+l 1 &,
3oL = 5>+
j =1

1. 1
—e it

n
>l
= i=1
1 nn+1) 1
23 T
n—+3
2n

Notar ademés que a medida que n crece la suma parece tener un limite pues

n i1 %1

10 0,65
100 0,515
1000 0,5015
10000 | 0,50015

en efecto, si calculamos

R i+1 , n+3
A ) e = i

Ejercicio 2.7. Encuentre el valor de las siguientes sumatorias.

2022 100

1> i 5. ) 3k
=1 k=0

2022

n

2. ) i 6. ) bl
i=50 k=1 "
20 25

3. ) bi. 7. (1 5i)
i=1 =1
50 no2

4.3 (2i+1). I gl
i=0 -1 "

2.5. Integral definida

2.5.1. Aproximando areas

Nos interesa calcular el area acotada por una funcién en el plano. Por ejemplo podriamos calcular el
area encerrada bajo la curva y = z y el eje = en el intervalo [0, 2] como muestra la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Area a calcular

Debido a que la regién es un triangulo de base 2 y altura 2, es facil determinar que el area encerrada
es exactamente igual a 2. Pero jqué sucede si cambiamos la funcién por una donde la geometria no sea
tan simple? Por ejemplo, calcular el drea bajo la curva y = 22 y el eje x en el intervalo [0,2] como muestra
la figura Figura 2.2

44 4
31 3
2 { 21
1 1

dl . //

‘ 1 3

1 2 2 1 2 2

(a) Area a calcular. (b) Subdivisién del intervalo.

Figura 2.2: Area encerrada bajo y = 22 en [0, 2].

Un método para esto es primero calcular una aproximacion del area para luego ver si mediante un
proceso de limites podemos obtener el area real. La idea es dividir el drea en secciones mas pequenas (ver
Figura 2.2) y luego aproximar dichas secciones por rectangulos.

En nuestro ejemplo podemos dividir el intervalo [0,2] en intervalos mas pequefios y aproximar el
area mediante una suma de dreas de rectdngulos (ver Figura 2.3). En la Figura 2.3 se ven tres posibles
aproximaciones del drea encerrada por la curva 22 y el eje x en el intervalo [0,2]. Como se aprecia en (a),
(d) y (g) vemos que esta es una aproximacién donde el area descrita por los rectdangulos es inferior al area
que buscamos, mientras que en las aproximaciones (c), (f) e (i) vemos que el area de los rectangulos es
superior al area buscada. Esto cobrara relevancia mas adelante. Ademas tenemos las aproximaciones de
punto medio dadas en (b), (e) y (h).

Otra cosa que se puede apreciar en Figura 2.3 es que a medida que aumentamos la cantidad de
subdivisiones del intervalo [0, 2], la aproximacién via rectangulos se parece cada vez mas al drea que
queremos calcular.

Si hacemos el calculo para los casos de 4 rectangulos obtenemos que

1 o 1 /1N2 1 o, 1 (3\* 7
o, —.(z Z.1 2 =-=1
Sea=5 P45 (3) +3 P45 (5) =117
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4 44 4
3 31 3
2 2+ 2
1 14 1
1 2 1 2 1 2
(a) Usando vértices izquierdos (b) Usando puntos medios (¢) Usando vértices derechos
4 44 4
3 3t 3
2 2 2
1 14 1
1 2 1 2 1 2
(d) Usando vértices izquierdos (e) Usando puntos medios (f) Usando vértices derechos
4 44 4
3 3+ 3
2 2 2
1 14 1
1 2 1 2 1 2
(g) Usando vértices izquierdos (h) Usando puntos medios (i) Usando vértices derechos

Figura 2.3: Aproximacion del drea a calcular mediante 4, 8 y 16 rectangulos

1 /1N\%2 1 /3\2 1 /5\2 1 /7\? 21
ed = =+ | = B S (=) == =262
Smed = 5 (4) *3 (4) *3 (4) *3 (4) 8 g

1 /1\? 1 1 /3\2 1 15
Sder 5 <2> +2 +2 (2) + 3,75,

de donde, al ver el dibujo obtenemos que
1,75 = Siog < A< Sger =375y AR Speq = 2,625.
Si hacemos el calculo para los 8 rectangulos obtenemos

R OO R O RS R NORE HHRE 6]
Yy 4 \4 4 \2 4 \4 4 4 \4 4 \2 4 \4

35
=2 _91
6 = 21875
g 1 (1>2 1 (3)2+1 <5>2+1 (7>2+1 (9)2 1 (”)2+1 (13>2+1 (15)2
med =4 \g) Ta\8) T4 \s) T4 \s) T4 \8g) T4 \3g 4 \'8 48
85
=22 — 96562
55 = 205625
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g 1 (1>2+1 <1>2+1 <3>2+1 12+1 <5>2+1 (3>2+1 <7)2+1 52
der = 4" \4 4 \2 4 \4 4 4 \4 1 \2 4 \4 4

de donde deducimos que
21875 = Sinqg < A < Sger = 3,1875 'y A = 2,65625.

Veremos un poco mas adelante que a medida que se aumenta el niimero de rectangulos, las distintas
sumas se empiezan a parecer mas y mas al valor % = 2,666 ... lo que nos sugiere decir que el area que
queremos calcular es exactamente %.

Usemos esta idea en un caso general. Sea f es una funcién continua en un intervalo [a,b] tal que
f(z) > 0 para todo x € [a, b]. Queremos calcular el drea encerrada bajo la curva y el eje x, para ello la idea
es dividir el intervalo [a, b] en intervalos mas pequenios y repetir lo hecho anteriormente. Consideraremos
una division mediante n sub-intervalos del mismo tamano, es decir, cada sub-intervalo tendra largo

b—a

n

Azx =

(2.5)

como muestra la Figura 2.4. Los valores en el eje x entonces se pueden escribir como

Trg—=a
b—a
T1=x0+Arx=a+Ax=a+
n
b—a
To=x1+Ax=a+2Az=a-+2
n

T, =Ti—1 +FAx=a+iAx=a-+1

Ty =Tp_1+Ax=a+nAz=">

Esto nos daré el largo de la base de cada rectangulo a considerar. Ademas, si para cada rectangulo tomamos

Ax

a T Sy Tigp b

Figura 2.4: Sub-divisién del intervalo [a, b].

como altura del rectangulo i-ésimo al valor de la funcién en el extremo derecho de cada intervalo tenemos
que la altura serd f(z;) (ver Figura 2.5), por lo tanto, el drea del rectdangulo i-ésimo serd

ARZ' = f($1)Al‘
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y la suma completa serd la aproximacién del area definida por los extremos derechos de cada intervalo,
b—a

esto es, como Axr = >~

Sder(n) :ARl +AR2 —l—...—i—ARi +AR¢+1 +-~~+ARn

= f(x1)Ax + f(z2) Az + ...+ f(xi) Az + f(zig1)Ax + ... f(xy)Ax

:b;aU@ﬁ+f@ﬁ+.”+f@0+f@HQ+.”ﬂ%m,

Figura 2.5: Rectangulos con altura asociada al extremo derecho.

Como dijimos en el ejemplo del comienzo, a medida que aumenta el valor de n, el valor de la suma
deberia parecerse cada vez mas al drea encerrada entre la curva y el eje z, es por esto que hacemos la
siguiente

Definicién 2.3. Si f es una funcion continua y no-negativa en un intervalo I que contiene a |a,b],
entonces definimos el drea encerrada entre el grifico de f y el eje x en el intervalo [a,b] como

A(f) = n11_>rrolo Sder(n)

= Jim (F(F ) + Flaz) o Flm) + i)+ )

n—oo

~ Jfm 2T

nsoco  m ; Fl@i).

Una cosa importante en la definicién es asegurarnos que el limite existe, para ello tenemos

Teorema 2.4. Si f es continua en [a,b] entonces el limite 11_}1(1(2O Sger(n) existe. Ademds si definimos
n

Sizq(”) = Sizq<f7 TL) = f(.%‘())A.T + f(ib'l)Aﬁf +...+ f(l’Z)A.%' + f(l'i_:,_l)A.%' 4+ ... f(xn_l)Ax

= 2 (fl@o) + f(w1) + o+ fl@) + Flwin) + o fl@an)),

es decir, si utilizamos los extremos izquierdos de cada sub-intervalo para determinar la altura de nuestros
rectangulos, entonces

lim Sger(n) = nh_g.lo Sizq(n). (2.6)

n—oo
Demostracion. Que los limites existen lo veremos mas adelante cuando veamos sumas de Riemann. Ahora
solo demostraremos que de existir, ambos limites coinciden. En efecto

b—a

Sizg(n) = (f(zo) + fz1) + ...+ f(@i) + f(@ig1) + ... f@n-1))
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— b;a(f(xl) + oo+ flr) + flrig) + o f(znm1) + fzn)) — (b—a)

(f (xn) = f(z0))

n

y como f es una funcién continua en [a, b] tenemos que (b — a)(f(b) — f(a)) es una cantidad finita, por lo
tanto

y se concluye la demostracion. |

Ejemplo 2.21. Veamos que sucede con f(z) =z en el intervalo [0, 2] (el tridngulo que vimos al comienzo

y que sabemos que area encerrada es 2). Tenemos que en este caso Ax = %, luego si dividimos el intervalo

[0, 2] en n sub-intervalos iguales, obtenemos que
. . 2
rvi=a+iAr =047 — = —,
n o n

de donde la suma derecha queda
2 & 2 .20 4 L
Ser (1 HZ )=~ =5
pero si recordamos la formula para la suma de los primeros n enteros

Z": n+1)

obtenemos que
2n(n +1) 2
Sger(n) = - =2+ gn:go?’
que era el valor que esperabamos.
Adicionalmente, en vez de tomar los extremos derechos o izquierdos como puntos de referencia para

la altura de los rectdngulos, se puede tomar cualquier punto z} en el sub-intervalo [z;_1, ;] (como por

171'_;'1'—1)

ejemplo el punto medio x} = y se obtiene una suma de la forma

S*(n) = (f(a]) + f@3) + ...+ f(ai) + f(@ip) + - flan 1)) Az,
y el limite serd el mismo. Veremos esto mas adelante en la secciéon de sumas de Riemann.
Ejemplo 2.22. Escriba las sumas izquierda y derecha.
1. f(x) =22 [0,2].
2. f(z) =23, 10,2].
3. flx)=¢€" [-1,1].
4. f(x) =senxz, [0,7].
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Figura 2.6: Funcién f(z) = x en el intervalo [—2,0].

{Areas negativas?

Hasta ahora hemos trabajado con funciones que tienen valores no-negativos en el intervalo de interés,
pero al ver la férmula en la definicién de A(f) = lim,, o0 2 =371 f(x;) tenemos que el célculo se puede
hacer incluso si la funciéon f toma algunos valores negativos.

Veamos por ejemplo la funcién f(x) = = pero ahora en el intervalo [—-2,0]. Como observamos en la
Figura 2.6, la region de interés sigue siendo un drea (al igual que antes, es un tridngulo de érea 2) Sin
embargo, si usamos nuestro esquema de aproximacién dado por la férmula A(f) = lim,, o0 =2 4y fw)
obtenemos que

lo que nos da

Ster(m) = 23 1 (-2+2)

2 2
(e

nizl n

2 & 2 27
B Sy

=1 i=1

— 442
=2

es decir, obtuvimos un ntimero negativo (por lo tanto jno puede ser interpretado como un areal). Sin
embargo, el valor —2 es exactamente el negativo del valor 2 que si es el area encerrada entre funcién y el
eje x. Esto no es casualidad pues se tiene que

Teorema 2.5. Si f es una funcidn continua y no-positiva en un intervalo I que contiene a [a,b], entonces
el drea encerrada entre el grifico de f y el eje x en el intervalo [a,b] estd dada por

-l Zf i)
donde A(f) estd definido en la Definicion 2.3.
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Demostracion. Basta notar que si f es no-positiva, entonces g(x) = —f(x) es no-negativa y el area
encerrada es entre el grafico de g y el eje x es la misma que la encerrada por el grafico de f y el eje z. B

Este resultado nos dice que nuestra definicion de “area” es solo un area cuando la funcién esta por
sobre el eje x, en tanto que es el negativo de un “area” cuando la funcién estd bajo el eje x. En general,
para una funcién f(z) que cambia de signo en un intervalo [a, b] tenemos que la cantidad A(f) no es el
area encerrada entre la curva y el eje x si no mas bien un drea neta que se calcula sumando las areas
encerradas en por la parte positiva y restando dreas encerradas por la parte negativa.

N

A1 A3

Figura 2.7: Funcién que cambia de signo en el intervalo [a, b].

En el caso de la Figura 2.7 tenemos la funciéon f(x) en el intervalo [a, b] cambia de signo, y si tuviéramos
a disposicién el valor de las dreas A1, As y A3 entonces

A(f)=—A1+ Ay — A3,

donde aparentemente vemos del dibujo que A(f) < 0 pues el drea Ay se ve mas pequena que la suma
de las dreas A; y Ay. Aprovechamos la instancia para volver a enfatizar que A(f) no es un area si la
funcién cambia de signo, pero si se puede utilizar para calcular el area si es que se tienen en cuenta las
observaciones antes dadas.

2.5.2. La integral definida

El objeto A(f) que definimos anteriormente no es bueno llamarlo A(f) pues llama al error de pensar
que es un area. Es por esto que definimos

Definicién 2.4 (Integral definida, primera definicién). Para una funcién f continua en un intervalo I
que contiene a [a,b] definimos la integral definida de f en [a,b] como

/bf(:z:)da:— lim b_iazn:f(ajLiA:U)
a N noia 7

n—oo

donde Ax = =2

n

Observacion 2.3. Notar que a pesar de usar el mismo simbolo de integral que la integral indefinida, ahora
se agregan los extremos del intervalo donde se esta trabajando. Ademads, en esta definicién no se usa en
ninguna parte el concepto de antiderivada. Volveremos a esto mas adelante.

De esta definicién y de las propiedades del area podemos deducir algunas propiedades importantes
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Proposicién 2.1. Sea f una funcion continua en un intervalo I que contiene a [a,b].
L[ flw)dz =
2. [Pedz = e(b—a)
3. [Jkf(z)de =k [} f(z)dz
4o (@) £ g(@) dx = [} f(z) dz + [} g(x) de
Si f(x) < g(x) entonces [ f(z)dz < [} g(x) do

6. Sic € [a,b] entonces
b c b
/af(ac)da::/a f(:c)dac—i—/C f(z)dx

Pseudo demostracion. 1. No hay érea.

R

2. Es el area del rectangulo.

3. S (n) = Bt STy kf () = k- B SO f(wi) = S5 (n).

der der
4, GHOE@) ) — bmasmn () gla) = A fa) £ 0 g(a) = SE (n) + 59 ().
5. Evidente.
[ |

Definicién 2.5. Sia < b entonces definimos

af(w) der = — bf(x)d:r
b a

Ejercicio 2.8. Calcular las siguientes integrales definidas.

—1 -2
3 3
2 (x +2)dz. 5 4z dz
0 1
2 2
3 |z| da 6 3z —1)dz
) -1

Ejercicio 2.9. Calcular f05 5f(x) dz suponiendo que

1. /f dx—5y/f
2/ :—Sy/f)f(x)da::—Q.

3, /O (4f(:z)—|—2)d:v:5y/25(9f(:n)—5)dm:1.

4, /jf(m)da:z?, /_Olf(a:)d:c:—l, /ff(x)dx:B,y/:f(x)dx:—
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2.6. Sumas de Riemann

Vimos en las secciones anteriores la idea de dividir el drea encerrada entre el grafico de una funcién f
y el eje = usando rectdngulos para poder asi calcular dicha 4drea mediante un proceso limite. Hicimos esto
usando una particién uniforme del intervalo [a, b], es decir, dividimos el intervalo en n sub-intervalos, cada
uno de longitud I’_Ta. Luego usamos el valor de f en algun valor z] de cada sub-intervalo.

Dicha idea se puede generalizar un poco si es que consideramos una funcién no necesariamente no-
negativa f, cualquier particion del intervalo [a,b] que consista de n sub-intervalos. Por ejemplo, podemos
considerar el intervalo [0, 4] y dividirlo en 4 sub-intervalos uniformemente, esto es

O=zg<1l=x1<2=29 <3 =23 <4 =04,
pero también podriamos tomar la particién
0=20<0b=21 <1,75=29 < 3,1 =23 <4 =ux4,

donde observamos que las longitudes de cada sub-intervalos son distintas. Asociada a esta particién
podemos definir, al igual que antes, una suma de areas de rectangulos para la funcién f(z), por ejemplo,
escogiendo el extremo derecho de cada sub-intervalo como valor de referencia, asi tendriamos una suma
(ver Figura 2.8)

S = £(0,5)(0,5 —0) + f(1,75)(1,75 — 0,5) + f(3,1)(3,1 — 1,75) + f(4)(4 — 3,1).

0,5 1,75 31 1

Figura 2.8: Suma de Riemman con particién no uniforme.

Para hacer esto mas general debemos primero hacer algunas definiciones.

Definicién 2.6. Dado un intervalo [a,b], una particién P del intervalo es un conjunto finito de valores
xo, T1,. .., %y € |a,b] tales que

1. xg=1, x, =0,

2. wi—1 < x; para cada i € {1,2,...,n}.
Definimos también la cantidad Ax; = x; — x;—1 para cada i € {1,2,...,n} que es la longitud del intervalo
i-€simo.

Definicion 2.7. Dada una particion P, definimos la norma de la particion como

[Pl = mix Auw;.
7

€{1,2,...,n
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Definicién 2.8. Dada un particion P = {xg,x1,...,Tn} del intervalo [a,b], una funcion continua f en
un intervalo I que contenga a [a,b], y una lista de valores C = {c1,ca,...,cn} tales que

¢ € [wi—1,2;) parai€ {1,2,...,n}

definimos la Suma de Riemann asociada a la particion P, la funcion f y al conjunto de puntos de evaluacion

C como
n

S(P,£,C) = f(es) A,

i=1

Ejemplo 2.23. Consideremos la funcién f(x) = 22

en el intervalo [0, 2]. Vimos anteriormente las sumas
izquierdas, derechas y de punto medio en particiones uniformes. Todos esos ejemplos son ejemplos de
sumas de Riemann.

También es una suma de Riemann la siguiente: Consideremos la particiéon P = {0, %, %, 2} y los puntos

C =1{0,1,2} entonces la suma de Riemann asociada es
1 1
Sp=0%--+1%-14+2%. - =3,
R 5 + + 5
,%, 1, %, 2} y la coleccion de puntos C = {0, %,
entonces la suma de Riemann asociada es

—0n2. - A — .= 22.7_——_—29 25.

WOt

Por otra parte si consideramos P = {0 ,2} (ver Figura 2.9)

2 2 2 4

—_
ol
[\

1
2

Figura 2.9: Suma de Riemman con particién uniforme y puntos arbitrarios.

Dentro de las diversas elecciones que tenemos para las sumas de Riemman, hay dos elecciones que son
muy importantes: la suma inferior y la suma superior (ver Figura 2.10).

Definicién 2.9 (Sumas inferiores y superiores). Dada un particion P = {xg,x1,...,2,} del intervalo

[a,b] y una funcion continua f en un intervalo I que contenga a |a,b], consideramos la lista de valores
M ={My, M, ..., M,} tales que M; = M;(f) satisface

f(M;) = méax f(z) paraic{1,2,...,n}

[$i— 1 7$i]

definimos la Suma de Riemann superior asociada a la particion P y la funcion f como

n

S(P. f) =) f(M;)Az;.

i=1
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(a) Suma inferior (b) Suma superior

Figura 2.10: Sumas de Riemann

Similarmente se define la Suma de Riemann inferior como

n

s(P,f) = f(mi)Ax;,

i=1

donde m; = m;(f) verifica

f(m;) = min f(x) paraie{1,2,...,n}.

[25—1,24]

Con la definiciéon de las sumas inferiores y superiores de Riemann podemos al fin definir la integral
definida para cualquier funciéon f

Definicién 2.10. Diremos que una funcion f definida sobre el intervalo [a,b] es Riemann integrable si se

cumple que

L= inS(P,f) - SUPS(Paf)a
P P

en cuyo caso definimos la integral definida de f en el intervalo [a,b] como

b
/ flx)de =L
a
y decimos que la funcion f es Riemann integrable.

Esta definicion la es apropiada, pues la existencia e igualdad de ambos limites garantiza que cualquier
otra suma de Riemann para la funcién (otra particién y otra eleccién de puntos C) entregue el mismo
resultado. La razén detras de esto es que si Sg(P, f,C) es cualquier suma de Riemann para la funcién f,
entonces

S(Pvf) < SR(P7f7C) < S(Paf)
puesto que en cada sub-intervalo se tiene que
fmi) < flei) < f(M),
luego gracias al teorema del encaje (o del sandwich) se puede concluir.

Teorema 2.6. Si una funcion f es continua en un intervalo I o si tiene solo discontinuidades de salto en

1, entonces f es una funcion Riemann-integrable y se cumple que

/abf(:r)dx:nlin;ob;alzn:f<a+ib;a>.

—1
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Teorema 2.7. Si f es una funcion continua en un intervalo I que contiene al intervalo [a,b], entonces la
funcion f es Riemann integrable.

En la practica utilizar la definicién via sumas de Riemann es poco practico en aplicaciones. Es por esto
que en la préxima seccién veremos una de las herramientas mas poderosas del calculo.

2.7. El teorema fundamental del calculo

Teorema 2.8. Sea f una funcidn continua en un intervalo I que contiene al intervalo [a,b], y sea F una
antiderivada de f en I. Entonces

/b f(x)dz = F(b) — F(a).

a

Idea de la demostracion. Dada una particién P = {xg, x1,...,z,} del intervalo [a, b] de la forma
a=x0 <21 <9< ...<Tp1<xp=">

entonces podemos escribir

F(b) = F(a) = F(xn) — F(x0)
F(zy) = F(xp-1) + F(zn-1) — F(zn—2) + F(zn—2) — F(2n-3)+
-+ F(x) = F(x1) + F(21) — F(xo)

= ZF(‘TZ) — F(Z‘i_l).
i=1

Por otra parte, del teorema del valor medio, tenemos que para cada sub-intervalo [r;_1,z;] existe un
nimero ¢; € [z;—1,x;] tal que

F(I‘Z) — F(.Z‘ifl) = F'(ci)(xi — .1‘1;1) = F(CZ‘)A.Z‘Z',
pero como F es una antiderivada de f tenemos que F’(¢;) = f(¢;) por lo tanto tenemos que

n

F(b) — F(a) = Zf(cz-)Axi,

=1

y de la definicion de la integral definida mediante sumas de Riemann, tenemos que

/abf( :hmeczA:cZ—() F(a)

IPl—=0:=

lo que concluye la demostracion. |

El gran mérito de este teorema es que conecta dos conceptos que en principio no tienen motivo para
estar relacionados: antiderivadas y area bajo curvas.

3 4
Ejercicio 2.10. 1. / 23 de. 3. / 3vz dz.
1 1

2 2
2. / (2 — 3) du. 4./ (22 +1)2 da
1 —2
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2 2
5. / |22 — 1| dz. 8. / cos z dz.
0 0
4 ™
6. / e do. 9. / sen x dz.
1 0
51 %
7. / — da. 10. tan x dx.
1 a3 s
Ejercicio 2.11. 1. Calcular el drea encerrada por y = 222 — 3z + 2 y el eje x en el intervalo [0, 2].

2. Calcular el drea encerrada por y = tanz y el eje x en el intervalo [—7, T].
El teorema fundamental del calculo se puede escribir de la siguiente forma.

Corolario 2.1 (Teorema del cambio neto).

[ 1@ =10 - 1),

Una de las virtudes de esta escritura es que permite entender algunas aplicaciones?. Por ejemplo, si la
tasa instantanea de crecimiento de una poblacion esta dada por % entonces el teorema del cambio neto

aplicado a la funciéon P(t) dice
tr dp
L dt = P(th) - Plto)
to  dt
que si miramos el lado derecho vemos que es exactamente AP, la variacién neta de la poblacion en el
periodo de %y a ty.
Otro ejemplo puede ser cuando C(x) representa el costo de producir « unidades de cierto producto. En

este caso C'(z) es el costo marginal asociado y el teorema del cambio neto nos dice
z1
/ C'(x) dz = Cz1) — C(x0)
o

que no es otra cosa que el costo adicional en que se incurre al cambiar la produccién de zy unidades a z7
unidades.

Sustituciones

Cuando tenemos una integral definida, podemos realizar una sustitucion antes de realizar la integracion.
Por ejemplo, si queremos calcular

/12(:1: +1)*dz

podemos realizar la sustituciéon v = = + 1, sin embargo los limites de integracién también deben ser
modificados, pues en la integral original, la variables x recorre el intervalo [1,2] pero cuando escribimos
la integral en la variable u debemos identificar donde vive dicha variable. En este caso particular, basta
notar que u = x + 1 lo que significa que la variable u vive 1 unidad a la derecha de la variable x, es decir,
en el intervalo [2,3]. Ademés como du = dz, la integral definida queda

3
/ ut du
2

2Recordar que si f(z) es una funcién, entonces f’(x) representa la tasa o razén de cambio instantdnea de la funcién con

respecto de la variable x.
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u=3
y el Teorema Fundamental del Calculo nos dice que f23 wrdr = %—5 % — £, Esto se puede sistematizar

u=2
a casos mas generales mediante el siguiente

Teorema 2.9. Siu : [a,b] = R es una funcion diferenciable tal que u'(x) dx es continua y si f es continua

/ flu x)dr = /u:j) f(u) du.

4 5
Ejercicio 2.12. 1. / V37 + 4. 5. / ze” dz.
0 0

2. [ L4 Y %)°d

5 i s
3. / /1 + xdz. 7./0 cos(m+§)dx.
1

4. / In—xd:r 8. / sen x cos x dx.

en el rango de u entonces

Proposiciéon 2.2. = Si f es par, entonces/ z)der = 2/ f(x
—a

= 57 f es impar, entonces flx)dx =
—a

2 2 T

Ejemplo 2.24. 1./ xde:Q/ 22 dz. 4./ senz = 0.
—2 0 —T

2/ x—l—l :U—2/ gp-|-1 5/ﬂtanx:0.
1

tan
3. / cos:z:—2/ CcOoS I. 6/ dx
0 11422+ 24

Integracién por partes
El teorema de integracién por partes aplicado a integrales definidas queda como

b
/ udv = uv
a

b

b
—/ v du,
a a

b

donde la notaciéon uv| significa
a

Ejercicio 2.13. Calcule las siguientes integrales.

/9 lnydy

2. ; ﬁdt

1
3. / arctan z dx.
0
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2.7. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Teorema 2.10. Sea f una funcion continua en el intervalo I, y sea a € 1. Si definimos la funcion
F:I—R como

entonces

y F(a)=0

Corolario 2.2. Sea f una funcion continua en el intervalo I y considere funciones diferenciables a,b :
R — I tales que a(x) < b(x) para todo . Si definimos la funcion F : R — R como

entonces F' es diferenciable y

F'(z) = f(a(x))d' () — f(b(2))V (z)

Demostracion. Si consideramos ¢ € I y la funcién G(z) = [T f(t) dt, entonces podemos escribir F(z) =

G(a(z)) — G(b(z)), y por lo tanto la regla de la cadena nos dice que
F'(x) = G'(a(z))d () — G'(b(x))V (z)

de donde el resultado se obtiene al notar que G'(z) = f(z). |

Ejercicio 2.14. Encuentre la derivada de la funcién

ot

L f(z) :/Ox V1t 2t

2x
) / t2 dt.
0

2. g(z) :/0 e 'ntdt. ) /ez 2 dt.
0

(@)

. I P at
3. Sis>0, ’y(w)—/o " e dt. 7. /1 sectdt.

x 2
4. S(z) :/0 sen (;) dt.

Teorema 2.11 (Teorema del valor medio integral). Si f es continua en un intervalo I que contiene al

T

[+
/ e tsentdt.
C

0S T

oo

intervalo [a,b], entonces existe ¢ € [a,b] tal que

[ f@) @ = 1@~ 0).
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

2.8. Area entre curvas

Unificando un poco lo que vimos en las secciones anteriores tenemos la siguiente relacién entre integral
definida y area:

Definicién 2.11. Sea f una funcion continua en un intervalo I que contiene a [a,b]. El drea encerrada
por el grifico de la funcién y el eje x en el intervalo [a,b] estd dada por

b
AW = [ 1@ da

esta formula se puede reescribir de la siguiente manera

A= [ 7@ -0l as,

donde el “0” representa el a la funcién g(z) = 0 que tiene como gréfico al eje z. Recordando que obtuvimos
esta formula mediante un proceso de aproximaciéon usando rectangulos podemos verificar que el 0 tiene
sentido pues lo que usamos como altura de nuestros rectdngulos era el valor f(x;) que corresponde
precisamente al largo de ese lado. Sin embargo, si usamos la misma idea para calcular el area encerrada por
dos curvas, y = f(x) e y = g(z), notamos que la altura del rectangulo i-ésimo esta dada por |f(x;) — g(x;)],
donde se cumple que
f(@i) = g(@s) si f(xi) = g(@s)
< gl

\f(xz) - g(wz)| = {g(%) _ f(l‘z) si f(l‘z) ( )

a x1 X T b

En vista de esta observacién tenemos el siguiente

Teorema 2.12. Sean f y g dos funciones continuas en un intervalo I que contiene a [a,b]. El drea
encerrada entre los graficos de las dos funciones en el intervalo [a,b] estd dada por

b
| 17@) = (@) da.
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2.8. AREA ENTRE CURVAS

Ejemplo 2.25. Area entre y = ¢® e y = x en el intervalo [0, 1].

En este caso el area es

1 2 1
A:/ (e“—x)dx:<e’”—m>‘ :e—g.
0 2 0 2

Hay situaciones donde no se especifica el intervalo [a,b] pero que se pueden determinar mirando el
grafico de las funciones.

Ejemplo 2.26. Area entre y = 2% e y = 22 — 22 = 2(2 — z).

En este caso primero debemos determina la interseccién de las curvas: 22 = 2z — 22 = 22 = z de
donde se deduce que £ =0 o x = 1. Asi el area se puede calcular como

1 223\ 1 1
= — 2— 2 = 2—7 = —
A—/O (22 — x* — 2°)dx (1: 3 > ’0 3

Ejemplo 2.27. Area entre y = cosz, y = senz en el intervalo [0, %]

31

N
NI

Nuevamente hay que calcular las intersecciones, en este caso cos(z) = sen(z) si x = 7 + k7 pero solo 7§
esta en el intervalo, asi

jus
A:/2 |cosx — sen x| dz
0% bl
:/ (cosx — sen x) dx—i—/ (senz — cosz) dx
0 I

s

= (senz + cos ) ‘; + (—cosz —senx)

[SERNTE
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

[l ) o] o (o ond) - ()
= sen4 COS 4 sen COS COS B sen B) COS 1 sen4

SRR
4
:ﬁ_z

=2(v/2-1).

Hay situaciones donde se tienen funciones x = f(y) y donde es conveniente utilizar rectangulos

horizontales en vez de verticales, esto permite calcular dreas como

[ 1)~ sl ay

Usando lo anterior, tenemos que el drea encerrada es

4 2 4 2 2 3
y° —6 / y y: oy 4
1) — dy = —Z 43|dy=(Z—-Z +3 )
/_2 (y+1) ( 3 )’ Y _2<y 3+> Y (2 9 " y)’_2
z2-6

Otra manera de pensar esto es que el drea es la misma que entre las funciones y =z +1 ey = %5

5,,

) :

2.9. Volumenes

Vimos que la integral definida se puede utilizar para el calculo de areas en el plano. Usando el mismo
razonamiento, podemos utilizar integrales definidas para calcular volimenes tridimensionales, esto es,
mediante la divisién de la regién de interés en “pequenios” volimenes que sean mas simples de calcular.
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2.9. VOLUMENES

2.9.1. Sélidos de revolucion

Estos son cuerpos tridimensionales que resultan de hacer girar una regién plana en torno a un eje de

rotacién. El ejemplo mas simple de esto es el cilindro circular, que se obtiene de girar un rectangulo en
torno a uno de sus lados.

h=0b—a

h=b-—a

El volumen del cilindro se puede calcular mediante la férmula V,; = 7Rk, donde R denota el radio de la
base circular y h es la altura del cilindro. Una manera de entender esta férmula es observando que el area
del circulo de la base del cilindro es A = 7R? y dicho circulo se va “moviendo” a lo largo del cilindro por
h unidades, esto es, el volumen se obtiene al multiplicar el area de la base por la “altura®” del cilindro.

Usando que conocemos el volumen de un cilindro circular recto (o disco), y la idea desarrollada en la
definicién de la integral definida podremos calcular el volumen de sélidos de revolucion.

Definicién 2.12. Un sdlido de revolucion, es un objeto tridimensional que se obtiene de rotar una region
plana en el cuadrante positivo del plano cartesiano en torno al eje x o al eje y (o en general respecto a
cualquier eje en el plano que no atraviese el sélido).

Usualmente utilizaremos regiones planas que estan delimitadas por graficos de funciones en un
determinado intervalo. Partamos con un ejemplo.

Ejemplo 2.29. Consideremos la funcién f(x) = 6 — z y la regién delimitada por esta funcién y el eje x en
el intervalo [1, 5]

1 5)

3En este caso el cilindro se dibuja acostado por razones técnicas. Ya veremos que pasa con el cilindro vertical.
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

Si rotamos esta porcién del plano en torno al eje x obtenemos un cono circular truncado

Entonces la pregunta que surge es como calcular el volumen del cuerpo construido a partir de una
revolucién. Una estrategia para hacer esto es aproximar el volumen como una suma de volimenes mas
pequetios conformados por discos como muestra

~—
oS~ Ax
\ =
|
\\ | T——
\ (@) T —
Il ; |
1 : T 5
\ | e
/ —
/ —
/ —
/ /
a —
/

Por ejemplo, podemos dividir el intervalo [1,5] en n sub-intervalos iguales de largo Az = % y en

cada sub-intervalo aproximar el volumen del sélido por el volumen de un cilindro de base circular con
radio R; = f(z;) donde z; es algiin valor en el sub-intervalo, por ejemplo, el extremo derecho del intervalo:
x; = a + 1Az y la “altura” del cilindro es Ax. Con esto podemos decir que el volumen del sélido de
revolucién es aproximadamente la suma de todos los volimenes de los cilindros circulares, es decir

n n
Volumen aproximado = Z TR} Ax = Z m(f(x:))* Az,
i=1 i=1
pero esta ultima suma corresponde a una suma de Riemann usando extremos derechos para la funcién
7f(x)?, por lo que si nos vamos al limite cuando n — oo, por una parte obtendriamos el volumen del
solido y por la otra obtendriamos una integral definida, esto es

Volumen = /5 mf(x)? dr, (2.7)
1

en nuestro caso la funcién es f(z) = 6 — x por lo que obtenemos que el volumen de nuestro sélido de
revolucion es
(z - 6)°

6— )% da = —r|-—+2
/1 ﬂ-( -T) . m 3 =1 m ( 3 + 3 )

Observacion 2.4. Notar que si hacemos la integracién en el intervalo [1, 6]

(:1:—6)3€6:6_ 5:’ _7T'52'5
5 oy =T\ ) T

6
/ (6 —x)’de =7
1

mr2h
3

que coincide con la férmula Veg,e =
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2.9. VOLUMENES

Teorema 2.13. Para el solido de revolucion generado a partir de la rotacion de la region plana delimitada
por la funcion f(x) y el eje x en el intervalo [a,b] se cumple que el volumen del solido resultante es

W/abf(:c)de

Ejemplo 2.30. Rotar la regién encerrada entre f(x) = 22 y el eje 2 para x € [0,2] en torno al eje = y
calcular el volumen del sélido resultante.

CRE

El volumen de este sélido es

b 2 2 252 327
_ 29 2 _ _
V—W/(lf(a;) dx—ﬂ/o (ac) dx—ﬂ5‘0— 5

Ejemplo 2.31. Rotar la regién encerrada entre f(z) = sen(z) y el eje x para x € [0, 7] en torno al eje x y
calcular el volumen del sélido resultante.

El volumen de este sélido es

=

V:

3

I
3
hm\
@0
D
=}
no
—
8
N—
oL
8

I
3
N

I
3
NN N8

7 N N

l\D" =,

Ejemplo 2.32. Rotar la regién encerrada entre f(x) = v/r2 — 22 y el eje x para x € [—r, ]| en torno al
eje = y calcular el volumen del sélido resultante.
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

El volumen de este sélido es

La idea de dividir el sélido en pequenos cilindros no aplica si el sélido no tiene la simetria de revolucion.
La idea consiste nuevamente en dividir la region, pero ahora no en discos circulares, si no mediante
secciones transversales al s6lido y formando discos que tienen una base cuya area podamos calcular.

Definicién 2.13. El volumen de un sélido que tiene secciones transversales de drea A(z) al nivel x acotado
en la region a < x < b se puede calcular como

/ab A(z)dx

Ejemplo 2.33. Use una integral definida para calcular el volumen de una pirdmide de base cuadrada que
tiene una altura h.

En este caso el area de la seccién transversal al nivel x se puede obtener mediante la relacién de
tridngulos semejantes:
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2.9. VOLUMENES

o
[
R

x
h
x ax
Es decir — = —, de donde obtenemos que y = — y
Yy ooa h
2,.2
5 a‘w
Alx) =y" = Y
por lo tanto el volumen de esta pirdmide se puede calcular como
h 242 a2 3\ _ a’h

h
Vpirémide:/o A(z)dz = 2 YT nrsl T 3
Ejercicio 2.15. Usar una integral definida para encontrar el volumen de una piramide cuya base es un
triangulo equildtero de lado a y cuya altura es h.
Regiones acotadas por arriba y por abajo

La misma idea aplica para calcular el volumen de regiones que son el resultado de encerrar una regiéon
entre dos funciones f(z) y g(x) en un intervalo [a,b] como se ve en las figuras siguientes

Teorema 2.14. Para el sélido de revolucion generado a partir de la rotacion de la region plana delimitada
por los grdficos de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [a,b] alrededor del eje x, donde f(x) > g(x) en
[a,b], se cumple que el volumen del sélido resultante es

w [ 1@ - 9]
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

2

Ejemplo 2.3/ . La region encerrada por las curvas y = x e y = x“ se gira en torno al eje z. Calcule el

volumen del sélido resultante.

Ejemplo 2.35. También se puede hacer una rotaciéon en torno a otro eje paralelo al eje x. Por ejemplo, se
puede calcular el volumen del solido resultante al rotar el drea encerrada entre y = x e y = 22 en torno al
eje y = 2.

En este caso el area de la seccién transversal se puede calcular como
A@) =7 [(2-2%)? - (2-2)7],

por lo tanto el volumen del sélido se puede calcular como

‘/:77/01 [(2—962)2—(2—33)2] dx

2.9.2. Rotacién en torno al eje y

También se pueden generar sélidos de revolucion haciendo girar la figura plana en torno al eje y en
cuyo caso la idea de los discos para dividir el sélido sigue funcionando, solo que debemos tener cuidado de
como calcular dichos voliimenes.

Ejemplo 2.36. Considere la funcién f(z) = % y la regién delimitada por la funcién f(x) y el eje y cuando
los valores de y estan entre 1 y 5 como en

5 B
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2.9. VOLUMENES

Al rotar esta region en torno al eje y nuevamente se obtiene el sélido de revolucion

5 1 1 5

/S —)
/ \
/ R\
=
pe \ ™
/_{ ______________________ _\_ >
— = ——

para obtener que

n
Volumen aproximado = » TR(y:)*Ay,
i=1

donde en este caso R(y) es la funcién inversa de f(z) = 2 es decir R(y) = %

Si generalizamos el ejemplo anterior y pasamos al limite obtenemos el siguiente

Teorema 2.15. Para el sélido de revolucion generado a partir de la rotacién de la region plana delimitada
por la funcion f(x) y el eje y para valores de y € [c,d] se cumple que el volumen del solido resultante tiene
un volumen dado por

d
w [ W)

donde f~'(y) es la funcién inversa de f(x).

Cascarones

Otra manera de hacer la rotacién en torno al eje y de una regién plana acotada por una funcién f(x) es
mediante el método de los cascarones cilindricos (o arandelas). El método consiste en considerar cascarones
de cilindros para aproximar el volumen.
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

Si observamos que el volumen de un cascaron se puede calcular como

v = Vs .
cascaron cilindro exterior

= nrih — wr3h

= o 7}
_ o T+ 1o
2
= 2nrhAr,
donde 7 = ”;”7
por

cilindro exterior

h(rl — ’1“2)

y Ar =r; — ro. La formula que dice esencialmente que el volumen del cascarén estd dada

Veascarén = [circunferencial - [altura] - [espesor]

entonces para el volumen de la figura

tenemos que

Va Z 2rx; f (z;) A,
i=1

pero esta aproximacién no es mas que una suma de Riemann para la funcién 27z f(x), es decir tenemos

que

Teorema 2.16. El volumen del solido que se obtiene al hacer girar alrededor del eje y la region bajo la

curva y = f(x) desde a hasta b desde a hasta b es

V= 27r/ba:f(x)dx.

Ejemplo 2.37. Determine el volumen del solido que se obtiene al rotar en torno al eje y la regiéon acotada

por la funcién f(z) = 222 — 2% e y = 0.
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o )

En este caso tenemos que

b 2 4 5 2 1
V:27T/ a:f(:z:)dx:27r/ z(22? — 2%)dz = 27 r_r ‘ :E.
a 0 2 5 0 5

Ejemplo 2.38. Calcule el volumen del sélido obtenido al hacer girar alrededor del eje y la regiéon encerrada

entrey:a:ey:a:Q.

En este caso, la altura de cada cascarén cilindrico es de la forma h = f(z;) — g(x;) donde f(z) > g(x),
de donde obtenemos que

b 3 2t ™
V:27T/a l‘(f(l?)—g(:ﬂ))d$:271'/0133(5[}—332)(13?:277' <3—4> )(1):6'

Ejemplo 2.39. También se puede hacer una rotaciéon en torno a otro eje vertical que no sea el eje y, por
ejemplo se puede girar la regién anterior en torno al eje x = —1.

En este caso es lo mismo que rotar el area encerrada entre las funciones f(z + (—1)) y g(z + (—1)),

85



CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

por lo tanto el volumen es

V =

[\

2
77/1 r[(-142) (-1 +2)?)] do

2
= 27T/ [—233 + 322 — ;1:3} dx
1

41 2
o |2 3
T |-z +x 4]’1
2 3 : 2 3 1
=2 2 22— — | — -1 1° —
_7T
=5

Ejercicio 2.16. Hacer el célculo usando rodajas e integrando en el eje y.

2.10. Promedio de una funcién y el teorema del valor medio integral

Cuando tenemos una serie de datos yi1,y2,...,yn €l promedio de dichos datos se puede calcular como
n

> Y-

k=1

Esta idea se puede generalizar para el caso en que los datos yi sean los valores de cierta funcion, es decir

S|

g:

yr = f(xr), en cuyo caso el promedio seria

1 n
k=1

Este caso puede ocurrir, por ejemplo, cuando f(z) es una funcién que modela algin fenémeno de la
naturaleza. Un caso simple de presentar es cuando f(x) representa la presién atmosférica medida a una
elevacién de x metros sobre el nivel del mar. Si con un barémetro medimos la presién a distintas altitudes,
entonces el promedio de esos valores es una aproximacion a la presion atmosférica promedio de la region en
donde se hicieron las mediciones. Si hacemos cada vez mas mediciones a altitudes cada vez mas cercanas
entre si, entonces mejoramos la aproximacién y esperamos que cuando el nimero de mediciones tienda a
infinito, entonces tengamos efectivamente la presion atmosférica promedio de la regién.

En general, si f(x) es una funcién en un intervalo [a, b] entonces podemos definir el promedio de dicha
funcién como

R 1 . b—a 1 & 1 b
F= i 3% o) = i =0 3 S = i o S e = [ ) ds

86
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2

Ejemplo 2.40. El valor promedio de la funcién y = x* en el intervalo [—2, 1] se puede calcular como

1 ! 131 1/1
:f/ dex:fx— :<—|—8>:1
3J.9 332 3\3 3

Y

[u

i) 1
Una de las propiedades del promedio es que, si la funcién tiene solo valores no-negativos, entonces

el promedio f multiplicado por el largo del intervalo b — a corresponders exactamente al drea encerrada
entre el grafico de la funcién y el eje x, esto es evidente al escribir la férmula

_ b
p-af= [ @ d.

Teorema 2.17. Sila funcidn f es continua en [a,b] entonces existe un valor ¢ € [a,b] tal que

B b
f(c):f:bia/a () da

Este teorema se aprecia en el ejemplo anterior para ¢ =1y ¢ = —1 pues

|
S~ |

9 1 1

F)=f-1)=1=F

Ejemplo 2.41. La velocidad promedio entre dos tiempos t; < t2 de un vehiculo que tiene una ubicacién
s(t) al tiempo ¢ se puede calcular como

As  s(ta) — s(t)
At tg—t;

Si consideramos la funcién velocidad v(t) entonces se sabe que v(t) = s'(t) y si calculamos el valor promedio
de la funcién velocidad en el intervalo de tiempo [t1, t2]es

U= ! /tQU(t)dt— ! /tQSI(t)dt—— ! s(t)

to —t1 Jy to —t1 Juyy to —t1

f_ s(ta) —s(t1)

t1 tg —11
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2.11. Integrales impropias

Cuando definimos la integral definida siempre trabajamos en intervalos finitos de la forma [a, b] y ademés
el teorema fundamental del célculo requeria que la funcién fuese continua (o solo con discontinuidades de
salto) en dicho intervalo. Sin embargo hay situaciones donde algunas esas condiciones no ocurre.

b
Definiciéon 2.14. Una integral definida / f(z)dzse dice impropia si

a
» Fl intervalo de integracion es infinito, esto es a = —o0o 0 b = +00, 0 ambos simultineamente.

» Sila funcion f(x) tiene una discontinuidad infinita en [a,b].

Si la integral definida es impropia y el resultado de la integracion es un numero finito, diremos que la
integral es convergente, en caso contrario diremos que la integral es divergente.

11
Ejercicio 2.17. 1./ —dz
-1
o
2./ e ”
0
4 1
3. —d
/—oo z? v
o0 2
4./ e ¥ senxdx
—0o0

Para poder calcular estas integrales, primero debemos entender que es lo que significan. Para ello
estudiamos tres posibles casos que determinan si una integral es impropia: intervalo infinito o bien una
funcién que se vuelve infinita.

2.11.1. Intervalos infinitos

Intervalos de la forma [a, c0)

[e.e]
Una integral de la forma / f(z) dx se entenderd como un limite de integrales cada vez realizadas

sobre intervalos de la forma [a,a b] donde b es cada vez mas grande, esto es
00 b
/ f(z)dzx = lim / f(x)de.
a b—oo Jg

Sl |
Ejercicio 2.18. 1. / — duz.
1 T

o0
2. / e *dx.
0
[o.¢]
3. / (1 —2x)e *duz.
1
(o] —x
4. / e~ *senx dx recordando que [e *senxdr = —%- (cosx + senx).
0
> ]
9. / —dz.
1z
o0
6. / - dx es convergente si p > 1y a > 0, y es divergente si p < 1.
a X
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Intervalos de la forma (—oo, b

b
Una integral de la forma / f(x)dz se entenderd como un limite de integrales cada vez realizadas

o0
sobre intervalos de la forma [a,b] donde a es cada vez mas negativo, esto es

/boo f(x)dx = agmw/abf(:v) dz

|
FEjercicio 2.19. 1. / — da.

oo X2
0
2. / e’ dx
— o0

x
3. / e” cos z dz recordando que [ e® coszdx = & (cosx + senwx).

4. / —dx

Intervalo de la forma R = (—o0, 00)
Una integral de la forma / flx)dx = / f(z) dx se entendera como un doble limite, esto es, utilizando

/f da:—/ fla dx+/f

donde ¢ es un ntmero real arbitrario.

o0 2
Ejercicio 2.20. 1. / re * dw.
—00

(o)
2./ e 17l dg.
—0o0

3. /OO f(z)dz donde

los casos anteriores

1 sifz|<1

si|z| > 1.

© 1
N —
0 1+QZ2

2.11.2. Funcién infinita en un intervalo finito

b
Integrales de la forma | f(z)dz donde hm f(z) = +0

z—a™t

Si la funcién es continua en (a,b) pero f(z) se vuelve infinita al acercarse a x = a entonces definimos

/abf( dz = lim f()

c—at

|
FEjercicio 2.21. 1. / —dz.
0

NZ
2. / Inzdz.
0
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b
Integrales de la forma / f(x)dx donde lim f(z)= +o0

r—b—

Si la funcién es continua en (a,b) pero f(z) se vuelve infinita al acercarse a © = b entonces definimos

[ @ 1 [ s

1
FEjercicio 2.22. 1. /
0

0
2./ In |z| dz.
-1

b
Integrales de la forma / f(xz)dx donde igmc f(z) = £oo para c € (a,b)

Si la funcién es continua en (a,b) pero f(z) se vuelve infinita al acercarse a © = ¢ entonces definimos

/abf(x)da::/acf(m)dx—i-/cbf(x)dx

usando los casos anteriores.

FEjercicio 2.23. 1. / — dx.

122
2. / —dz.

b
Integrales de la forma/ f(x)dx donde lim f(z)=4oc0y lim f(x)=+o0

x—b~ z—at

Si la funcién es continua en (a,b) pero f(x) se vuelve infinita al acercarse tanto a x = a como a = b
entonces definimos

b b—h
/af(a:)dlellii% o f(z)dx

Ejemplo 2.42. Para calcular dz notamos que

1
| 7=

2 SN U ¢
= [ —— u=x— -, du=dzr,u€[—=, =
Vi " ! g T EHEEITY
1 1 1
= / p— cosvdv u =5 senv, du = 3 cosvdv,v € [fg, g]
=v+C

= arcsen(2u) + C
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=arcsen(2z — 1)+ C

por lo tanto

/01 33(11_37) dx = arcsen(1) — arcsen(—1) = g — (_W> —

o

6_\/5

= —2e”

o0
Ejemplo 2.43. 1. / .
0

>~ 1 1 o0
0o X 0

Hay veces en que queremos saber si una integral impropia es convergente o divergente antes de encontrar
una antiderivada, o incluso en casos en que no se pueda encontrar dicha antiderivada. Por ejemplo nos

o0 2
/ e ¥ dx
—0Q

es convergente o divergente. Para ello tenemos el siguiente

interesa saber si

Teorema 2.18 (Criterio de comparacién). Sea I un intervalo infinito y sean f y g dos funciones continuas
en I tales que 0 < f(x) < g(x) para todo x € I, entonces

1. Si/g(m) dz < oo entonces /f(a:) dz < oo.
1 1

2. Si /f(:n) dz = 0o entonces /g(m) dz = .
I I

Demostracion. Eso es una simple consecuencia de que / flx)dx < / g(x) dz por la monotonia de la
I I

integral. |

o0

Ejemplo 2.44. Estudiamos la convergencia de / e~** dz. Para ello notemos que
—0o0

00 0 00
/ e~ dx = / e~ dz + / e dx

0
:—/ u du+/ % dg u=—x, du=—dx

:/ “du+/

luego tenemos que estudiar dos integrales, la primera es propia pero podemos decir que e < 1si

z € [0, 1] por lo tanto
1 1
/ e da S/ 1dx =1,
0 0

y por otra parte e <eTsiz>1 luego

oo 2 o0 1
/ eV dx < / e Tdx = —,
1 1 e
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CAPITULO 2. CALCULO INTEGRAL

de donde concluimos que la integral original es convergente, y ademas

00 1
/ e_$2dx§1+7.
e

—00

De hecho usando herramientas de cdlculo en varias variables se puede obtener que

/ e dr = V.

oo
Ejemplo 2.45. La integral / sengx) dz es convergente pues
1 x
sen(x) 1
<
x2 | T a2
y o 1
—dzr=1
/1 2
o0 1
Ejemplo 2.46. La integral / — dx es divergente pues
3 T—e
1
> —
r—e " x
y
S|
/ —dz = 4o0.
1
1
Ejemplo 2.47. La integral / dz es convergente pues
3 xT+er
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Capitulo 3

Series y series de potencias

3.1. Sucesiones
Una sucesién es una lista ordenada de niimeros, un ejemplo de aquello es la lista de ntimeros naturales
1,2,3,4,...,m,...
o la lista de niimeros pares de menor a mayor
2,4,6,8,10,...,2n,....

En general, una sucesién serd una lista {a,a2,as,...,ay,...} donde a; serd el primer término, ay el
segundo y asi sucesivamente. El n-ésimo término de la lista se denotard a, y su sucesor serd an41, el cudl
siempre estara en la lista.
Denotaremos una sucesién de distintas formas, por ejemplo (an)nen, {a@n}tpens (@n)ne1, {an}, etc.
Las sucesiones pueden ser dadas en distintas formas, como mostramos al principio, se puede entregar
la lista ordenada de ntimeros, como por ejemplo

{1,-1,1,-1,1,-1,...},
a veces se entrega una férmula para el término n-ésimo
(an)nEN donde a,, = (_1)n+1’
o a veces se dan férmulas de recurrencia para ir calculando los diferentes términos de la sucesion
(an)nen donde a1 = 1,ap41 = —ay.

Es importante sefialar que en diversos casos no hay una féormula que ilustre el comportamiento de la
sucesiéon, por ejemplo, podemos considerar la sucesion de los digitos en la expansién decimal de 7, es decir,

{3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,9,...}

pero sin la ayuda de un computador no podemos conocer el elemento 10.000 de esta sucesion.
Una pregunta natural que se puede hacer cuando se trabaja con sucesiones es jqué ocurre con el
término n-ésimo a medida que n se hace cada vez mas grande? Para responder esta pregunta utilizamos el

concepto de limite.
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CAPITULO 3. SERIES Y SERIES DE POTENCIAS

Definicién 3.1. Una sucesion (ay,) tiene un limite L y lo expresamos como

lim a, = L o anp —— L
n—oo n—oo

st podemos hacer que los términos a,, se aproximen a L tanto como se quiera tomando n lo suficientemente
grande. Si limite de a,, existe, se dice que la sucesion converge (o que es convergente). De lo contrario, se
dice que la sucesion diverge (o es divergente).

1
Por ejemplo, si consideramos la sucesién cuyo término n-ésimo estd dada por a,, = — notamos que a

medida que n se hace cada vez mas grande, entonces el valor de a, se va acercando cada vez mas a 0. Esta
1

idea intuitiva es lo que nos lleva a decir que el limite de la sucesién a,, = — es 0.
n
Para hacer mas rigurosa esta definicién necesitamos lo siguiente
Definicién 3.2. Una sucesion (ay,) tiene un limite L y lo expresamos como
lim a, = L o anp —— L
n—oo n—oo
st se cumple lo siguiente: Para todo € > 0 existe un ng € N tal que si n > ng entonces

la, — L| < e.

La intuicién detras de esta definicién es que si tomamos una lupa con cualquier coeficiente de
“magnificacién” (esto serfa el rol del € > 0) y miramos L con esta lupa, entonces veremos a todos los
elementos de la sucesiéon que tienen n suficientemente grande muy cerca de L.

Ejemplo 3.1. Suponga que f(x) es una funcién sobre la cual sabemos de antemano que xl;ngo f(x)=1L,

entonces la sucesion dada por a, = f(n) es convergente y

lim a, = L.

n—oo
. . 1
Ejemplo 3.2. La sucesién dada por a, = " es convergente para todop >0y
1
lim — =0,
n—o0 nP

1
esto pues f(x) = — converge a 0 cuando z — oo.
x
Definicion 3.3. Diremos que la sucesion a, diverge a oo si para cualquier M > 0 existe un ng € N tal que
an, > M para todo n > ny.

En otras palabras, esto dice que los términos de la sucesién se hacen cada vez mas y mas grandes a
medida que n va creciendo. Para nosotros, ese sera el concepto de diverger a infinito.

Ejemplo 3.3. La sucesién a,, = n es una sucesién que diverge a co. Notar que se puede escribir

an =

3\»—!‘ =

Proposicién 3.1. Sean (ay) y (byn) dos sucesiones convergentes, y sea k una constante. Entonces
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. lim k= k lim a,
e s lfim I» — nooo si lim by # 0
n—oo p lim b, n—00
» lim (a, +b,) = lim a, £ lim b, n—00
n—00 n—00 n—00

s lim ka, =k lim a,
n—0o0 n—oo

» lim (anb,) = lim a, - lim b, » lim a? = {lim an}p sip>0ya,>0
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00
Teorema 3.1 (Sandwich). Sean (ay) y (bn) dos sucesiones tales que ay, — Ly by, — L Suponga
n—oo n—oo

que (c,) es otra sucesion tal que an < ¢, < b, para todo n suficientemente grande. Entonces (c,) es
convergente y

lim ¢, =L
n—oo

Ejemplo 3.4. Notar que a, = e " cos(n) satisface que —e " < a,, < e~ y como e~ " — 0 entonces
n—oo
a, —— 0.
n—oo

Corolario 3.1. Sea (ay) una sucesion tal que lim |ay| = 0 entonces
n—o0

lim a, =0
n—o0

Ejemplo 3.5. Calculemos algunos limites de sucesiones.

n

1

1. a, = —
n+1 n—ooo

n?+1
,/n2+n+3 n—00 0

2. a, =

B Inn

3. a, = — — 0. Recordar L’Hospital.
n n—oo

4. a, = ne”™ —— 0. L'Hospital.
n—oo

5. ap = (—1)" es divergente.

=
6. a, = — 0
n n—00
0 si—1<r<l1
1 sir=1
7. ap=1r" —>r
n—=oo | 0o sir>1

diverge sir < —1

Teorema 3.2. Sea [ una funcion continua y sea (ap) una sucesion tal que ap, — L, entonces
n—oo
flan) —= F(L).

Ejemplo 3.6. a,, = cos> (%r) n—>—oo>1
! 1-2-3-4-...- 1
Ejemplo3.7.0§an:n—n: ng——>0
n n-n-n-4-...-n - n norxo

Definicién 3.4. Una sucesion (ay) es

» Creciente si an < any1 para todo n.
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= Decreciente st ay > an+1 para todo n.
Una sucesion se dice mondtona si es creciente o decreciente.

1
Ejemplo 3.8. La sucesion — es decreciente, mientras que la sucesién 1 — e™" es creciente. La sucesion
n

(—=1)™ no es ni creciente ni decreciente.

Definicién 3.5. Una sucesion (ay,) se dice
= qacotada por arriba si existe M € R tal que a, < M para todo n.
= acotada por abajo si existe m € R tal que a, > m para todo n.

Si la sucesion es acotada por arriba y por abajo simultdneamente, entonces simplemente diremos que la
sucesion es acotada.

n
Ejemplo 3.9. Inn es acotada por abajo pero no por arriba, — es acotada por arriba pero no por
n

abajo, senn es acotada, en tanto que (—n)" no es acotada ni por arriba ni por abajo.

Teorema 3.3. Toda sucesion creciente y acotada por arriba es convergente. Similarmente, toda sucesion
decreciente y acotada por abajo es convergente.

1
Ejemplo 3.10. La sucesion definida como a1 = dn + — y a; = 2. Notemos primero que a, > /2 para

2 an,
todo n, en efecto, por induccién notamos que22a1:22\/§y3122an2ﬂentonces
2 2 2+1 _ 2 1 1 2 1 2 1 2 2
SRR ERAEER S I S U S N L A LI
V2 V2 2 V2 2 ap, 2  a, 2 2 2
ademas es decreciente pues
1
a—n+—§an<:>2§a%<:>\@§an,
2 an

por lo tanto esta sucesion es convergente. Si L = h;m a, entonces /2 < L < 2y se debe cumplir que
n oo

L 1
L:§+Z<:)L2:2<:>L:\/§.

3.2. Series

Definicién 3.6. Dada una sucesion infinita (ay,), una serie infinita es la suma de todos los términos de
la sucesion, esto es
a1 +as+az+...+ap,+....

o
Esta suma infinita se denota por E Q-
n=1
Lo anterior no siempre puede tener sentido, pues por ejemplo si consideramos la sucesiéon de los enteros
positivos {n} entonces la suma seria

1+2+34+4+5+...+n+...

que claramente no lleva a ningtin valor. Esto se puede ver al considerar la suma de los primeros n términos,
esto es

Zi: n(n+1)

i=1 2
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n
de donde si denotamos por S, = Zz a esta suma parcial, vemos que si n — oo (de modo de sumar todos
i=1
los términos) entonces esta sucesion que diverge a co.
Sin embargo hay situaciones donde la suma infinita cobra sentido, por ejemplo, si consideramos la
sucesion a, = 27" entonces tenemos que la suma
I
2 4 8 16 2n ’
esto nuevamente se puede ver mediante un estudio de que es lo que sucede la sumar los primeros n términos

y luego hacer tender n a infinito. En este caso

1 1 1 1 1 &
stits T +2—n_Z2

Il
[+
TN
DN |
N———

|

[a—

=0
1- (l)nJrl
2
= — — 1
11
2
1
=1- —
21’L
—1
n—oo
Este analisis nos lleva a la siguiente
[o.¢]
Definicién 3.7. Dada una serie Zai, definimos la n-ésima suma parcial como
i=1

n
Spn — E ;.
=1
Ademas, diremos que la serie es convergente (resp. divergente) si la sucesion de sumas parciales s, es
convergente (resp. divergente).

Ejemplo 3.11 (Serie geométrica). Sabemos que si r # 1 entonces la suma geométrica

1—7“ +1

Zar 1—7“ N

oo
esto no es mas que la n-ésima suma parcial para la serie geométrica Z . Aca notamos que si Ir| <1
k=0
entonces
1— gt 1
1—7r nooo 1—17
pues 7"+ — 0. Como ademés r"*! es divergente para |r| > 1 o si 7 = —1 entonces la serie geométrica

también lo es para dichos 7. En el caso de que » = 1 la suma parcial serd entonces

n
dl=n+1,
k=0
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que también es divergente.
o0

Notar que el analisis anterior también aplica a la serie E r* pues en este caso la sucesién de sumas
k=1
parciales estd dada por
n+1

n n
T—1T ar
Zark:Zark—a:a : S T
_ n—o0 _
k=1 k=0 r r

cuando |r| < 1.

[e.9]
Ejemplo 3.12. Para determinar si la serie Z 52186273 o5 convergente o divergente vemos que

n=1

5271—862—371_52”78 1 5% 1 (52)n 1 (52)n

T g3tz T 5362630 5862 (63)" ~ 5862 | 63

> 1 (52\"
2 56 67

n=1

es decir la serie que nos interesa es

pero notamos que esta serie es de la forma
oo
E ar™,
n=1

2

donde a = = g3 ¥ como || < 1 entonces esta serie es convergente. Mas atin tenemos que el valor

1
5562 "
de la serie se puede calcular como
> 1 (52\" 1
; 5562 <63> ~ 5562 (6% — 52)

1

oo
Ejemplo 3.13. La serie Z m

k=1

es convergente. Para ello notemos que usando fracciones parciales

podemos escribir

con lo que las sumas parciales quedan

n 1 "1 1
Zk(k+1):z::E_k+1

k=1

)

_l’_ - —

n n+l

La serie del ejemplo anterior es un caso de las llamadas series telescopicas que en general son de la

00
Z ap — Qkg+1,
k=1

—_—
n+1 n—oo

forma

en cuyo caso la suma parcial es
n
Z ap — apy1 = (a1 —a1y1) + (a2 —az41) + (a3 —azq1) + ... + (@n — Gny1) = a1 — Gy,
k=1
por lo que para que la serie telescdpica serd convergente si y solo si la sucesién a,, es convergente.
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Ejemplo 3.14 (La serie armoénica). La serie

i L 1+ ! + L + : +

=k 2 3 4
se denota como la serie armonica y es un ejemplo de serie divergente. Esto se puede ver pues las sumas
parciales satisfacen lo siguiente

81:1
1
32:1+§
_1+1+1+1>1+1+1+1_1+2
R R T I N R R E )
—1—1—1+1+1+1—|—1+1+1>1+2+1+1+1+1—1+2—|— =1+
BT T T3 T T e T 8T T2 T Ts s s Ty Ty
si continuamos de esta manera, notaremos que
n

y como la sucesién % diverge a oo, entonces lo mismo ocurre con la sucesién son (y por lo tanto para sy).

o0
En lo que sigue, denotaremos por Zak a cualquier serie de la forma Z ap para m > 0 natural

k=m
arbitrario (usualmente m =0 o m = 1).

Teorema 3.4. Si Zak es convergente, entonces ap — 0.
k—o0

Observacion 3.1. Como muestra el ejemplo de la serie armonica, si la sucesion ay k—> 0 nada garantiza
—00

que la serie sea convergente.

Demostracion. Notar que ap = s — Sk_1 k—> 0. |
—00

Teorema 3.5. Si ai es divergente, o bien si ap converge a algo que es distinto de 0 entonces

PILE

es divergente.

o) 3 3
Ejemplo 3.15. La serie Z Tt es divergente pues n
—on

k=0

(S

7%_
4 —5n3 n—oo

Proposicion 3.2. Si las series Zak Y Zbk son convergentes y si ¢ es una constante, entonces
SR Iy
f Yo=Y
oo

Observacion 3.2. Un comentario relevante es que una serie E an es convergente (resp. divergente) si y

k=m
[e.e]
solo si la serie Z a, es convergente (resp. divergente) para cierto N > m.
k=N
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Esto se puede justificar pues para N > m podemos escribir
[e's) N-1 0o
D= ant ) an,
k=m k=m k=N

y la primera suma de la derecha siempre se puede evaluar por ser una suma de una cantidad finita de
términos.

3.2.1. Criterio de la integral

Una serie que puede ser relevante de calcular es la siguiente

PN S S S SR S
= 2 12 92 32 42 52 n2

pero lamentablemente cuando intentamos calcular las sumas parciales
"1
n=2 72
k=1
no se puede encontrar una férmula sencilla para poder calcular el limite. Sin embargo, podemos determinar
que la serie es convergente, y mas aun, dar una estimacién de su valor utilizando integrales y sumas de

Riemann.
n

Notar que la suma parcial Z —5 coincide con la suma de Riemann de con extremo derecho para la
k=1

1
funcién f(z) = — con n divisiones del intervalo [0, n]
x

: : As = 3 : :
1 2 3 4

Como se puede apreciar en el dibujo, y si sacamos el primer rectangulo (o el primer término de la serie)
tenemos que la sucesién de sumas parciales satisface

1

1 ”1d
=1 — <1 —dr=2-—<2
Sn +k§2k2_ +/1 xzx S

y como s, es una sucesion creciente (pues cada vez le agregamos un término positivo adicional) y acotada
superiormente, entonces debe ser convergente, es decir, existe L € R tal que
o
1
k=1
2
Usando matematicas mas avanzadas, se puede demostrar que L = 5

Un analisis similar se puede realizar para la serie
LSRR SRS S SR SRS S
ovk VIov2 o3 VA VBT
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1
V3

En este caso observamos que al usar extremos izquierdos en las sumas de Riemann para la funcién

1
f(x) = —= obtenemos que

N
no1
snz/ —dx =2 -2
1 VT vn

pero esto nos dice que la sucesién s, es divergente a +o0.
Las ideas anteriores se puede resumir en el siguiente

Teorema 3.6. Considere la sucesion a, = f(n) donde f es una funcion continua, positiva y decreciente

en el intervalo [M, o) para cierto M > 1. Entonces

00 00
= 50 / f(z)dz es convergente, entonces la serie Z ap también es convergente.
M k=1
00 oo
= 50 / f(z)dzx es divergente, entonces la serie Z ar, también es divergente.
M k=1

oo
Ejemplo 3.16. Para verificar que la serie Z es convergente, notamos que la funcién

2 _

k=2
2 1 1
f(x)_a:Q—l Trx—-1 a+1
es continua, positiva y decreciente (notar que f/(z) = _(122%1)2 < 0 cuando z > 3), y ademés verifica
o0 S| 1 —1p° b—1
/ f(z)dz = lim - dz = lim In > = lim In +In2=1In2,
3 b—oo 3 x—1 r+1 b—o0 r+ 1l b0 b+1
pues
—1 b—1
lim In = i =Inl=0.

e T hr1 . b1

o
Ejemplo 3.17. Para p > 0 la serie Z — s convergente si p > 1 y divergente si p < 1, esto pues cuando
n
k=1

1 . .
p > 0 entonces f(z) = — s continua y decreciente y
T

1
0o 1 — sip>1
/ —dz={p—-1
1 xP .
+00 si0<p<l1.

= Inn Inz
Ejemplo 3.18. La serie Z —es divergente pues la funcién f(z) = — satisface f'(z) = % siz>e

k=1
y OO] o0
/ —nxdx:/ udu = oo.
e T 1
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3.2.2. Error
o
Una serie convergente s = Z ay, se puede escribir como
k=1

o
S =8, + Z ag

k=n+1

por lo tanto si pensamos en estimar la serie s por una de sus sumas parciales tendremos que

S~ Sp

o0
donde el error de aproximaciéon estd dado por r, = Z ag. Siguiendo la idea del criterio de la integral,
k=n+1
tenemos que cuando a, = f(n) para cierta funciéon f, que es continua, positiva y decreciente, este error de

aproximacion se puede estimar mediante integrales, es decir, se puede obtener que

T f@)dr <y < /noo f(z) da.

n+1

Por lo tanto si queremos saber que tan precisa es una aproximacién de una serie podemos utilizar
integrales. Por ejemplo, si queremos calculamos

1

s =

3
1 1 1 49
podemos decir que s ~ Z — =14 -+ - = — y ademds podemos decir que tan buena es dicha
Pt k2 4 9 36
aproximacion si calculamos
> 1 1 | 1
—dr =~ —dr = =
[1 2T Y /3 2Ty
es decir
49 1 58 61 49 1

36 4736°°536 36 3

Esta idea también se puede utilizar para determinar cudntos términos necesito para encontrar una

buena aproximacion. Por ejemplo, si queremos que el error de aproximacién |r,| = |s — s,| sea menor que
0,0001 = 10~* entonces debemos imponer que se cumpla que

©1 1
/ — =—dz <107,
n I n

o sea debemos pedir que n > 10%.

3.2.3. Criterios de comparaciéon

Nos interesa estudiar la convergencia de la serie

> 1
DD eyt
R+ dk—9
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9
para ello, notemos que 4k —9>0< k > 1 por lo tanto si k > 3 entonces

1 1
0N —— < —
T k2+4k—9 T k2
es decir, tenemos que la sucesiéon de sumas parciales
“ 1 1 1 “ 1
Z 2 12 T 53 + Z 2
k:lk +4k—-9 1°44-1-9 224+4-2-9 kzgk +4k -9
1 1 "1
< R
- 12+4-1—9+ 22+4.2—9+l§k2’
n o0
pero sabemos que Z = corresponde a la sucesién de sumas parciales de Z 72 que es convergente, luego
k=3 | X k=3
se debe cumplir que Z [ERT— también es convergente

k=1

Teorema 3.7 (Criterio de comparacién I). Considere las sucesiones ay, y b, que verifican 0 < a,, < by,
para todo n > ng. Entonces

n Si Zbk es convergente, entonces la serie Zak también es convergente.
= 50 Zak es divergente, entonces la serie Zbk también es divergente.

Ejemplo 3.19. Se sabe que x + 1 < e® para todo = > 0, lo que nos permite estudiar la serie

>
k
= ke
pues si k > 1 entonces ke® > k(k + 1) = 1 < #, y como vimos anteriormente, la serie
- - kek — k(k+1)
oo 1 o0
]; m = 1 es convergente, de donde concluimos que la serie ,;1 Tk también debe ser convergente.

Observar que el criterio de la integral no aplica directamente a este ejemplo pues para estudiar
oo
/ —— dz no se puede encontrar una antiderivada de forma explicita, sin embargo el criterio de compara-
Lo o 1 S
cién de integrales nos dice que / —dx < / ————dzx=1n2
1 xer 1 z(x+1)
Teorema 3.8 (Criterio de Comparacién II). Suponga que Zak Y Z bi. son series tales que ap > 0 y
b > 0. Si se verifica que

p a .
lim & eriste yes >0
n—0o0 by,

entonces ambas series convergen o ambas divergen simultaneamente.

o
es divergente, pues si consideramos la serie armonica E o que
k=3

Ej lo 3.20. L '
jemplo a serie ,;), 510

sabemos es divergente, se tiene que

3

) 3k 3
(o BEE9 _ 1y _ 9
Jim = i g =
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k* =

oo
Ejemplo 3.21. La serie Z O es convergente, pues si consideramos la serie Z -3 que sabemos es
k=1 k=1
convergente, se tiene que
k4 7
. KTHOKS 4o k _
klinc}o E klioo KT+ 9k> !
k3

. . . ; ag . . .. . o .
Observacion 3.3. Si el limite limy, - no existe o bien si existe y es igual a 0, entonces el criterio no
k

<1 <1
aplica de la forma senalad. Esto se puede ver al comparar por ejemplo las series E -y g —
-k k2

Teorema 3.9 (Criterio del cociente). Suponga que ay es una sucesion tal que ay > 0 para todo k > k. Si

’ Ap41
lim —=*
k—oo Qg

entonces
m S7c <1 entonces la serie E ay es convergente.

= Sic> 1 entonces la serie Zak es divergente.

Si c =1 entonces el criterio no es concluyente.

0ok
a
Ejemplo 3.22. La serie Z -7 ©s convergente para cualquier valor de a > 0, esto pues
k=0 """
ak+1
[ a
lm D =g Y — <1,
k—00 % koo k+ 1
1.k
Por otra parte, la serie Z o es divergente pues
k=1 """
(k+1)k+1 i
DT 1
ﬁmWﬁlzhm(L+) —e> 1.

Teorema 3.10 (Criterio de la raiz). Suponga que aj es una sucesion tal que ap, > 0 para todo k > ko. Si
lim ¥a, =
i, Y =

entonces

= Sic <1 entonces la serie E ap es convergente.

= Sic>1 entonces la serie Zak es divergente.

Si ¢ =1 entonces el criterio no es concluyente.

oo 2k-
Ejemplo 3.23. La serie Z — €s convergente pues
k
k=1

2k 2
lim {/> = lim = =0< 1.
e \ E T ki & 0<
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> /5k+8
Por ot te, 1 i
ororapare,aserle];<4k_l

y k<5k+8>k i 5k + 8 5>1
11m = 111m = — .
oo \| \dk — 1 koo 4k — 1 4

1

Otro ejemplo relevante es Z
k=1

k
) es divergente pues

=35 donde tenemos que

Teorema 3.11 (Criterio para series alternantes). Suponga que by, es una sucesion tal que by, > 0 para todo
k > ko. Si se cumple que

m b1 < bg para todo k.

= lim b, = 0.
k—o0

Entonces la serie Z(—l)kbk es convergente.

0 (—l)k 0 (_1)k+1 el k 4k3
Ejemplo 3.2/ . Las series ,; P kz::l A y kz::l(—l) 15 son convergentes, mientras que la

> 2k +1
i —1)k di te.
serie ;;1( ) ] es divergente

Definicion 3.8. Diremos que una serie E a, es absolutamente convergente si se cumple que la serie

> lax|
es convergente

Teorema 3.12. 57 la serie E ay, es absolutamente convergente , entonces es convergente

Demostracion. Notar que si consideramos by, = ax + |ag|, entonces 0 < by, < 2 |ag|, luego por el criterio de
comparacién se tiene que la serie Z by, es convergente. Como ademaés

ar = ag + |ag| — |ak| = by + |a|

y la series Z by Z |ag| son convergentes, entonces la serie Z aj, también debe ser convergente. |

sen(k? + k)

o0
Ejemplo 3.25. La serie Z 2

k=1

es absolutamente convergente pues

sen(k? + k) 1 1
e ‘ SEYlig
es convergente.

(="

n

(=n"

1
S} convergente, pero como = —, entonce la serie no
n

o
Ejemplo 3.26. Vimos que la serie Z
n=1

es absolutamente convergente.
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(=4)"

n!

="
n!

4qm . 4”
= =; y la serie E — pues
v n!

oo
Ejemplo 3.27. La serie Z es absolutamente convergente pues ‘
n=0

cumple el criterio del cociente

4n+1
(it _, 1

Observacion 3.4. Para ver que una serie es absolutamente convergente, se suelen utilizar todos los criterios
antes vistos, pues |ag| > 0.

Definicion 3.9. Una serie que es convergente, pero no absolutamente convergente se dice condicionalmente
convergente.

Mas ejemplos

Ejemplo 3.28. Estudie la convergencia de las siguientes series

[ee]

-1
1. Z 2:2 1 Diverge.

n=1

i\/m VEL+5

FyE ST Converge pues para valores de k suficientemente grandes se cumple que B 1 R

k=1
1

3k2°

oo o0
. _i3 . : . . 23
3. La serie E k%% se puede estudiar analizando la convergencia de la integral / 22e™® dx < .
1
k=1

o (—n)*
4. La serie Z es alternante.
n=1

nd+n
5. La serie Z — — se puede estudiar usando el criterio del cociente, pues
o (2k + 1)!
qk+1
apr1 _ RGO _ 4Ck+ 1) 4 0
ak e (2k+3)!  (2k+2)(2k +3) k—oo

oo n n
6. La serie Z m se puede comparar comn la serie geometrlca Z 5% pues
n=2

4n 4n 4\"
e
52n 4+ 5 — 52n 25

oo n2
7. La serie Z ( ) se puede estudiar con el criterio de la raiz pues

[ENPNES TR
n+1 S \n+1) n _(1+l)n n—oo e '
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3.3. Series de potencias

Una serie de potencias se puede considerar como un polinomio infinito, esto es, una funciéon f(z) en la
que a cada valor de x se le asocia la cantidad

[e.@]
f(z) = chxk =Co+c133+621’2+03x3+C4a:4+....
k=0

Dependiendo del valor de x, la serie puede ser convergente o divergente. Por ejemplo en el caso en que
cx = 1 para todos los valores de k tenemos que

oo
flz) = Zxk:1+x+m2+x3+x4+...
k=0
es una serie geométrica, la cual sabemos es convergente cuando —1 < x < 1 y divergente cuando |z| > 1,
mas aun, sabemos que si |z| < 1 entonces

fla) =) 2" =
k=0

o) [e.e]
En general, una serie de potencias Z crz® o bien Z ck(x — a)k serd convergente para ciertos valores
k=0 k=0

1
1—z

de x y divergente para otros.

o _k 00
Ejemplo 3.29. Si consideramos por ejemplo la serie Z T Z ap podemos usar el criterio del cociente
. . k=0 "7 k=0
para determinar si converge o no:
|£E‘k+1

k| _ Gy _ 2|
|a| |9ﬂ|"c kE+1 k—oo
k!

para cualquier valor de x € R, es decir, a serie es absolutamente convergente para todos los valores de .

00 CCk 0o
Por otra parte, si estudiamos la serie Z — = Z ay usando el criterio del cociente, tenemos que

k=1 k=1

|I|k+1

ki1l _ T

|a| [

k

— N

luego, si |z| < 1 entonces la serie es convergente, en tanto que si |x| > 1 la serie es divergente. Ademas, si
x = 1 entonces la serie es la serie arménica, que es divergente, mientras que si x = —1, la serie es la serie
armonica alternante, que es convergente.

La sucesion (cg) se denota como la sucesion de coeficientes de la serie de potencias, en tanto que cuando
o0

se escribe la serie como E cx(z — a)* se dice que la serie esta centrada en a.

k=0
00 k (o)
, : (z —5) ) , -
Ejemplo 3.30. La serie Z = Z aj, estd centrada en a = 5, y notamos que si usamos criterio
) k=1 k=1
del cociente, tenemos que
‘a ’ |$_5|k+1
k+1 k1
] — = |z =9 —— |z =53],
ag| |z—5] kE+1 k—oo
k

luego, si | — 5| < 1 entonces la serie es convergente, en tanto que si |z — 5| > 1 la serie es divergente.
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Ejemplo 3.31. De acuerdo al criterio del cociente la serie Z klz* satisface

k4 1) |zt 0 siz=0
e |
E!z| k—oo | +oo six #D0.

En otras palabras, la serie solo converge para x = 0 y es divergente para todos los demas valores de x.

Los ejemplos anteriores muestran que hay 3 posibilidades cuando uno estudia series de potencias, lo
que resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 3.13. Dada una serie de potencias ch(x —a)" entonces hay tres posibilidades.
(i) La serie converge para x = a y diverge para x # a.
(ii) La serie converge para todo posible valor de x.
(iii) Existe un nimero R > 0 tal que la serie converge para |x — a| < R y diverge para |x — a| > R.

El nimero R que se indica en el teorema se denomina radio de convergencia de la serie, y se suele
convenir que R =0 en el caso (i) y R = oo en el caso (ii).

(=5)"a™

T

o
Ejemplo 3.32. Para encontrar el radio de convergencia de la serie Z utilizamos el criterio del

cociente
’(_5)n+lmn+l ‘

WZW |\/2n+1

o] N an 13 noeo
\V 2n

luego si [z] < £ L entonces la serie es convergente, es decir R =

5zl

5

En general, los criterios de convergencia no nos dicen que ocurre cuando x = a+ R o x = a — R por lo
que se deben estudiar esos casos por separado. En el ejemplo anterior tenemos que si t = R = % la serie se

— (=) o . .
convierte en E \/27 que de acuerdo al criterio para series alternantes es convergente. En tanto si
_|_
r=—-R= —% la serie es E ———— que es divergente de acuerdo al criterio de comparacién, pues

Vot 1 1
= — >0,
v 24+ L noe V2
o0
y la serie Z —— es divergente.
n
= n(x+2)"

Ejemplo 3.33. El radio de convergencia de la serie Z
n=0

Wfnlz 42" Ynlz+ 2| |z + 2|
3ntl N 31+% n—00 3 7

s lo podemos encontrar con el criterio de

la raiz pues

2
con esto si |I+ | < 1< |x 42| < 3 entonces la serie es convergente. Con esto vemos que la serie estd
centrada en a = —2 y tiene radio de convergencia R = 3. Para el caso = + 2 = 3 tenemos que la serie es
an+l 9
n=0 3 n=0 3
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que es una serie divergente. Si x + 2 = —3 entonces la serie queda
e} o0
n(—3)" n
> e = 20"
n=0 n=0

que también es una serie divergente.

3.4. Funciones que se expresan como series de potencias

Vimos anteriormente que la serie geométrica

= 1
Zxk:1+x+x2+x3+x4+...:
1—=
k=0
oo
cada vez que |z| < 1. Esto nos dice que la funcién f(x) = ﬁ coincide con la serie Z z¥. ;Se puede hacer
k=0
esto con otras funciones y otra series?
Por ejemplo, podemos ver que la funcién IJ%I se puede escribir como
1 1 — R kK 2 3., .4
= :f(—x):Z(—a:) :Z(—l)x =l—-z+az"—a4+z2"—...

14z 1—(-x) = =
y esta igualdad ocurre cuando |—z| <1< |z] < 1.
Ejemplo 3.3/ . La funcién ﬁ se puede escribir como

1 1 1 1 1 2\ 1 \2\F & 2k
x2+4‘4<1+f>—4'1_(_()2)—4f<‘(2))w%(‘@) = L (Ve

E4
2

2
que es convergente si (%) <le|z|<2.

Ejemplo 3.35. La funcién i’% se puede escribir como
3 5 1 1 3 1 3 5 o0 k 0 k+5
=3 = 32° Y - f( )= ; <x> - Z _Sxk )
r—5 x—>5 —5(1—-%) 5 1—7 5 = \5 =

lz]

que es convergente si <le|z| <5

Las series de potencias, como cualquier funciéon razonable, se pueden derivar e integrar dentro del radio
de convergencia.

Teorema 3.14. Sea f(x) = 3 cx(z—a)* una serie de potencias con radio de convergencia R > 0, entonces,
st |x —a| < R se cumple que

= (ch(a}—a)k>/:z:(ck (r —a) ) Zl{:ck z —a)"
/f dx—/(chm—a de’—Z/ckx—a dx—ch x;_ﬁ)lkﬂ—i-c
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F
Ejemplo 3.36. Consideremos la serie g(z) Z X que sabemos tiene de radio de convergencia R = oo.
k=0

Si calculamos la derivada obtenemos que

0 k-1 oo E—1 ok

; x x x
g@) =) k =0+ =) =9
k=0 k! k=1 (k—1)! k=0 k!

1
Ejemplo 3.37. Sabemos que 1 = Z z¥ cada vez que |z| < 1, luego si derivamos a ambos lados de la

k=0
igualdad obtenemos que

kak 1 kak ! Z k+1)z"
(1—$ =

1
Ejemplo 3.38. Sabemos también que la derivada de (Inz) = — y ademaés
x

1o 1 S
r 1—(1-2x) %(1 )

cada vez que |1 — x| < 1, por lo tanto en ese intervalo podemos escribir

lna;—/ dx—Z/l—x dx—z

k=0

(1—x)k+1 k;
= +C = Z +C,

y como In1 = 0, si usamos = = 1 en la igualdad de arriba, obtenemos que C' = 0.
Notar que si escribimos x = 1 + t entonces lo anterior se puede escribir como

S )k ltk

n(l+t)= Z

k=1

cada vez que |t| < 1.
Ademaés, si estudiamos el caso t = 1 obtenemos que la serie

k=1 k
es una serie alternante que satisface el criterio de convergencia, de lo que deducimos que la serie converge,

y por la igualdad de arriba se debe obtener que

i (_1)k—1 :i (_1)k+1
k

k=1 k=1

=1n2.

Ejemplo 3.39. También sabemos que [ ﬁ dx = arctanz + C', de donde podemos deducir que

1
arctanr = / e dx
1
B / 1—(—2?) de

= (i(—l)kﬁ%) dz si |z <1

k=0
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= 3 Dk [ 2% dx
> )

_ i (=1* 22k o
2k +1

y como arctan 0 = 0 entonces se cumple que C' = 0.

3.5. Series de Taylor

Supongamos que tenemos una funcién f(z) que se puede representar por una serie de potencias, es

decir
o

f(z) = ch(x —a)f=c+ec(z—a)+c(z—a)?+es(x—a)+es(z—a)+...
k=0

que tiene un radio de convergencia R > 0. De lo visto anteriormente, tenemos que
f'(x) = c1 + 2co(z — a) + 3e3(x — a)® + 4ea(z — a)® + ...
f"(x) =2c2 +3-2c3(x —a) +4-3cs(x —a)* + ...
() =3-2c3+4-32c4(x —a)+ ...

con lo que si consideramos x = a obtenemos que

co = f(a)
c1 = f'(a)
1!
a
e 11
B f///(a)
3.2
En general, si seguimos derivando y evaluando en x = a obtendremos que
(k)
o FY@
k!

y el siguiente

Teorema 3.15. Si sabemos de antemano que f(x) tiene una representacion en series de potencias

f(z) = i cx(z — a)® entonces
k=0
(k)
o =1 k'( .

El teorema anterior se puede usar para buscar el candidato a ser una representacién en series de
potencias centradas en a para funciones que tengan infinitas derivadas, pues se puede escribir

f"(a)
2!

(x—a)?+...

(k) (g
1) =3 T - a)f = fla) + P —a) +
k=0 :

que se conoce como la Serie de Taylor de la funcién f(z) centrada en a. En el caso particular en que
a = 0, la serie resultante

(k) "
flz) = kz:%)f kl(o)xk = f(0) + f'(0)x + f2(!0)$2+...
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se conoce como Serie de Maclaurin.

Sin embargo, existen funciones que, a pesar de tener infinitas derivadas, y por lo tanto a las que se les
puede calcular su serie de Taylor, esta serie puede no representar a la funcién. Sin embargo, para una gran
cantidad de funciones de uso frecuente, la serie de Taylor si resulta ser una representacion en series de
potencias para la funcién. Veremos algunos casos.

Ejemplo 3.40. Encontremos la serie de Maclaurin para la funcién f(x) = e®. Tenemos que f'(z) = e*, de
donde deducimos que

@) = e
por lo tanto, como €? = 1 la serie de Maclaurin es

> .k

T
D

k=0
serie que sabemos tiene un radio de convergencia R = +o00, es decir

© .k

f@) =3

k=0
estd definida para todo z. Con un poco de trabajo adicional, se puede verificar que e* = f(x).
En general, una funcién f(x) no tiene que ser igual a su serie de Tayler para valores de x # a, sin

embargo, para la mayoria de las funciones tradicionales, la serie de Taylor es igual a la funcion.
Veamos algunos ejemplos donde esto ocurre

Ejemplo 3.41 (Serie de senz). Si f(x) = senx, tenemos que

f(z) =senz = f(0) =0

f'(z) =cosx = f'(0) =1
f'(x) = —senz = f"(0) =0

f"(z) = —cosz = f"(0) = -1

f(w)(l’) = f(0) =senz = f(i“)(()) =0,
de donde deducimos que la serie de Maclaurin debe ser de la forma
1 0o 135 0,4 15 04 132 1 1, 15 1.
O—i-ﬂa:—kgx —l—ix +aaﬁ —i-g:c +ax —l—?az +"'_ﬂx_§x +aa¢ - +...
(2k + 1)! '

k=0

Se puede ver que el radio de convergencia para esta serie es R = oo y que ademas

senxr = i 7(_1)k l‘2k+1
22 2k + 1)

para todo z.

Ejemplo 3.42 (Serie de cosz). Si f(x) = cosx, tenemos que
f(z) =cosx = f(0)=1
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fl(x) = —senz = f'(0) =0
f"(z) = —cosz = f"(0) = -1
f"(z) =senz = f"(0) =0
FO (@) = £(0) = cosz = f(0) = 1,

de donde deducimos que la serie de Maclaurin debe ser de la forma

X 0 -1 0 1 0 -1 0 Ll 1y 1
o (=1 o
|
2 (2k)!

Se puede ver que el radio de convergencia para esta serie es R = oo y que ademas

3 (=1)F g
COST = X
kzzo (k)]

para todo .

Ejemplo 3.43. La serie de Maclaurin para f(z) = /1 + x se puede calcular como sigue

flz)=(1+2)2 = f(0) =
Fla) = S0 +a)h = f0)= 4
f0) =~ () E = 10 = =
(@) = %(14—3:) 3¢f”’(0):§%,
) (z) = 52—43(1+x) 2 = f)(0) —52'43
1) = T2 30 g )t o g = T2
Si notamos que
3-5-7-...(2k—3) = 1'2’3'24"45"6_'::_(.2?2; f)li)(zk_g) = 2_(2,;2.k,i .12!19_2)) = Qk(?f(,;f)z!)!

entonces para k > 2

FB(0) = (—1)k (2k —3) - (2’;: 5-...5-3 (_1)k+1m_

Ejemplo 3.44. Encontremos la serie de Maclaurin para [ e~®" dz. Para hacer esto, notamos que

(o.9]
(_$2 k

=2

k=0

como esta serie tiene un radio de convergencia R = 400 tenemos que

o0 22k
/ - dx—Z/ —dm—C—i—kZ:%(—l)km.

2k

k=0
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Ejemplo 3.45. Las series de potencias también son ttiles para calcular algunos limites, por ejemplo

1-— 1 1 1 1
h’mCosx—lim(1—(1—w2+x4—x6+...>>

z—0 T z—0 x 21 4! 6!
1 1 5 1 4, 14
_iﬂ)x(l—l—i-m:z —Ix +ax —>
(] I 3,15
—}jlg%)<2!x—4!x +ax —>

Notar que el mismo resultado se obtiene mediante la regla de L’Hospital pues

., 1—cosx ., senwx
lim ——— = lim =sen(0 = 0.
z—0 X z—0
Ejemplo 3.46. Otro limite que se puede calcular es
I B R - e |
lim = lim 2 20
z—0 senx z—0 T _ﬁ"i_ﬁ_
2 4 6
i & +5 + 5+
_:1:%0332_&_’_3510
3! 5!
2
R ek T
= lim 2 x‘l z8
=0 x — 5 + Er
1’2 x
Tk e
- x4 x8
z—0 1 — o + T
=1.

En general no siempre es cierto que f(x) coincida con su serie de Taylor para valores de = # a. Para
que esto ocurra, la funciéon debe satisfacer ciertas condiciones. Para estudiar esto necesitamos algunos
conceptos

Definicién 3.10 (Polinomios de Taylor). Para n > 0 consideramos el polinomio

n (k) a "(a (n) a
Tn<w)=2‘f k,( )(w—a>’“:f(a)+f’(a>(a:—a)+Jté)(x—a>2+-..+f ( )<x—a>”,
k=0 "

y los llamaremos Polinomio de Taylor de orden n.

Proposiciéon 3.3. Dada una funcion f(x), entonces f(x) coincide con su serie de Taylor en x si se
cumple que

lim |T,,(x) — f(z)| = 0.

n—oo

Teorema 3.16. Si f(z) es una funcion para la cual existe M > 0 tal que

’fnJrl(x)’ <M
para todo |x — a| < r, entonces
M
_ T _ TL+1 .
|[f(x) = Tu(z)| < ( +1),! al
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Observacion 3.5. El teorema anterior nos dice que si se cumplen que ‘f”+1($)| < M para todo n

suficientemente grande, entonces

lim |T,,(z) — f(z)| =0, Vie—al<r

n—oo

pues se sabe que

Teorema 3.17 (Teorema de Taylor). Sea k > 1 un entero y f una funcion k veces diferenciable para
a € R. Entonces existe una funcion hy tal que

f®(a)
k!

f"(a)
2!

f(x) = fla) + f'(a)(z —a) + (x—a)*+-+ (z — a)* + hy(z)(x — a)F,

lim hy(z) = 0.

r—ra

Observacion 3.6. Este teorema dice que si x estd lo suficientemente cerca de a, entonces el polinomio de

Taylor

/) (a)
k!

f"(a)
2!

k

(x—a)+-+ (x —a)

Ti(x) = f(a) + f'(a)(x — a) +

es una buena aproximacién de la funcién f(z).
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Capitulo 4

Calculo diferencial en varias variables

4.1. Funciones de dos variables

Usualmente en aplicaciones nos encontramos con modelos que involucran mas de una variable indepen-
diente. A modo de ejemplo recordamos el problema de la cerca desarrollado en el Ejemplo 1.20: en dicho
caso teniamos las variables x e y que representaban el ancho y el largo de la cerca, por lo que la funcién
que modela la cantidad de cerca puede ser escrita como

L(z,y) =2z +vy.
Esta es una tipica funcién de dos variables. A continuacién tenemos la definiciéon de tales funciones:

Definicién 4.1. Una funcion de dos variables es una regla que asigna a cada par ordenado (x,y) en un

dominio D, un tnico valor real f(x,y).

Es importante remarcar que en aplicaciones lo que usualmente se entrega es una férmula para f(x,y)
donde el dominio estd “implicitamente” definido como el conjunto de pares ordenados (x,y) para los cuales
la funcién esta bien definida.

En el ejemplo de la cerca, debe quedar claro que el dominio de la funcién L(z,y) son todos los pares
(z,y) tales que x > 0 e y > 0, esto pues ambas cantidades representan la longitud de un segmento. Esto
suele ocurrir cuando las variables tienen alguna connotacién relativa a un problema real, en el caso del
ejemplo, las distancias son siempre positivas.

Por otra parte, hay situaciones en las que no hay una interpretacion clara del significado de las variables.
En tales casos la misma formula nos permite encontrar el dominio de la funcién. Dicha situacién se muestra

en los siguiente ejemplos,
Ejemplo 4.1.

322 + 5y

1. Sea f(z,y) = . Determine el dominio de f y calcule f(2,3).

Solucion. Para que f esté bien definida, nos debemos preocupar de no dividir por 0. Es decir,

x —y # 0 o equivalentemente = # y.

De lo anterior tenemos que el punto (2, 3) pertenece al dominio, por lo que podemos calcular

3(2)% +5(3)
2-3

f(2,3) = = —21.
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2. Sea g(x,y) = ze¥ + Inz. Determine el dominio de g y calcule g(e?, e).

Solucién. Aqui la funcién esté indefinida cuando x < 0, puesto que el logaritmo natural solo esta
definido para valores positivos, de donde concluimos que el dominio son todos los pares ordenados
(z,y) tales que = > 0.

Como e? > 0 tenemos que el par (€2, e) pertenece al dominio, luego calculamos

gle?e) =e* e +1ne? = ¥ 1 2,

Sea h(x,y) = /9 — 22 — y2. Determine el dominio de h y calcule h(1,2).

Solucion. En este caso nos debemos preocupar que lo que se encuentra dentro de la raiz cuadrada
sea mayor que 0, es decir: 9 — 22 — y? > 0, o equivalentemente z2 + y? < 9.

Vale la pena recordar que la ecuacién en el plano cartesiano de una circunferencia de radio R centrado
en las coordenadas (xg,yo) estd dada por

(x — @0)® + (y —yo)* = R%.

Ademss, el conjunto de los pares (x,y) tales que (x — z0)? + (y — yo)? < R? corresponde a los pares
que se encuentran dentro de la circunferencia.

Finalmente notamos que (1,2) estd en el domino de la funcién, por lo que calculamos

h(1,1) =v9—-12—22 =4 =2,

. Sea f(z,y) =logy (z +y — 4). Determine el dominio de f.

Solucion. Ahora la condicién es que x + y — 4 > 0, es decir el domino es el conjunto de todos los
pares (x,y) tales que x +y > 4. Un buen ejercicio es determinar como se puede graficar este dominio.

Ejemplo 4.2. Suponga que en cierta fabrica se estima que la produccién de cierto producto estd dada por

Q(K,L)=60K3L3 unidades,

donde K es el capital invertido (en millones de pesos) y L es la cantidad de trabajadores.

1. Encuentre la produccién si el capital es de $512 millones y de 1.000 trabajadores.

Solucion. Debemos calcular Q(512,1000), es decir

Q(512,1000) = 60 - (512)3 - (1000)5 = 60 - 8 - 100 = 48,000.

2. ;Qué sucede si se duplican el capital y la cantidad de trabajadores?
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Solucién. Si el capital inicial es K y la cantidad de trabajadores es L, entonces debemos calcular
Q(2K,2L).
Q(2K,2L) = 60(2K)3(2L)3 = 2-60K3L3 = 2Q(K, L),

en otras palabras, la produccién se duplica.
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Ejemplo 4.3. Una poblacién de 5 millones de habitantes crece exponencialmente como
P(k,t) = 5e*t,

donde k es la tasa de crecimiento (per capita) anual y ¢ es la cantidad de afios transcurridos. ;Cuél sera la
poblacién dentro de 7 afos si es que la poblacién crece a un 3 % anual?

Solucién. Tenemos que k = 0,03 y t = 7, de donde la poblacién dentro de 7 anos serd P(0,03,7) =
59937 ~ 6,16839 millones de habitantes.

Ejercicio 4.1. Calcule el valor de la funcién en los valores dados:
1. f(z,y,z) = ze¥ +ye*; f(1,1), f(In2,In3).
2. g(a,y) = logy(z +y?); g(1,1), 9(7,5).
3. h(z,y) = Va2 —y2%; h(—1,0), h(10,-5).

Ejercicio 4.2. Encuentre el domino de las siguientes funciones:

5x + 4y ety
1. = . . = —.
flay) =5 — 5y 3. hlz.y) = 1
x ) logy (1 — 2?)
2. =—. . = ——".
9(z,y) (w1 9) 4. j(z,y) "

Ejercicio 4.3. El coeficiente intelectual de una persona se mide mediante la siguiente formula

Cla,m) = 100m7

a

donde a es la edad fisiologica de la persona, y m es la edad mental de la persona.
1. Encuentre el domino de la funcién C.

2. ;Cual es el coeficiente intelectual de una persona de 20 anos de edad con una edad mental de 18

afnos?

3. ;Cudl es el coeficiente intelectual de una persona que tiene la misma edad mental que su edad
fisiol6gica?

Ejercicio 4.4 . La ley de Poiseuille dice que la velocidad de la sangre V' en cm/s que fluye a r cms. del eje
central del vaso sanguineo de radio R cms. y largo L cms. estd dada por

V(r,R,L,P) = % (R? - r?)

donde P es la presién del vaso en dinas/cm?. Suponga que para un vaso sanguineo en particular, se
determina que su radio es de 0,0075 cms. y es de 1,675 cms. de largo.

1. Escriba la funcién V' como una funcién solo de Ry P. Determine su dominio.
2. ;Qué tan rapido fluye la sangre a 0,004 cms. del eje si la presién es de 3,875 dinas/cm?.?

Nota: “dina” es una medida de fuerza tal que 100000 dinas equivalen a 1 Newton.
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4.1.1. Propiedades
L fEg(z,y) = fz,y) £g(x,y)
2. f-g(z,y) = flx,y) g(z,y)

f _ f(zy)
3. g(x,y) — g(zw)

4. Si f:R—=Ryg:R? =R entonces fog(z,y) = f(g(x,y)) pero no se puede hacer go f.

5. Si f:R? - R?y g:R? = R entonces go (x,y) = g(f(z,y)) pero no se puede hacer f o g.

Definicién 4.2. Decimos que f es una funcién polinomial en las variables x,y si f(x,y) se puede escribir
como una suma de términos de la forma

cx"y",
donde c es alguna constante, y m,n > 0 son enteros.

Definicién 4.3. Decimos que R es una funcion racional en las variables x,y si se puede escribir como

P(z,y)
Q(z,y)

R(z,y) =
donde P y Q) son funciones polinomiales.

4.1.2. Graficos de funciones

A diferencia de las funciones de una variable, las funciones de dos variables deben ser graficadas en el
espacio tridimensional. A continuacion observaremos algunos gréaficos de dichas funciones.

(a) Paraboloide: f(z,y) = 2% +y2. (b) Cono: f(z,y) = /22 + y2.

(e) f(z,y) = zy. 0 f(z,y) =2(1 —2)y(1 —y).

Figura 4.1: Gréficos de algunas funciones de dos variables.
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Ejercicio 4.5. Investigar sobre como graficar funciones de dos variables usando herramientas computacio-
nales. Una manera simple de hacer esto es utilizar Google:

http://wuw.google.cl/search?q=x"2%2By 2+from+-2+to+2

Curvas de nivel

Definicién 4.4. Si f es una funcion de dos variables x,y, decimos que C es una curva de nivel para f al
nivel ¢ si se cumple que

C= {(a:,y) eR?: f(x,y) :c}.

Ejemplo 4.4 . Las curvas de nivel de la funcién f(z,y) = 2% + 32 son circulos de radio /¢, pues satisfacen
la ecuacion

2

Ejemplo 4.5. Las curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 2° — y son parabolas que satisfacen la ecuacién

Y = 2%+ c.
Ejemplo 4.6. Las curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 22 — 32 son hipérbolas que satisfacen la ecuacién
2

Y =z2+e.

4.2. Derivadas parciales

Como vimos en los problemas de una variable, conocer las derivadas de una funcién es de gran
utilidad, por ejemplo para obtener puntos criticos, lo que en aplicaciones nos permite resolver problemas
de optimizacion.

Es por ello que debemos generalizar el concepto de derivada para el caso en que tratamos con funciones
de dos variables:

Definicién 4.5. Suponga que z = f(z,y) es una funcion de dos variables. La derivada parcial de f con
respecto a = es la funcion que resulta de derivar con respecto a x la f(x,y) asumiendo que y es constante.
Denotamos dicha derivada parcial como

falz,y) o gi(x, Y).

Similarmente, la derivada parcial de f con respecto a y es la funcion que resulta de derivar con respecto a
y la f(z,y) asumiendo que x es constante, y la denotamos como

0
fy(zy) o a‘;my).

Si ambas derivadas existen, decimos que la funcion es diferenciable.

Ejemplo 4.7. Encuentre las derivadas parciales de las siguientes funciones:

L f(z,y) = 2®+y°
Solucion. = f.(x,y) = 2x.

o fy(z,y) =2y
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2. f(z,y) =zln(z+y).

Solucién. w fi(z,y) =In(x+y)+

r+y
x

J:—I—y'

- fy(x7y) =

3. f(z,y) = sen(zeY).
Solucion. = fy(x,y) = €Y cos(ze?).

v fy(z,y) = xze¥ cos(zeY).

4.2.1. Aplicaciones

Costo Marginal

4.2.2. Derivadas de orden superior

Asi como tenemos el concepto de derivada parcial, también podemos hablar de las derivadas de segundo
orden. Una observacién importante es que a diferencia del caso de una variable, para funciones de dos
variables hay mas de una segunda derivada:

Definicién 4.6. Suponga que z = f(x,y) es una funcién de dos variables. Tenemos cuatro derivadas de
sequndo orden, las que se obtienen de la siguiente manera:

82
faz(z,y) = —J;(:L‘,y), que es la funcion que resulta de calcular la derivada parcial respecto a x de la

derivada parcial respecto a x,

2

v fyy(z,y) = W(z, Y), que es la funcion que resulta de calcular la derivada parcial respecto a y de la
Yy
derivada parcial respecto a vy,
2
v fay(z,y) = 500 (z,y), que es la funcion que resulta de calcular la derivada parcial respecto a y de
yox

la derivada parcial respecto a x, y

82
fyz(z,y) = %(x,y), que es la funcion que resulta de calcular la derivada parcial respecto a x de
xoy

la derivada parcial respecto a y.
Si todas las derivadas de sequndo orden existen, decimos que la funcion es dos veces diferenciable.
Ejemplo 4.8. Encuentre las derivadas de segundo orden de las siguiente funciones:
1. f(z,y) = 2% + 95

Solucion. = f.(z,y) = 32°.

w fy(z,y) =397

v for(z,y) = 6.
= fyy(z,y) = 6y.
. fzy(x>y) =0
v fye(z,y) =0.
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2. f(z,y) = vy + Soy® + 2z + 1.

Solucion. = f.(z,y) =y> + 5y + 2.
w fylz,y) = 3xy2 + 5.

= foo(T,y) =

= fyy(z,y) = bzy.

= faoy(z,y) =3y° +5.
= fya(2,y) = 3y® +5.

3. fla.y) = e+,

Solucion. v folzy) = (y+ 43;.)6961/—&-21;2'

= fylz,y) = wetvt,

s foo(z,y) = (44 (y + 42)2) emv 2,
o fyy(,y) = a?emv 2,

o fay(z,y) = (14 2(y + 42)) V27,
v fue(z,y) = (1 + 2(y + 4x)) ory+22%

Como observamos en todos los ejemplos anteriores, las funciones fy,(z,y) vy fyz(z,y) son iguales. Esto
no es casualidad, de hecho para (casi!) todas las funciones se tiene que fzy = fya- Es por esto que en los
ejercicios solo necesitamos calcular tres derivadas de segundo orden.

4.2.3. Regla de la cadena

Otro tépico de importancia es el relativo a la regla de la cadena cuando las funciones tienen dos
variables. Recordemos que cuando teniamos una funcién de una variable y = f(z) era habitual introducir
el concepto de que = dependia una tercera variable ¢, y nos interesaba saber como depende y de dicha

d
variable, es decir, nos interesaba calcular diz Para ello usdbamos la regla de la cadena:

Yo rw
En el caso de dos variables, lo que sucede es que tenemos que z = f(z,y) y tanto x como y dependen de

una cuarta variable t. Para obtener la tasa de cambio de z respecto a t necesitamos generalizar la regla de

la cadena que conocemos para una variable.

Teorema 4.1 (Regla de la cadena I). Sea z = f(z,y) una funcion diferenciable, y supongamos que x ey
son funciones de t, es decir, x = x(t) e y = y(t). Entonces z se puede considerar como una funcion de t y

tenemos que

dx d
= Lol ) 5 + fula, )

!Las funciones para las que esto no es cierto son bastante patolégicas. Una de estas funciones es

2 +y

e y) = {W para (z,%) # (0,0) .
0 para (z,y) = (0,0).

Este tipo de funciones raramente aparece en aplicaciones, por lo que no nos preocuparemos de ellas.
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Ejemplo 4.9. Dada la funciones z = f(z,y), x(t) e y(t), calcule %

L flz,y) =2+ 9% a(t) = 1+, y(t) = > +e".

Solucion. Tenemos que

f:v(xa y) = 2z,
fy(z,y) =2y,
dx
=1
dt ’
dy —t
A, VI
dt c
de donde obtenemos que
dz

az _ _ ot

dt—2x+2(2t e )y
1 1

2. f(z,y) =zlnx, a;(t)zt&y(t)zt%—;.

Solucion. En este caso

fa(2,y) = Inz +1,

fy(xay) = 07
de 1 _2
_— = 7t 3
a3
dy 1
21— =
dt t2’
de donde obtenemos que
= _ ltfﬁ (1+Inx)
dt 3 ‘
9 1
3. f(x,y) = cos(z® + zy), z(t) = 1 y(t) = sent.

Solucién. Calculamos

fo(z,y) = — (2z + y) sen(2® + zy),
fy(% y) = Sen($2 + ZL'y),

de 1
dt — (t+1)%’
d

d—z; = cost,

de donde obtenemos que

dz _ (2z+y) sen(x? + zy)
dt (t+1)2

— xsen(z”® 4 zy) cost.

Teorema 4.2 (Regla de la cadena II). Sea z = f(x,y) una funcion diferenciable, y supongamos que
x=g(t,s) ey =h(t,s). Entonces z se puede considerar como una funcién de (t,s) y tenemos que

0z ox oy
5= fx(w,y)g +fy(@y) 5,
0 oz oy

% = fx(l‘,y) s + fy(xvy) 88.
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4.2.4. Derivacion implicita

Ejercicio 4.6. Calcule las derivadas de segundo orden de las siguientes funciones:

1. f(z,y) = 322 — 49 + 5zy — 5z + 6y — 90. 5. f(z,y) = cos?(z +y).
2. f(r.y) = 06 .
6. flz,y) = .
3. fz,y) =2 —be ™. f(z,y) r—y
1
@) = T e 7. f(e.y) = In(22% + 3¢2).

d
Ejercicio 4.7. Dadas las funciones z = f(x,y), z(t) e y(t), calcule £

1. f(x,y) = 300 — 2022 + 40y, x(t) = 100, y(t) = 150 — /t.
2. f(z,y) = iy a(t) =t, y(t) =t - 1.

Yy
3. flz,y) = 23y3, 2(t) = ¢, y(t) = Int.

r+y
r—y

4 fy) = 25V at) = + o, y(e) = cost.
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Capitulo 5

Optimizacion en varias variables

5.1. Optimizacién de funciones de dos variables

Hasta ahora hemos visto problemas de optimizacion en una variable, sin embargo hay situaciones en
las que se requieren mas de una variable independiente para modelar ciertos problemas, como lo ilustra el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1. Se desea construir una piscina para contener 4 m? de agua'. ;Cudles son las dimensiones
de la piscina que minimizan la cantidad de revestimiento del interior de la piscina?

Para resolver este problema es conveniente hacer un dibujo (Figura 5.1) para visualizar las variables

pertinentes

Figura 5.1: Piscina.

Como vemos, el problema consiste en minimizar la superficie de la piscina, es decir, minimizar la

funcién de tres variables
S(z,y,z) =2xz + 22y + xy

bajo la restriccién de que el volumen de la piscina es de 4 m3, es decir
V =zayz =4.

Tal como en el ejemplo de la cerca (Ejemplo 1.20), podemos usar la segunda ecuacién para reducir el
nimero de variables. Por ejemplo, podemos escribir que

z=—,
Ly

1 m® ~1000 litros.
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de donde reemplazando en la funcién S obtenemos la funcién de dos variables
8 8
S(.I,y) =-—+= +1Ey
y
Es decir, nuestro problema ha sido reducido al siguiente problema de calculo:
o 8
minimizar la funcién — + — + zy,
Yy T
sujetoaque z >0ey > 0.

,Cémo resolvemos este problema?

5.1.1. Extremos relativos y puntos criticos en dos variables
Definicién 5.1 (Extremos relativos). Decimos que la funcion f tiene un
» Mdazximo relativo en el punto (a,b), si f(a,b) > f(z,y) para todo (z,y) “cerca” de (a,b);

s Minimo relativo en el punto (a,b), si f(a,b) < f(z,y) para todo (x,y) “cerca” de (a,b);

Figura 5.2: Extremos relativos

Al igual que en el caso de una variable, para encontrar extremos relativos, la herramienta crucial es la

derivada

Definicién 5.2 (Puntos Criticos). Dada una funcion diferenciable f, decimos que (a,b) es un punto
critico® si
fz(a,0) =0 y fy(a,b) =0.
Ejemplo 5.2. Encuentre los puntos criticos de f(z,y) = 2% + .
Solucion. Ejemplo resuelto en clases. |
Asi como en problemas de una variable, los puntos criticos son candidatos a ser extremos relativos,

como lo muestra el siguiente teorema

Teorema 5.1. Si las derivadas parciales de primer orden existen, entonces los extremos relativos se

encuentran en los puntos criticos.

2Asf como en el caso de una variable, puede darse la situacién que la funcién no tenga derivadas en (a,b): En dicho caso,
(a,b) también es un punto critico. En este curso no nos preocuparemos de dichos casos.
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El teorema anterior nos da una herramienta para encontrar extremos relativos: primero debemos
encontrar los puntos criticos y luego chequeamos cual de estos es un maximo o minimo relativo.

Ejemplo 5.3. Encuentre los puntos criticos de f(z,y) = 2% + .

Solucién. Tenemos que fo(x,y) = 322 y fo(x,y) = 332, luego (0,0) es el tinico punto critico. |

;,Cémo determinamos si un punto critico es un extremo relativo?
A diferencia del caso de una variable donde teniamos el test de la primera derivada, cuando trabajamos
con dos variables dicho test no puede ser aplicado. Sin embargo existe un test de la segunda derivada

Teorema 5.2 (Test de la segunda derivada para extremos relativos). Dada una funcion dos veces
diferenciable, definimos la funcion

D(z,y) = faa(z,y) - fyy(z,y) — (fxy(x,y))Q.
Para encontrar los extremos relativos sequimos el siguiente procedimiento:
1. Encontramos los puntos criticos de la funcion.
2. Para cada punto critico (a,b), evaluamos D(a,b).
3. 8i D(a,b) > 0, entonces evaluamos fyz(a,b):

n 57 fzz(a,b) >0, entonces (a,b) es un minimo relativo.
» Si for(a,b) <0, entonces (a,b) es un maximo relativo.

» Si frr(a,b) =0, entonces no podemos decir nada acerca de (a,b).
4. 51 D(a,b) <0, entonces (a,b) es un punto silla. Fste tipo de puntos no es un extremo relativo.
5. 8i D(a,b) =0, entonces no podemos decir nada acerca de (a,b).

El teorema anterior se puede resumir con el siguiente cuadro: Sea (a,b) un punto critico para f,
entonces

signo de D(a, b)

signo de fyz(a,b)

(a,b) es un

+

+

minimo relativo

+

maximo relativo

— punto silla

Ejemplo 5./ . Encuentre los extremos relativos y puntos sillas de las siguiente funciones:
L. f(z,y) = 2% + 2
Solucion. Ejemplo resuelto en clases.
2. f(z,y) = y* — 22 (Ver figura 5.3).

Solucion. En este caso fy(z,y) = =2z y fy(x,y) = 2y, luego (0,0) es el tnico punto critico. Si
calculamos D(x,y), obtenemos que
D(z,y) = —4,

luego D(0,0) = —4 < 0, es decir (0,0) es un punto silla.
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Figura 5.3: La funcién f(z,y) = y? — 22 tiene un punto silla en (0, 0).

3. flx,y) =23 —y® — 6ay.

Solucion. Ejemplo resuelto en clases.

4. fla,y) = 122 — 23 — 492,

Solucién. Encontramos que fi(z,y) =12 — 322 y fy(z,y) = —8y, de donde deducimos que hay dos
puntos criticos: (2,0) y (—2,0). Para determinar el tipo de punto critico, calculamos

D(z,y) = 48z,

de donde D(2,0) = 92 > 0, es decir el punto (2,0) es un minimo relativo. Por otra parte D(—2,0) =
—92 < 0, es decir (—2,0) es un punto silla.

5. f(z,y) = 22% + y? + 8z — 6y + 20
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Solucion. Notar que f(z,y) = 2(x +2)? + (y — 3)? + 3.

Solucion. Buscamos los puntos criticos
folz,y) = pel=*" v’ (—3 + 222 — 2y2) =0
oy = ye' =V (14207~ 29%) = 0

De donde se obtienen los puntos criticos (0, 0), (0, \/g), (0,—/3), (\/g, 0), (—\/g, 0). Si aplicamos el
test de la segunda derivada tenemos que

faz(z,y) = el =y (—4:64 + 4a%y? + 1222 — 22 — 3)



5.1. OPTIMIZACION DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Fuy(@,y) = €770 (4t — da?y? — 87 227 4 1)

T,y :aryefzf2 —4x® +4y” +
oy l—z“—y 42 42 2

Asi
9 —3e 0
D=£(0,0) =
0 e

de donde d(0,0) = —3e? < 0 asi que (0,0) es un punto silla.
Para (£,/3,0) se tiene que

1
3 b6e™ 2 0
D2f(:l: 5 O) =
2 0 4e™2
de donde d(+ %,O) = 24e > 0, y como fm(:lz\/g, 0) = 6e=2 > 0 concluimos que (+ %,0) son
minimos locales.

Y para (0, j:\/g) se tiene que

1
1 —4e2 0
D*f(0,£4/2) =

de donde d(O,:t\/g) = 8ez > 0, y como fm(O,i\/g) — —4de? < 0 concluimos que (O,i\/g) son

maximos locales.

12. f(z,y) = 2% — 2% — 2y* + 323y + 5
13. f(z,y) =3+ 2%+ 22y + 3y + 3z + 10

Observacion 5.1. Algunos se preguntaran: ;Qué pasa con los extremos absolutos?. La respuesta puede
ser bastante complicada, sin embargo en este curso asumiremos siempre que si es que la funcién de dos
variables tiene un 1nico extremo relativo, este debe ser absoluto, es decir, si encontramos un inico minimo
relativo, este deber ser el minimo absoluto de la funcién; asi también, si encontramos un inico maximo

relativo, este debe ser el maximo absoluto de la funcion.

Ejercicio 5.1. Dada la funcién f(x,y), encuentre los puntos criticos y clasifiquelos como méaximos relativos,
minimos relativos o puntos silla.

1. f(z,y) =5—2% — 4> 4. fla,y) =223 + 9> + 322 — 3y — 122 — 4.
2. f(z,y) =y 5. flz,y) =2 +y2 — 6zy + 9z + 5y + 2.
_16 6 2 2
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5.2. Optimizacion aplicada

A continuacion veremos diversas aplicaciones. En primer lugar, volvamos al ejemplo de la piscina
(Ejemplo (O)). Tenfamos el siguiente problema:

minimizar la funcién S(z,y) = — + — + xy,
y

(0)
sujeto aque x >0 ey > 0.
Para ello sigamos el procedimiento dado anteriormente
8 8
1. Primer encontramos los puntos criticos: Tenemos que Sy(z,y) = —— + ¥y, y Sy(r,y) = —— + z. Si
x Yy
igualamos ambas cantidades a 0, encontramos que
8 8
= —_— xr= ——.

Si reemplazamos el valor de y en la ecuacion para x obtenemos que

O equivalentemente z* — 8z = 0, de donde obtenemos que z =0 0 = 2. Pero = 0 no es un valor
valido para la funcién, es decir x = 2 es el tnico valor relevante. Luego si reemplazamos z = 2 en la
ecuacién para y, obtenemos que y = 2.

Es decir, el punto (2,2) es el anico punto critico para la funcién.

2. Ahora necesitamos evaluar D(2,2) = S;2(2,2) - Syy(2,2) — (Smy(2,2))2, por lo que necesitamos
calcular las derivadas de segundo orden.

16 16
Swfﬁ(:z:ay) = ﬁ? Syy(l'ay) = Ea Sxy = 1;

por lo que
16 16 9
Y como S;.(2,2) =2 > 0, concluimos que (2,2) es un minimo relativo, pero como es el tnico, es el

minimo absoluto para S.

Finalmente concluimos que las dimensiones de la piscina deben ser de 2 m. x 2 m. x 1 m. (Recordar

4
que z = —). |
Y

Ejemplo 5.5. Se quiere construir una caja rectangular de 32 cm?, para ello se utilizan 3 materiales
distintos: El material para los costados de la caja cuesta $1.000 pesos por cm?, el material para la base
cuesta $3.000 pesos por cm?, y el material para la tapa cuesta $5.000 pesos por cm?. Determine las
dimensiones de la caja mas barata.

Solucion. Para resolver este problema es conveniente hacer un dibujo (Ver figura 5.4). Tenemos que el
costo de la caja se puede escribir como

C(z,y,z) = (costo de los lados)+(costo de la base)+(costo de la tapa)
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Figura 5.4: Caja con tapa y base.

= (2zz+2zy)-14+2y-34+2y-5
= 22z 4 2zy + 8zy miles de pesos

32
Por otra parte tenemos que el volumen de la caja debe ser de 32 cm?, es decir zyz = 32, de donde z = —.
x

Luego nuestro problema es minimizar

64 64
C(x,y) = —+ — +8xy
y

Procedemos como siempre:
L 64 64 L. ‘s
1. Puntos criticos: Cy(z,y) = —— + 8y, Cy(x,y) = ——5 + 8z. De donde el tinico punto critico es el
T Yy

punto (2,2).

2-64 2-64
2. Evaluamos D(2,2). Cys(2,y) = —5—, Cyy(x,y) = —5—, Cuy(z,y) = 8, de donde
€z Yy

D(2,2) =162 -82=3-82>0.

128 . , . fys .
Ademas, Cy,(2,2) = 53 > 0, es decir, nuestro tinico punto critico es un minimo.

De donde concluimos que la caja debe ser de dimensiones 2 cm. X 2 ¢cm. X 8 cm.. |

Ejemplo 5.6. Una tienda de abarrotes vende dos marcas bebidas de fantasia de tres litros. Si el precio
de venta de una de las marcas es x y el de la otra es y, el dueno del almacén estima que la ganancia por
ventas estard dada por la funcién

G(z,y) = (z — 2)(40 — 50z + 40y) + (y — 2)(20 4 60z — 70y) miles de pesos.
Encuentre los precios x e y que maximizan la ganancia.
Solucion. Tal como antes, seguimos el procedimiento:

1. Puntos criticos: G,(x,y) = 20 — 1002 4+ 100y, Gy(z,y) = 80 + 100z — 140y. Si igualamos ambas
cantidades a 0 obtenemos el siguiente sistema:

dr —dHy =1
S5 — Ty = —4

De donde obtenemos que = = % =2T7ey= % = 2,5 O sea el punto (%, g) es el inico punto critico
para G.

135
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2. Evaluamos D (%, %) Gaz(z,y) = =100, Gyy(z,y) = —140 y Ggy(x,y) = 0, por lo tanto
27 5
D (—,= ) = 14000 > 0.
<10’ 2) -
Finalmente evaluamos G, (%, %) = —100 < 0, por lo que nuestro tinico punto critico es un maximo.

Concluimos que para maximizar la ganancia, debemos vender la marca x a
(2.700 y la marca y a
)2.500.

Ejemplo 5.7. El gerente de una compaiiia distribuidora de alimentos determina que sus tres clientes mas
importantes se pueden ubicar en el mapa como lo muestra la figura 5.5:

B(0,0) C(8,0,

Figura 5.5: Diagrama para el centro de distribucién.

LEn qué lugar del mapa debe establecerse el centro de distribucién, de modo que se minimice la suma
de los cuadrados de las distancias a cada cliente?

Solucion. En primer lugar recordamos que la distancia al cuadrado entre dos puntos en el plano dados
por (z1,y1) v (z2,y2) puede ser calculada mediante la férmula

& = (21— @2)" + (41 — y2)*.

Con esto, si el centro de distribucién se ubica en el punto (z,y), entonces la suma de los cuadrados de las
distancias a cada cliente esta dada por

f(x,y) = (distancia al cliente A)? 4 (distancia al cliente B)? + (distancia al cliente C)?
=[@ -2+ @ -5? + [22+ 9] + [@ - 82 +4?].

1. Puntos criticos: fy(z,y) = 6x — 18, f,(x,y) = 6y — 10. De donde el tnico punto critico es el punto
(5.5):
'3

2. Evaluamos D (3, %) frae(z,y) =6, fyy(x,y) =6, fzy =0, por lo tanto
D(3,§) =36 > 0,

ademas, fiz (3, %) =6 > 0, es decir nuestro tnico punto critico es un minimo.
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Concluimos que se debe ubicar el centro de distribucién en el punto (3, g) |
Ejercicio 5.2. Un almacén vende dos marcas de comida para perros. Si cobra x pesos por una marca e ¥y
pesos por la otra, el dueno estima que ganara

G(z,y) = —5z% + 10xy — 20z — Ty* + 240y — 5300.
i Cudles deben ser los precios de las comidas, de modo que se maximicen las ganancias?

Ejercicio 5.3. Se desea construir una antena para celulares para comunicar a cuatro comunas. Si las
comunas estan ubicadas en los puntos (—5,0),(1,7),(9,0) y (0, —8), determine el lugar (x,y) donde se
debe ubicar la antena, de modo que se minimice la suma de las distancias al cuadrado desde la antena
hacia cada comuna.

Ejercicio 5.4 . El gerente de una compania de transporte tiene 3 clientes que se pueden ubicar en un
mapa en las coordenadas A = (0,0), B = (2,7), y C = (8,1) (las coordenadas estan en kilémetros). De
acuerdo a sus calculos, el costo de traslado hacia A es de
(200 por kilémetro recorrido, mientras que el costo de traslado a B es de
)150 por kilémetro, y a C es de $230 por kilémetro.

,En qué lugar del mapa debe establecerse su centro de operaciones de modo que se minimicen sus
costos de traslado?

Ejercicio 5.5. Se quiere construir una caja rectangular, sin tapa, de 18 cm?, para ello se utilizan 2
materiales distintos: El material para los costados de la caja cuesta $3.000 pesos por cm?, el material para
la base cuesta $4.000 pesos por cm?. Determine las dimensiones de la caja mas barata.

Ejercicio 5.6. Una empresa produce 2 tipos de fertilizante: fertilizantes A y B. Si se producen x unidades
de A e y unidades de B, se determina que la ganancia es de

G(z,y) = (100 — z) + y(100 — y) — (z* 4+ zy + ¥°).

i Cuantas unidades de cada fertilizante se deben producir para maximizar la ganancia?

5.3. Optimizacién con restricciones

Como hemos visto, en diversos problemas aplicados es usual que tengamos restricciones sobre las
variables. Por ejemplo, recordemos el Ejemplo 1.20 del granjero que queria construir una cerca para sus
caballos (Figura 5.6):

Figura 5.6: Corral para caballos.
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En dicho problema, habiamos llegado a la conclusién de que debiamos resolver el siguiente ejercicio de
optimizacién:

minimizar la funcién 2x + y,
sujeto a que x -y = 800, (P)
z>0ey>0.

La manera en que resolvimos dicho ejercicio fue utilizando métodos de una variable (usamos la
restriccién x - y = 800 para despejar y y dejar todo en términos de z), sin embargo hay situaciones
en las que despejar una de las variables es imposible (por ejemplo cuando la restriccién es algo como
sen(zy) + e*t¥ = 1). ;Coémo enfrentamos dichos casos?

5.3.1. Multiplicadores de Lagrange

Una de las técnicas mas tutiles en la optimizacién con restricciones es el llamado método de los
multiplicadores de Lagrange, donde se introduce una tercera variable (un multiplicador) que nos permite
resolver el problema de optimizacion con restricciones sin la necesidad de despejar una de las variables en
la restriccion.

El método consiste en lo siguiente:

1. Supongamos que tenemos el problema:

optimizar la funcién f(x,y),
sujeto a que g(x,y) = k.

2. Para resolver este problema buscamos los valores x, y y A tales que

fa(,y) = Aga(z,y),
fy(@,y) = Agy(z, ),
g(@,y) =k
Esto nos da una lista de valores © = a, y = b y A’s (al igual que con los puntos criticos, pueden

haber més de uno).
3. Luego evaluamos la funcién f en cada uno de los puntos (a,b) obtenidos en el paso anterior.

4. Finalmente el valor méximo (o minimo) del problema L serd el mayor (o menor)? valor obtenido en
el paso 3.

Para ilustrar el método, resolvamos el ejemplo 1.20 usando multiplicadores de Lagrange. Queremos
resolver

(P)

minimizar la funcién 2x + y,
sujeto a que x -y = 800.

Luego para este caso en particular tenemos que f(x,y) = 2z+vy, g(x,y) = zy y k = 800. Luego f,(z,y) = 2,
fy(z,y) =1, gz(x,y) =y y gy(x,y) = x. El método nos dice que debemos resolver el sistema de 3x3 dado
por

2= fac(x7y) = )‘gl’(‘rvy) = Ay,

3En estricto rigor esto no es completamente cierto, sin embargo para efectos de este curso, solo nos preocuparemos de esta

situacion.
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1 = fy($>y) = )‘gy(xJJ) = )\l’,
xy = g(z,y) = k = 800.

1
De donde deducimos que x = 420, y = +40 y, aunque no lo utilizaremos, A = +=—. Sin embargo estamos

interesados en el caso de que z, y > 0, luego solo nos preocupamos del punto (20,40). En este caso
obtenemos que el menor valor se obtiene cuando x = 20 e y = 40, que es exactamente la medida que
obtuvimos usando técnicas de una variable. |

Ejemplo 5.8. Encuentre el maximo y minimo de la funcién f(z,y) = xy sujeta a la restriccion 22 +y? = 8.

Solucién. En este caso tenemos que f(x,y) = xy, g(z,y) = 22 +y? y k = 8. De donde nuestro sistema de
3x3 queda

(x,y):/\ ):)\2:):

z? 4 12 —g(a:,y):k: 800.

De donde obtenemos que 2\ = g _ f, es decir 22 = y2. Luego 22 =4 = 4%, o sea x = +£2 = y. Por lo
x

Yy
tanto tenemos cuatro posibles puntos: (—2,—-2), (=2,2), (2,—-2) y (2,2).
Para concluir, debemos evaluar f(z,y) en todos estos puntos

- f(727 72) = 45

u f(_27 2) = _45
u f(2’ _2) = _47 y
. f(2,2) = 4.

De donde concluimos que el valor maximo es 4 y se alcanza en (—2,—2) y (2,2); y el valor minimo es —4 y
se alcanza en (—2,2) y (2, —2). [

Ejemplo 5.9. Encuentre el minimo de la funcién f(x,y) = 222 + 4y? — 3zy — 22 — 23y + 3 sujeta a la
restriccién x + y = 15.

Solucién. En este caso obtenemos que x =8,y =7, A =9,y f(8,7) = —18. [ |

Ejemplo 5.10. Maximice la funciéon U(z,y) = 102%5y%* sujeta a la restriccién 20z + 30y = 600.
Solucion. Para resolver este problema planteamos las ecuaciones

6204y 0% = 20,

4290706 = 30,

20z + 30y = 600.

Si despejamos A en las primeras 2 ecuaciones obtenemos que

0,4 0,6
T 3\y

de donde deducimos que 9y = 4x. Si reemplazamos esta relacion en la tercera ecuaciéon obtenemos que
5 -9y + 30y = 600, es decir 75y = 600, lo que nos da y = 8. Volviendo a la relacién entre = e y, obtenemos
que x = 18.

Luego la funcién alcanza su maximo en el punto (18,8), y su valor maximo es U(18,8) ~ 130,14. W
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Ejercicio 5.7. Encuentre el maximo de la funcién f(x,y) = xy sujeta a la restriccion z +y = 1.
Ejercicio 5.8. Encuentre el minimo de la funcién f(z,y) = 22 + y? sujeta a la restricciéon zy = 1.
Ejercicio 5.9. Encuentre el minimo de la funcién f(z,y) = 22 — y? sujeta a la restriccion x? + y? = 4.

Ejercicio 5.10. Encuentre el méximo y el minimo de la funcién f(z,y) = 2% — y? — 2y sujeta a la
restriccién 22 + y% = 1.

Ejercicio 5.11. Encuentre el maximo y el minimo de la funcién f(x,y) = e®¥ sujeta a la restriccién
2,2
7+ y° =4.

Ejercicio 5.12. Una fabrica produce dos tipos de televisores: LED y LCD. El gerente estima que cuando
x cientos de LEDs e y cientos de LCDs se producen, entonces la ganancia anual serd de

G(z,y) = —0,32% — 0,52y — 0,4y> + 85z 4+ 125y — 2500 millones de pesos.

Si la empresa puede producir 30.000 televisores en total, jcudntos LEDs y LCDs se deben producir para
maximizar la ganancia?

Ejercicio 5.13. Se desea construir una caja con base cuadrada tal que el contorno mas el alto debe ser
exactamente 108 cms. (Ver figura 5.7) ;Cuél es la caja con tales caracteristicas que tiene el volumen mas
grande?

contorno=4x

Figura 5.7: Caja para el ejercicio 5.13.

5.4. Programacion lineal

Como vimos en la ultima parte del capitulo anterior, en cierto tipo de problemas queremos optimizar
una funcién bajo ciertas restricciones. La programacién lineal es un caso bastante similar al anterior,
especificamente aplica a los modelos en los que la funcién a optimizar f es lineal y la restricciéon g es
también lineal. La gran diferencia serd que para estos problemas, tendremos mas de una restriccién lineal,
las que ademas pueden ser desigualdades, como por ejemplo:

maximizar la funciéon 4x + 7y,
sujeto a que 3z + y < 10,
or —4y <1,

z, y=>0,

(PL)

140
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Este tipo de problemas suele aparecer con frecuencia en aplicaciones a la economia, transporte y
ciencias sociales, y en este curso nos enfocaremos al caso en que dichos modelos cuentan con solo con dos
variables independientes. En tales cases desarrollaremos un método bastante simple que sirve para resolver
dichos problemas. Asimismo, nos interiorizaremos en como plantear problemas aplicados para obtener un
problema de programacién lineal.

5.5. Solucién grafica de problemas de programacién lineal en dos va-
riables

El procedimiento de solucién gréafica comprende dos pasos:
1. Determinar el espacio de soluciones que define todas las soluciones factibles del modelo.

2. Determinar la solucién éptima entre todos los puntos factibles del espacio de soluciones usando el
método grafico.

Usaremos el ejemplo (PL) para ilustrar como utilizar este procedimiento.

Solucién. En primer lugar graficamos el conjunto de soluciones factibles (que definimos como el conjunto
de los (z,y) que satisfacen todas las restricciones del problema) usando las ecuaciones de las restricciones.
Para mas detalles de como hacer esto, Ver los apuntes tomados en clases. El conjunto resultante se puede
ver en la figura 5.8.

Figura 5.8: Conjunto de soluciones factibles para el ejemplo PL.

Una vez hecho esto, graficamos la recta z = 4x + Ty para dos valores crecientes (por que queremos
maximizar) de z, y observamos la direccién en la que se “mueven” las rectas (Ver figura 5.9).

Finalmente determinamos el punto en el conjunto de soluciones factibles que resulta de mover lo mas
posible nuestra recta z = 4z + 7y en la direccién en la que z crece (Figura 5.10). De acuerdo a la figura, el
punto para el cual se hace mas grande z es el punto (0, 10). La conclusion es que la funcién z = 4z + 7y se
maximiza en el punto (z,y) = (0, 10). [

A continuaciéon veremos como aplicar el método para problemas de minimizacién
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Figura 5.9: Grafico de z = 4z 4 Ty para dos valores arbitrarios de z: z =7 y z = 21. Notar que las rectas
SIEMPRE son paralelas.

Y

AN

(0, 10)

—T1 \m

Figura 5.10: “Movemos” la recta z = 4z + 7y lo mas posible sin salirnos del conjunto factible.

Ejemplo 5.11. Resolver el siguiente problema de programacion lineal

minimizar la funciéon 3z + 5y,
sujeto a que z + 6y > 3,
4o +y > 1,
r <4,
y <2

Solucion. Ejemplo resuelto en clases. La acotacion importante es que por ser un problema de minimizacién
debemos determinar la direccién en la que decrece z = 3z + 5y y “movernos” lo mas posible en dicha
direccién.

En clases llamamos a la solucién el punto A, y por falta de tiempo no di las coordenadas. La respuesta
es A(z,y) = <%, %) [

Ejercicio 5.14. Resuelva los siguientes problemas de programacion lineal usando el método grafico. En
los problemas que se pide optimizar, se deben encontrar tanto el maximo como el minimo.
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max.
s.a.

1.
max.
s.a.

2.
max.
s.a.

3.
max.
s.a.

4.
max.
s.a.

d.

51 + 6y,
z+y <4,
z+ 2y <6,
z, y>0.

2z + 3y,
3x + 2y <6,
—z+y <0,
z, y>0.

6z + 3y,
3z + 2y <6,
x_ygov

max. 2y + x,
s.a. y—2x <0,
20 —x >0,
z+y <4

optimizar y — x,
s.a. y —2x <0,
29 —x > 0,
r+y <4

optimizar z + v,

s.a. r+y > —3,

3$_y§37
3y — 2z < 6,
z, y=>0.

optimizar y — z,

sa. r+y > —3,

3 —y <3,
3y — 2z <6,
z, y > 0.

5.6. Modelos de programacioén lineal en dos variables

En esta secciéon veremos que tipo de problemas se puede modelar usando técnicas de programaciéon

lineal. Basicamente , un modelo de programacién lineal tiene tres componentes:

1. Las variables que se tratan de determinar.
2. El objetivo (la meta) que se trata de optimizar.

3. Las restricciones que se deben satisfacer.

Por lo que en cada problema debemos ser capaces de identificar dichos componentes.

Ejemplo 5.12. Una tienda vende dos clases de gaseosas: la gaseosa A y la gaseosa B que es mas barata.

El margen de utilidad aproximado de A es $5 por lata, y la de B es $7 por lata. En promedio, la tienda no

vende més de 500 latas diarias. Se estima que se venden al menos 100 latas de A diarias, y que B se vende

a lo menos el doble que A. ;Cuantas latas diarias de cada marca se deben tener en stock para maximizar

la utilidad?
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Solucion. Ejemplo resuelto en clases. En resumen el problema era resolver

max. bx + 7y,
s.a. T +y < 500,
x > 100,
y > 2z,
z, y =0,

donde z: latas de A, e y: latas de B. La respuesta es 100 latas de A, y 400 latas de B.

Ejemplo 5.13. Una escuela prepara una excursion para 400 alumnos. La empresa de transporte tiene 8
autobuses de 40 asientos y 10 de 50 asientos, pero solo dispone de 9 conductores. Contratar de un bus
grande cuesta $800.000 y uno pequeno cuesta $600.000. Calcular cudntos buses de cada tipo hay que
utilizar para que la excursién resulte lo mas econémica posible para la escuela.

Solucion. Ejemplo resuelto en clases. En resumen el problema se puede escribir como (quizas en clases

intercambié los nombres de las variables)

min. 600z 4+ 800y (miles de pesos),
s.a. 40z 4+ 50y > 400,
z+y<9,
r, y =0,

donde z: buses de 40 pasajeros, e y: buses de 50 pasajeros. La respuesta es 5 buses de 40 pasajeros y 4

buses de 50 pasajeros.

Ejemplo 5.14. Se contrata a una empresa para que reciba 60.000 kg. de tomates maduros a $70 por kilo,
con los cuales produce jugo de tomate y salsa de tomate, ambos enlatados, los que se empacan en cajas
de 24 latas. En una lata de jugo se usa 1 kg. de tomates frescos, y en una de salsa % kg. La demanda de
los productos en el mercado se limita a 2.000 cajas de jugo y 6.000 cajas de salsa (cualquier excedente
se perderd). La ganancia al por mayor por caja de jugo y de salsa es de $1.800 y $900, respectivamente.
Deduzca un programa 6ptimo de produccién para la empresa.

Solucion. Planteamiento del problema resuelto en clases. En resumen teniamos que

max. 18z 4+ 9y (miles de pesos),
s.a. x < 2000,
y < 6000,
24z 4 8y < 60000,
z, y =20,

donde z: cajas de jugo de tomate (1 caja jugo = 24 kilos tomate), e y: cajas de salsa de tomate (1 caja
salsa = 8 kilos tomate). El conjunto de soluciones factibles se puede graficar como en la figura 5.11. Notar
que aqui lo hice sin dividir por mil en el grafico, pero la figura queda igual. La tnica diferencia es que todo
estd en sus valores reales.

Luego graficamos las rectas z = 18x + 9y para valores crecientes de z (Figura 5.12) y determinamos

el 6ptimo.
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Figura 5.11: Conjunto de soluciones factibles para el Ejemplo 5.14

Y

aca estd el optimo

Figura 5.12: Encontrando el 6ptimo para el ejemplo 5.14.

Posteriormente el éptimo se encuentra en la interseccién de las rectas: y = 6000 y 24x + 8y = 60000,
que nos da como respuesta: x = 500, y = 6000, es decir, se deben vender 500 cajas de tomate en jugo y

6.000 cajas de salsa de tomates, lo que nos dara una ganancia de 18-500+9-6.000=63.000 miles de pesos, o
sea 63 millones de pesos.

A continuacién presentamos un ejemplo en el que el conjunto factible es un poco mas complicado.

Ejemplo 5.15. Una fabrica produce pinturas para interiores y exteriores utilizando dos materias primas:
My y M. La tabla siguiente proporciona los datos basicos del problema.

Pinturas para Pinturas para

Disponibilidad
exteriores (ton.) | interiores (ton.) | diaria (ton.)
Materia prima M; (ton.) 6 4 24
Materia prima Ms (ton.) 1 2 6
Utilidad diaria (miles de U$ por ton.) 5 4

Una encuesta de mercado indica que la demanda diaria de pintura para interiores no puede ser mayor
que 1 tonelada mas que la de pintura para exteriores. También, que la demanda maxima diaria de pintura

para interiores es de 2 toneladas. La fabrica desea determinar la cantidad de cada tipo de pintura que
maximiza la utilidad diaria total.
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Solucion. Primero identificamos las variables pertinentes:

x : Toneladas producidas diariamente de pintura para exteriores,

y : Toneladas producidas diariamente de pintura para interiores.

Para formar la funcién objetivo, la empresa desea aumentar sus utilidades todo lo posible. Si z representa
la utilidad diaria total, el objetivo de la empresa se expresa como:

Maximizar z = bx + 4y (miles de ddlares)

A continuacién encontramos las restricciones que limitan el uso de las materias primas y la demanda. Las

restricciones en materias primas se expresan como sigue:
(Uso de materia prima para ambas pintuas) < (Disponibilidad de materia prima),
que segun los datos del problema, ésto se puede expresar como:

Uso de la materia prima M; = 6z + 4y,
Uso de la materia prima My = 1z 4 2y.

Dado que el uso de las materias primas estd limitado por 24 y 6 respectivamente, tenemos que

6x + 4y < 24,
x+ 2y <6.

Por otra parte tenemos restricciones dadas por la demanda. En primer lugar demanda diaria de pintura
para interiores no puede ser mayor que 1 tonelada mds que la de pintura para exteriores, o en términos de
nuestras variables: y < 1 4 x; en segundo lugar que la demanda mdzima diaria de pintura para interiores
es de 2 toneladas, o sea y < 2

Finalmente observamos que hay una restriccién implicita, esta es que las cantidades x e y deben ser
mayores que 0, pues ambas son cantidades fisicas.

Resumiendo, nuestro problema es el siguiente

maximizar la funciéon bz + 4y,
sujeto a que 6x + 4y < 24,
T+ 2y <6,
y—x <1,
y<2
z, y > 0.

A continuacién determinamos el conjunto factible mediante un gréfico (Ver figura 5.13).

Una vez hecho esto, graficamos la funcién utilidad z = 5x + 4y para valores crecientes de z y
determinamos el 6ptimo (ver Figura 5.14). La solucién 6ptima se encuentra en el punto rojo. Las
coordenadas de dicho punto se encuentran resolviendo la interseccién de las rectas respectivas, es decir, de
las rectas 6z + 4y = 24 y x 4+ 2y = 6. Esto nos da como solucién el punto x = 3 e y = 1,5, en cuyo caso
z =21.

Esto quiere decir que debemos vender 3 toneladas de pintura para exteriores y 1,5 toneladas de pintura
para interiores, lo que nos dard una utilidad de 21 mil délares. |
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Figura 5.13: Conjunto de soluciones factibles para el ejemplo 5.15.

Y

acd esta el 6ptimo

Figura 5.14: Determinamos el 6ptimo para el ejemplo 5.15.

Ejercicio 5.15. Una empresa fabrica dos tipos de productos con un costo de producciéon por unidad
de $2.000. y $3.000 respectivamente. Para hacer que el negocio sea rentable se ha determinado que se
debe fabricar a lo menos 10 kg. de producto al dia. Ademas se determina que por razones logisticas no
se pueden producir mas de 15 kg. del primer producto y 20 kg. del segundo. Establezca el modelo que
minimiza los costos y encuentre la solucién éptima.

Ejercicio 5.16. Juan acaba de entrar a la universidad y desea repartir su tiempo disponible, aproximada-
mente de 10 horas por dia, entre estudios y entretencién. Para ello estima que entretenerse le es doblemente
placentero que estudiar. También desea estudiar al menos un tiempo igual al que pasa entreteniéndose.
Sin embargo, se da cuenta que para cumplir con sus obligaciones académicas, no puede pasar mas de 4
horas diarias en entretencién. ; Céomo debe repartir Juan su tiempo, para maximizar su placer?

Ejercicio 5.17. Una fabrica produce dos clases de motores eléctricos, cada uno en una linea de produccién
aparte. Las capacidades diarias de las dos lineas son de 600 y de 750 motores respectivamente. El motor
tipo 1 usa 10 unidades de cierto componente electréonico, y el motor tipo 2 usa 8 unidades. El proveedor de
ese componente puede suministrar 8.000 piezas por dia. Las utilidades son $60 mil pesos por cada motor
de tipo 1 y $40 mil pesos por cada uno de tipo 2. Determine la mezcla éptima de produccién diaria.

Ejercicio 5.18. Una fabrica de bombones tiene almacenados 500 kg. de chocolate, 100 kg. de almendras y
85 kg. de frutas. Produce dos tipos de cajas: la de tipo A contiene 3 kg. de chocolate, 1 kg. de almendras y
1 kg. de frutas; la de tipo B contiene 2 kg. de chocolate, 1,5 kg. de almendras y 1 kg. de frutas. Los precios
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de las cajas de tipo A y B son $13.000 y $13.500 pesos, respectivamente. ; Cuéntas cajas debe fabricar de
cada tipo para maximizar su venta

Ejercicio 5.19. Una pasteleria produce dos productos: pasteles y galletas. Las galletas requieren 200
gramos de aztucar y 100 gramos de harina. Los pasteles requieren 200 gramos de harina y 100 gramos de
aztcar. Se ganan $100 por cada galleta y $80 por cada pastel. Si se disponen de 5 kilos de harina y 7 kilos
de azucar. Encuentre la produccién que maximiza las ganancias.

FEjercicio 5.20. Una fabrica de zapatos de cuero produce dos lineas: modelos de lujo y modelos regulares.
Cada tipo modelo requiere un pie cuadrado de cuero. Un modelo regular necesita 1 hora de mano de obra,
mientras que un modelo de lujo requiere 2 horas de mano de obra. Cada semana se dispone de 40 pies
cuadrados de cuero y de 60 horas de mano de obra. Si cada zapato regular genera una utilidad de $30
mil y cada modelo de lujo representa una utilidad de $40 mil, encuentre la produccién que maximiza la
utilidad de la fabrica.

Ejercicio 5.21. Unos grandes almacenes encargan a un fabricante pantalones y chaquetas deportivas.
El fabricante dispone para la confecciéon de 750 m. de tejido de algodén y 1000 m. de tejido de poliéster.
Cada pantalén precisa 1 m. de algodén y 2 m. de poliéster. Para cada chaqueta se necesitan 1,5 m. de
algodén y 1 m. de poliéster. El precio del pantalon se fija en $50.000 y el de la chaqueta en $40.000. ; Qué
numero de pantalones y chaquetas debe suministrar el fabricante a los almacenes para que éstos consigan
una venta maxima?

Ejercicio 5.22. Una compania fabrica y vende dos modelos de lampara Ly y Lo. Para su fabricacién se
necesita un trabajo manual de 20 minutos para el modelo L; y de 30 minutos para el Lg; y un trabajo de
maquina de 20 minutos para Lj y de 10 minutos para L. Se dispone para el trabajo manual de 100 horas
al mes y para la méquina 80 horas al mes. Sabiendo que el beneficio por unidad es de $15.000 y $10.000
para L1 y Lo respectivamente, planificar la produccién para obtener el maximo beneficio.

FEjercicio 5.23. En una granja de pollos se da una dieta para engordar, con una composicién minima
de 15 unidades de una sustancia A y otras 15 de una sustancia B. En el mercado solo se encuentran dos
clases de compuestos: el tipo X con una composiciéon de 1 unidad de A y 5 de B, y el otro tipo, Y, con una
composicién de 5 unidades de A y 1 de B. El precio del tipo X es de $10.000 y del tipo Y es de $30.000.
., Qué cantidades se han de comprar de cada tipo para cubrir las necesidades con un costo minimo?

Ejercicio 5.2/ . Al comienzo del ano escolar se lanzan diversas ofertas de 1tiles escolares. Unos almacenes
quieren ofrecer 600 cuadernos, 500 carpetas y 400 lapices para la oferta, empaquetdandolos de dos formas
distintas; en el primer paquete tendra 2 cuadernos, 1 carpeta y 2 lapices; en tanto que el segundo tendra 3
cuadernos, 1 carpeta y 1 ldpices. Los precios de cada paquete serdn $650 y $700, respectivamente. ; Cuédntos
paquetes conviene vender obtener el maximo beneficio?

Ejercicio 5.25. Una fabrica de vino produce 2 tipos de vino: tinto y blanco. Cada botella de un litro de
vino tinto produce una ganancia de $500 y cada botella de un litro de vino blanco produce una ganancia
de $400. Se estima que para producir 1 litro de vino tinto se necesita 1 kilo de uva y para producir 1 litro
de vino blanco se necesita 0.75 kilos de uva. Ademas, para satisfacer la demanda se deben producir un
minimo de 20 litros de vino blanco. Si la fibrica cuenta con 100 kilos de uva, calcule la produccién de
cada tipo de vino que maximiza la ganancia.
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