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Prefacio

Este apunte ha sido confeccionado para el curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias dictado en la Universidad
de Talca para distintas carreras de ingenieria. El propoésito de este escrito es recopilar materias expuestas en diversos
libros y organizarlas en la manera presentada en estos cursos por el autor.

Cabe mencionar que tanto algunos contenidos teoricos, como algunos ejemplos han sido extraidos de la bibliografia
senialada, con el fin de que este apunte sea lo mas auto-contenido posible. Ademas se han incorporado ejemplos y
ejercicios de autoria de quién escribe este manuscrito para complementar los contenidos.

Finalmente, aclarar que este apunte esta en permanente construccion, por lo que la exposicion de algunas materias
puede variar en el tiempo. Ademés algunos contenidos pueden estar incompletos.



Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales de primer orden

1.1. Introducciéon

Definiciéon 1.1 (Ecuacion Diferencial). Una ecuacion diferencial (E.D.) es una ecuacion que involucra derivadas
de una o mas funciones desconocidas de una o mas variables independientes. Dichas ecuaciones se pueden clasificar

como:

s Fcuacion diferencial ordinaria (E.D.Q.): Si hay solo una funcién desconocida que depende de una sola variable

independiente.

= Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: Si hay 2 o mas funciones desconocidas que dependen de una

sola variable independiente.

= FEcuacidon diferencial parcial (E.D.P.): Si hay solo una funcion desconocida que depende de 2 o mas variables

independientes.

= Sistema de ecuaciones diferenciales parciales: Si hay 2 o mas funciones desconocidas que dependen de 2 o mas

variables independientes.
Definicion 1.2. El orden de una E.D. es el orden de la derivada mas alta que aparece en la ecuacion
Ejemplo 1.1. 1. y' =2z +y es una E.D.O de primer orden.

2. & —2& — 152 = 0 es una E.D.O. de segundo orden.

0 0? 0?
3. 8—1: = a—;; + a—yz es una E.D.P. de segundo orden.
d
d—z = 2x + 2y
4. d;/ es un sistema de E.D.O.s de primer orden.
< = 3
7 T+ 3y

Definicion 1.3. Una EDO lineal es una ecuacion que puede ser escrita como
an(x)y(") + an,l(m)y("*l) +...t+ar(x)y + ao(z)y = f(x),

donde a;(x) son funciones conocidas de x parai=0,1,...,n—1,n. Si la ecuacion no tiene esta forma, decimos que

la EDO es no-lineal.
Las EDOs en general se pueden escribir como

F(z,y,9,y",...,y"™) =0,

donde F' es una funcion de n + 1 variables.



1.1. INTRODUCCION

Ejemplo 1.2. 1. 3y"" +y' — 10y = 90 es una E.D.O. lineal.
2. y" + 3xy + 4y = cosz es una E.D.O. lineal.
3. ¥ + (senx)y = = es una E.D.O. lineal.

4. y +y*+y =0 es una E.D.O. no-lineal.

Definicion 1.4. Una solucion de una E.D. es cualquier funcion y(z) que satisfaga la ecuacion. La solucion se dice

explicita si estd dada en la forma y(x) = .... La solucion se dice implicita si la solucion estd dada en la forma

G(z,y(x)) = 0.
Ejemplo 1.3. Soluciones explicitas
Loy(x)=0,y"—2y+y=0.

2. y(z) = kxe®, y”" — 2y’ + y = 0 para cualquier constante k.

1
3. y(w) = —a', ¢ = /.
16
4. y(z) =z + 1, no es una solucion de y' +y = e”.
Ejemplo 1./. Soluciones implicitas

2 3 ! 1:2-
l.y*"—2°+8=0,y = —siz>2
Y

2. x4+y+e® =0, (1+ze™)y +1+ye®™ =0.

3. 42 —y? =k, yy = 4x.

Definicion 1.5. Definimos el intervalo de definicion de una solucion de una EDO como el intervalo mas grande

donde la solucion y todas sus derivadas pertinentes son continuas.

Ejemplo 1.5. 1. El intervalo de solucion para y(x) = xe®, solucion de y” — 2y +y = 0, es (—o0, 00).

1
2. El intervalo de solucion para y(z) = 1—6:134, solucion de 3 = x,/y, es (—0o0, 00).

1
3. El intervalo de solucion para y(z) = —, solucion de 2y’ +y =0, es (—00,0) 6 (0, o).
x

1.1.1. Problemas de valor inicial

Un problema de valor inicial es una ecuacién diferencial ordinaria de orden n, sobre la cual se imponen n
condiciones sobre la funcién incognita y sus derivadas en cierto valor xg, es decir

F(.’L‘,y, y/7y//7 et ’yn) = 0
y(wo) = Yo
y/(CUO) =l (1.1)

y™ (20) = Yn-1.

PVIs de la forma anterior son bastante complicados de resolver, y escapan a lo que se quiere presentar en este

apunte. Si estudiaremos una versiéon mas simple, pero que tiene bastantes aplicaciones: un (PVI) de primer orden, es

decir, un problema del tipo

y(wo) = Yo (FVD

{ y/:f(xay)

donde f(x,y) es una funciéon de 2 variables y (xo,%0) es un punto en el plano z-y. El siguiente es un resultado
fundamental de la teorfa de EDOs ordinarias



1.2. EDOS DE PRIMER ORDEN

Teorema 1.1. Sila funcion f(x,y) es continua y diferenciable en un rectdngulo R que contiene a (xo,yo) y ademds
la funcion % es continua en dicho rectdngulo R, entonces la ecuacion (PVI) tiene una tnica solucion que estd
definida en un intervalo de la forma (zg — a,xo + b) donde a,b > 0.

Este teorema tiene utilidad principalmente para verificar, antes de empezar a resolver una ecuacion, que una
solucion existe; en segundo lugar, sirve para comprobar que una solucién encontrada es efectivamente la tnica
solucion.

Ejemplo 1.6. Verifiquemos si se cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad para los siguientes
problemas

1.y —y=0,y(0)=1.
2.y +2z2y? =0, y(0) = —1.
Y =y, y(0) =

y' = x/y, y(0) = 0.

zy’ =y, y(0) = 0.

BT

1.1.2. Ejercicios
Ejercicio 1.1. Verifique que las funciones indicadas son soluciones de la EDO.
Ly(z)=e"%; 2y +y=0.
) = C4 cos(4x) + Cosen(4z); vy’ + 16y = 0.
t) = e3t cos(2t); ij — 6 + 13y = 0.

P’FP-".‘\’
<

y(t) = 5tan(bt); g = 25 + y°.

1

y(x
y(
(x) = —(cosz)In(secx +tanz); y’ +y = tanz.
(
y(z) = (1 —sen(z)) " 2; 2y’ =y’ cosz.

7. Verifique las soluciones del ejemplo 1.16.

Ejercicio 1.2. Verifique si se cumplen las hipotesis del teorema de existencia y unicidad para el PVI dado

/ _ _ 1+
L2y +y=0,y1) =1 6. xy’zl_y,y(l)zl.
2. §=25—12, y(—1) = 5.

, 3 , 1+=
3. 2y =y’cosz, y(0) = —1. 7. xy = 1_y7y(0):2.
4. y = zylny, y(0) = 1.

1+

5.y =xylny, y(0) = 0. 8.y =1, v =2

1.2. EDOs de primer orden

1.2.1. Soluciones por integracion directa

Este método aplica para ecuaciones de la forma

y = f(x),

donde f(x) es una funcién conocida. Para resolver este tipo de ecuaciones simplemente debemos integrar:

m):/f(x)dx

donde [ f es la integral indefinida de f.
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Ejemplo 1.7. Resolver y' = senx.

Solucion. De acuerdo al método de integracion directa, tenemos que

y(z) = /sen xdx
= —cosz + C.
Luego y(z) = —cosz + C es la solucion, y su intervalo de definicion es (—oo, 00). [

Ejemplo 1.8. Resolver xy’ = 1.

Solucion. Para resolver esta ecuacion, primero dividimos por z (de inmediato notamos que x no puede ser 0). Luego
1
)= | —dz
y(x) / .
=In|z| + C.

Luego y(x) = In|z| 4+ C es la solucion, y su intervalo de definicion es (—00,0) 6 (0,00). El intervalo que se escoge,
dependera de las condiciones iniciales del problema. |

1.2.2. Ejercicios

FEjercicio 1.3. Resolver las siguientes EDOs usando el método de integracion directa:

1.y =5. 8. y' = sen(z).
2.y =ba. 9. y' = sen(bx).
2
3. = —e’t 10. ' = .
) Y 22 -9
4y =(z+1)>% , x?—dx
5.y = (3z+5)7. e
12. ¢ = (Inx)?.
6. y = 8t(4t> + 5)°.
eﬁ
7. y/ = I2613+8, 13 yl = \/5 .

1.2.3. Ecuaciones auténomas

Definiciéon 1.6 (Ecuacion autéonoma). Una ecuacion autdnoma es una ecuacion de la forma
v =9),

donde g(y) es una funcion continua.

Para resolver este tipo de ecuaciones, lo que hacemos es “despejar” de la siguiente forma

Y =g(y)
dy
% = 9(3/)
1
— dy = du,
gy

de donde podemos integrar para obtener

/ﬁdy:/dx:x—i—C

Luego si denotamos G(y) = [ ﬁdy, obtenemos

Gly)=z+C.
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Ejemplo 1.9. Resolver y' = 33.

Solucion. Seguimos el método y obtenemos que

y/ _ y3
y—3y/ =1
_3 .
/ y °dy = / 1dzx
-2
Y
g _ C
-2 r+ 0,
. . 1 1
de donde obtenemos que hay dos posibles soluciones y; (z) = 13 e ys(x) =— 192 donde A = —2C es
— 2z — 2z
una constante arbitraria y su intervalo de definicién es (—oo, %) |

Al observar mas detenidamente el ejemplo anterior, notamos que la funcion constante y(z) = 0 también es una
soluciéon de la ecuacién, que no obtuvimos con nuestro método. La razén de esto, es que al comenzar el método,
dividimos por %2, donde implicitamente supusimos que y # 0.

Por lo anterior, es que al resolver ecuaciones auténomas mediante este método, uno debe tener presente que
al dividir por g(y), se pueden perder soluciones: Esto ocurre para todas las funciones constantes y(x) = yo, donde
9(yo) =0.

Ejemplo 1.10. Resolver y’ = y? — 4.

Solucion. Identificamos la ecuaciéon como auténoma, por lo que tenemos dos soluciones constantes: y;(x) = —2 e
ya(z) = 2. Por otra parte

E a—
y? —4

1

Para calcular la integral usamos fracciones parciales

1 1 1 1 1
— dy = - — dy - = —d
/y274y 4/y—2y 4/y+2y

Yy —2 = Ty 42
i it

1 ’y—2‘
=-In|——+]|.
4 |y+2
De donde obtenemos que
1 y—2
~In|>——|= [ 1dz = .
4ny+2’ / r=x+C

Para concluir, hacemos un poco de algebra para obtener que

1+ Aet®

y(x) = 2m7

cuyo intervalo de solucién depende del signo de A: Si A < 0, entonces el intervalo de solucién es (—oo,00); y si A > 0,
entonces el intervalo de solucién es (—oo, 2 In A) 6 (§In A, 00). Observar también que cuando A = 0, obtenemos
y(x) = 2, solucion que inicialmente habiamos encontrado, sin embargo, la funcién constante y(z) = —2 no es parte
de la familia®. |

Ejemplo 1.11. Resolver 3 = y3 — .

1Sin ser muy rigurosos, se puede considerar que y(z) = —2 se obtiene al hacer A — +oo0.
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Solucién. En primer lugar identificamos que esta es una ecuaciéon auténoma. Luego resolvemos la ecuacion y° —y = 0,
y obtenemos tres soluciones constantes para la ecuacion diferencial:

y1=0
y2 =1
ys = —1

Ahora, si resolvemos la ecuacion utilizando el método expuesto anteriormente, obtenemos

de donde obtenemos que

ly? — 1
y:

1 1 1
/yg_ydy:fln|y|+§ln\y+1\+§ln|y71|:ln

De donde obtenemos que nuestra solucién satisface

9 1

v = 1+ Ae2x’

donde A es una constante arbitraria. Observamos que cuando A = 0 se recuperan las soluciones ys(z) = 1 e
y3(z) = —1, sin embargo, la solucién y;(z) = 0 no se puede obtener de la férmulaZ. [

1.2.4. Ejercicios

Ejercicio 1.4. Encuentre las soluciones constantes y la solucion general de las siguientes EDOs autonomas:

1.y =uy. 6. v =1>
1

2.y =-—.

V=7 Ty =y—y
3.y =ev.

Y 8. y/ — yS _ y2
4. y =e?.
5.y =e¥+1. 9. ¥ = k(y — B), donde k y B son constantes conocidas.

1.2.5. Soluciones por separaciéon de variables

Este método generaliza los dos casos anteriores, ya que aplica para ecuaciones de la forma

Y = f(x)g(y),

donde f(x) y g(y) son funciones conocidas. Para resolver este tipo de ecuaciones utilizamos la misma idea de “despejar’

)

que usamos anteriormente (donde nuevamente debemos preocuparnos de las eventuales soluciones constantes):

Y = flx)g(y)

2Al igual que en el ejemplo anterior, si consideramos A — co se puede recuperar la solucion y(z) = 0.
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W~ Faow)
%y) y = f(x)dz

de donde podemos integrar para obtener

/ﬁdy:/f(x)dx

Luego si denotamos G(y) = [ ﬁdy y F(z) = [ f(z)dz a las respectivas primitivas, obtenemos
G(y)=F(z)+C.
Ejemplo 1.12. Resolver y' = -z
Yy

Solucion. Escribimos

yy' = —x
/ydy:/—xdx
2 2
Yy x
—=——4C.
2 2 +

2 2

> 0, luego podemos asumir que C' = £-. Con esto podemos despejar y de la siguiente

Yy
? 2

Notamos que C' = = + 5

manera
y? = D% — 22
y==®=vD?— 22,

Es decir hay dos familias de soluciones: y(z) = vVD? — 22 e y(z) = —vD? — 22, y en ambos casos el intervalo de
solucién es (—D, D). [

Concluimos esta seccién con un par de ejemplos.
Ejemplo 1.13. Resolver la ecuacion zy’ = y.

Solucion. Escribimos para = # 0

/

Y

1
y oz

1 1
/fdy:/fd:c

y x
In|y| =In|z| + C.

De acé obtenemos que |y(x)| = e |z| = B|1 + z| en el intervalo (—oc0,0) 6 (0,00). Si denotamos A como B o —B
tenemos que y(x) = Az donde A es una constante arbitraria. |

. 625 — 223 + 6
Ejemplo 1.14. Resolver la ecuacion diferencial 3y’ = o — 2w 40
seny + e2v — 4

Solucion. Notamos que en este caso g(y) # 0 para cualquier y, es decir, no hay soluciones constantes, luego,
separando variables se obtiene

(seny + e? —4)y' = 62° — 22° + 6

/(seny + e —4)dy = /(st —22% + 6)dx
2y 4
—cosy—i—% :x6—%+6x—|—C’.

Como se puede ver obtenemos una solucion implicita de la ecuaciéon diferencial.
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Ejemplo 1.15. Resolver el PVI dado por ' = (1 + y?) tanz, y(0) = 1.

Solucion. Nuevamente, tenemos que g(y) # 0, de donde solo tenemos que separar variables

Wyl =tanz
/LDy:/tanxdm
L+ y?
arctany = —In |cos x| + C

y(z) =tan (—In Alcosz|) .

Luego imponemos la condicién inicial y obtenemos

LBl

T
l=tan(—InA4)= —InA = Ving A=e"
El intervalo de solucién para la ecuacion diferencial es tal que —In(e™7 |cosz|) € (=%, F), esto es

—g < —In(e™ 1 |cos z]) <

s s
€72 <e 7|cosz| <e

v N

e T < |cosz| < eF.
Ejemplo 1.16. Resolver la ecuacion ' = xy%.

Solucion. El método de separacion de variables nos entrega la solucion

2 2
1
y(z) = (Z + Cl) =1 (332 + 0)2 , en el intervalo (—oo, ),

donde C' es una constante arbitraria. Sin embargo, esta familia de soluciones no es la tunica, pues la funcién y =0
también es una solucién (que no esta contenida en la familia anterior). Ademéas de estas dos soluciones, existe una
tercera familia de soluciones, la que resulta de “pegar” las funciones anteriores en el punto x = a. Esto es, la funcién

0 z < a,

x2—a2)2 T > a.

donde a es un nimero real cualquiera. |

1.2.6. Ejercicios

Ejercicio 1.5. Resolver las siguientes EDOs usando el método de separaciéon de variables:

1. y’=—§. 6.y =a*(y — ).

2.y = _¥ 7. y' = ka(y — B), donde k y B son constantes conocidas.
x

3. y' = eVsen(2x). d
! ) 8. (e* —y) d—y = e¥Ysen(x).

4. y/ —_ 63:1:+2y' i

5.y = xy?. 9. (e +e )y =192

Ejercicio 1.6. Verificar que

0 z < a,
ylr) = 1
() 1—6($2—a2)2 T >a

A P 1 .
es solucion de la ecuacion y' = xy? para cualquier valor de a.



1.2. EDOS DE PRIMER ORDEN

1.2.7. EDOs lineales de primer orden

Son ecuaciones del tipo
y' +p(@)y = f(2), (1.2)

donde p(z) y f(x) son funciones conocidas. Para resolver esto usamos el denominado factor integrante: Definimos la
funcion P(z) = [ p(x)dzr, y multiplicamos la ecuaciéon por pu(z) = e”’®) (denominado factor integrante), de donde
obtenemos que

Si integramos esta ecuacion, tenemos que

[ 5 @) ds = [ e,
luego
p(oly(e) = C+ [ Foula)d

donde C es una constante arbitraria. Finalmente, llegamos a que
C 1
) = s+ s [ f@nte)da.
p(z)  p(x)

La funcién y(x) obtenida se denomina solucion general de la ecuacion, en tanto que el término y,(x) := % es la
solucion de la ecuacion homogénea

y' +p(x)y =0, (1.3)
y el término y,(x) := ﬁ [ f(z)u(z)dz es una solucion particular de la ecuacion (1.2).

Ejemplo 1.17. Resolver y' — 3y = 6.

Solucion. Notamos que el factor integrante es e~/ 3% = ¢=3% L uego multiplicamos por el factor integrante y
obtenemos que

e—3my/ _ 36—31y — 66—3:6

% (e7y(x)) = 6e™%*
/% (e7*y(z)) dz = /Gefsxdx

e 3Ty(x) = =273 4 C.

De donde obtenemos que la solucién es
y(z) = =24 Ce3®,

cuyo intervalo de solucién es (—oo, 00). |

Ejemplo 1.18. Resolver zy’ — 4y = x%¢*.

Solucion. En primer lugar debemos escribir la ecuacion en su forma normal, es decir, suponemos que z # 0 y
dividimos por z

4
y’—fy:x5eg”.
T

. . _r4 _ —4
De aqui observamos que el factor integrante es e~/ #9% = g=4Inlzl — |z| ",

. 4 .,
Para continuar, notamos que |z|” = 2%, de donde la ecuacién queda
™y — a7y = xe®

d
T (z7%y) = ze®
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/% (z7%y(z)) dz = /a:e”da:.
Para calcular la integral del lado derecho, debemos usar integraciéon por partes
/xemdx = xe® — /ewdx
=ze® — e + C,
de donde concluimos que

z7y(x) = C + xe” — ”

y(x) = Cat 4 2%e® — zte”,

cuyo intervalo de definicion es (0,00) 6 (—o0,0) segtn corresponda para una condicion inicial dada.

Observacion. Notar que la funciéon y(z) = Ca* 4+ 2°e* — 2*e® tiene como dominio a todo R y que ademas satisface
la ecuacion diferencial también en todo R.

. . d
Ejemplo 1.19. Resuelva el siguiente PVI: sen xd—y +ycosx =zxsenx, y (%) =2.
x

Solucion. En este caso p(z) = cotz, de donde [p(z)dz = In|senz| y asi u(z) = en?l = |senz|. Notar que
podemos omitir el valor absoluto, pues

d dy
. ((senx)y) = sen z + (cos x)y,

es decir u(x) = senx es un factor integrante para la ecuacion. Con esto obtenemos que

senx - y(x) = /xsenxdx
=senz —xcosz + C.

Finalmente, se debe cumplir que y (%) = 2, es decir, si reemplazamos obtenemos que

1~2:sen<z)—Icos(z)+Cz>C:1.

2 2 2
Notar que
z? cos(2z x cos(x 1
yo) = o o) weosla) L
4senxz  8sen(z) 2 senx

es continua y diferenciable en cualquier intervalo que no contenga a los ceros de sen z, los multiplos de 7. En el caso
particular de este ejemplo, la condicién inicial es y (g) = 2, por lo que el intervalo relevante es (0, 7).

Observacion 1.2. En general, si el factor integrante es de la forma u(z) = |h(x)|, entonces fi(x) = h(z) también es
un factor integrante.

1.2.8. Ejercicios

Ejercicio 1.7. En los siguientes problemas, encuentre la solucién general de la ecuacion lineal de primer orden,
indicando el o los intervalos donde la soluciéon puede estar definida.

1. y' = 5y. 4. y' + 322y = 22,
2. 3y’ + 12y = 4. 5. a2y’ + 2y = 3.
3.y +y=e 6. v =2y +a%+5.

10
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7. zy —y = x%senz. 8 (1+2)y —ay =2+ 22

Ejercicio 1.8. En los siguientes problemas, resuelva el PVI, indique el intervalo donde la solucion esté definida y
determine si la solucién obtenida es tnica.

1. ¥ + 5y = 20, y(0) = 2. 6. y' + tanay = cos® z, y(0) = —1.
2.y =2y + x(e? — €*7), y(0) = 2. 7. (x+ 1)y +y=Inz, y(1) = 10.
3. Q=5t'Q, Q(0) = —T. 8.y =y*cosw, y(—2) = 3.

4. T = k(T — 50), T(0) = 200. Asuma que k es una v =y -y y(d) =1

constante conocida. e
2 1
10. ¢’ = s

5. 2y +y=e", y(1)=2. ' 2y y(=

1.2.9. EDOs exactas

Una ecuacién diferencial es exacta si es el diferencial de una funcién de 2 variables, es decir, una ecuacion de la

forma OF OF
dF = —d —dy = 0.
7 T + By y=20

La soluciéon de una ecuacion en estar forma estd dada por cualquier curva de nivel de la funciéon F'(z,y), es decir
F(z,y) =C,

donde C es una constante arbitraria.
Una ecuacion diferencial exacta usualmente viene escrita en la siguiente forma

M(l‘,y)dl‘ + N(Iay)dy = Oa

y la ecuacion es exacta si y solo si se verifica que

oM ON
Ty(ﬁ’y) = %(%y).

Ejemplo 1.20. Verifique si la ecuacién diferencial (2zy — 322)dz + (22 — 2y)dy = 0 es exacta.
Ejemplo 1.21. Verifique si la ecuacién diferencial (y? — z)dx + 2ydy = 0 es exacta.
Para resolver una ecuacion diferencial exacta basta con determinar la funcion F(z,y), para ello:
= Se define F(z,y) = [ M(z,y)dz + g(y).

= Se calcula la integral parcial del paso anterior y se obtiene un candidato a F(x,y) de la forma F(z,y) =
H(z,y) +9(y).

= Se deriva la funcién F(x,y) obtenida en el paso anterior respecto a la variable y y se iguala el resultado a la

funcion N(z,y), es decir
OF OH dg

afy(xvy) = C'Ty(“’y) + dfy(y) = N(z,y).

= La ecuacion resultante resulta ser una ecuacion diferencial auténoma para la funcion g(y) que se puede resolver
con las técnicas anteriores.

En algunos casos puede ser util primero integrar respecto a y la funcion N(z,y) y luego derivar respecto a x, es
decir

= Se define F(z,y) = [ N(z,y)dy + h(z).

11
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= Se calcula la integral parcial del paso anterior y se obtiene un candidato a F(z,y) de la forma F(z,y) =
R(z,y) + h(z).

= Se deriva la funcién F'(z,y) obtenida en el paso anterior respecto a la variable x y se iguala el resultado a la

funcion M(x,y), es decir
oF OR dh

= La ecuacion resultante resulta ser una ecuacion diferencial auténoma para la funcion h(z) que se puede resolver
con las técnicas anteriores.

Ejemplo 1.22. Resolver la ecuacion 2x + 2yy’ = 0.

Solucion. Como vimos antes, la ecuacion es exacta, por lo que podemos definir

F(z,y) = /2xdw +9(y) =2+ g(y),

luego derivamos parcialmente respecto a y e igualamos a N (z,y) = 2y para obtener

oF _dg,
@(x,y) = dy(y) =2y,

de donde obtenemos que g(y) = 3. Por lo tanto F(z,y) = 22 + y? y las soluciones de la ecuacion diferencial son las
curvas de nivel de F', es decir
.fL'Q + yQ — C,

donde C' es una constante arbitraria.
Ejemplo 1.23. Resolver (2xy — 3z%)dx + (2% — 2y)dy = 0.
Solucion. Esta ecuacion es exacta pues

M(z,y) = 2xy — 322 = My(z,y) =2z

N(z,y) = 22 — 2y = N,(z,y) = 2.

Con esto, tenemos que

F(z,y) = /(Zwy —32%)dz + g(y) = ya® — 2° + g(y),
asi
Fy(z,y) =2 +¢'(y) = 2° = 2y = g(y) = —y*,
por lo tanto F(z,y) = yr? — 2® — y? y las soluciones de la EDO son de la forma
ya? —1® —y? = C
para cualquier constante C.
Ejemplo 1.2/ . Resolver (e2Y — ycos(zy))dr + (2xe* — z cos(zy) + 2y)dy = 0.
Solucion. Esta ecuaciéon también es exacta, pues
M(z,y) = e* — ycos(zy) = M, (z,y) = 2¢*¥ — cos(zy) + zysen(zy)
N(z,y) = 2ze® — zcos(zy) + 2y = N.(z,y) = 2€%Y — cos(zy) + zysen(zy).

Definimos
F(z,y) = / (e*¥ — ycos(zy))dz + g(y) = ze®¥ + sen(zy) + g(y)

de donde
2

Fy(w,y) = 2ze + x cos(xy) + ¢'(y) = 2xe® —wcos(zy) + 2y = g(y) =y
y la solucion general de la ecuacion diferencial estd dada por

ze?¥ +sen(zy) +y* = C.

12
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En algunos casos se puede convertir una ecuaciéon no exacta en una exacta mediante un factor integrante

N

= Si se tiene que —% es una funcién que solo depende de x, entonces

Y ~
wx)=el =N es un factor integrante.

= Si se tiene que W es una funcion que solo depende de y, entonces

_ N, ;
uly) =el — 7 es un factor integrante.

Ejemplo 1.25. Resuelva la ecuacion (y? + x)dz + 2ydy = 0.
Solucion. Notar que esta ecuacién no es exacta pues M, = 2y y N, = 0, sin embargo

My, —N, 2y—0

1
N 2y

es una funcién que no depende de x, por lo tanto el 14z — ¢% o5 un factor integrante para la ecuacién, es decir,
e”(y? 4 z)dz + 2ye®dy = 0
es una ecuacion exacta y se puede resolver con el método ya visto. La solucion general estd dada por
yre” + e —xe” =C.
Ejemplo 1.26. Resuelva la ecuaciéon zydz + z2ydy = 0.

Solucion. Esta ecuacién no es exacta, pues M, = v y N, = 2zy, sin embargo

Ny— M, 2zxy—x 2y-—1 1
M zy y Yy

<z _1 2y . sz .
es una funcién que no depende de y, por lo tanto ef(2 3)dy 67 es un factor integrante para la ecuacion, es decir
ze?¥dz + 2%e®dy =0

es una ecuacion exacta y se puede resolver con el método visto. La solucién general es

1
C’éy(x)zln(;) =C —Inlx|.

x2e2v
2

1.2.10. Ejercicios

1.2.11. Algunas transformacions para resolver EDOs

Ecuaciones diferenciales con funciones homogéneas
Definicion 1.7. Una funcidn se dice homogénea de grado o si se cumple que
fltx,ty) =t f(z,y) para todo t,x,y.
Definicion 1.8. Una ecuacion diferencial de primer orden en la forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
es homogénea si las funciones M, N son homogéneas del mismo grado. Andlogamente, una ecuacion de la forma
y = fz,y)

es homogéneas si la funcion f es homogénea de grado 0.

13
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Para resolver una ecuacion homogéneas se considera uno de los siguientes cambios de variables
. x
y =xv o bien y = —.
u
La ecuacion resultante deberia ser una ecuacion diferencial separable para la funcién v o la funcién u segin sea el
caso.
Ejemplo 1.27. Resolver la ecuacion (z + y)dz + zdy = 0.

Solucion. Notar que ambas funciones son homogéneas de grado 1. Si consideramos la transformacion y = zv
obtenemos que
dy = xdv + vdx

de donde la ecuacion se puede reescribir como
(z + zv)dz + z(zdv + vdx) =0

)
(x + 2zv)dx + 2%dv = 0
z(1 + 2v)dx + 2%dv = 0

1
-4 dv =0
e s

1

[
[y
z 1+20°0 7

1
ln|x|+§ln\1+2v|:C’

x4+ 3y
3r+y

Ejemplo 1.28. Resolver la ecuacion y’ =

Solucion. Notar que en la funcion f(x,y) es homogénea de grado 0. Si hacemos la transformacion y = £ obtenemos

que
1 zd  u—au
y=—=—5="—"—">5

de donde la ecuaciéon queda
u— zu’ ,
=Y
T+ 3y
3r+y
(G +3)
Sy +1)
u+3
T 3u+1

, 5 (1  u+3
zu =u’ | — —
u 3u+1

w1 —uw)(1+4w)
N 3u+1

w2

Simplificando la expresion se obtiene que

es decir

14
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1
——+3lnju/—-Inju+1|—2Inju—1| =In(A|x|)
U

u(u+1)]

1P = Alz|.

Si usamos la transformacion y = zv, entonces se obtiene

T+ 3y
3r+vy
14 3v
3+v

v+ v =

)

de donde
, 1+3v 1+3v—v(B+v) 1—20?
v = = =

3+ v 3+v 34w

y la ecuacién es nuevamente separable, pues
3+v
—d
/ (1-v)(1+4+wv) / .
1 2
/(U+1+1 >dv In|z|+C

Injv+1]—2njv — 1] =Injz|+C
v+ 1

In o 1P =In(A|z|)
v+ 1]
PR A

Ejemplo 1.29. Resuelva la ecuacion diferencial (22 + y?)dz + (22 — xy)dy = 0

2

Solucion. Notemos que en este caso M (z,y) = 2% +y? y N(z,y) = 2% — 2y son funciones homogéneas de grado 2.

Consideremos el cambio de variable y = zv, de donde se obtiene que
dy = vdx + zdv,
luego
0= (2% 4+ y*)da + (22 — zy)dy = (2 + y*)dz + (2* — 2y)(vdz + zdv) = 2*(1 4+ v)dz + 23(1 — v)dv = 0,

de donde se obtiene que

1—v
dl — _1tv

dz x

1
= /fdx.
x

/v—ldvz/1+v—2dv
1+v 1+wv
2
= 1——)d
/< 1+v> i

=v—2n|l+v|,

que se puede separar para obtener

Resolviendo las integrales se obtiene que

de donde se obtiene que, reemplazando v = ¥

g—21n‘1—£‘:ln|ac|—l—c.
x x
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Ecuacion diferencial de Bernoulli
Definicién 1.9. Una ecuacion diferencial se dice que es de Bernoulli si se puede escribir en la forma
Y +p(x)y = f(2)y", donden # Oyn # 1.

Para resolver una ecuacién diferencial de Bernoulli se considera el siguiente cambio de variable

u = yl—n.

La ecuacién resultante deberia ser una ecuacion diferencial lineal para la funcion u.
Ejemplo 1.30. Resolver zy’ + 1y = 2212,

Solucién. Esta es una ecuacién de Bernoulli de grado 2, por lo que debemos hacer la transformaciéon u = y' =2 =
y = =, de donde

1
/ /
V=g
por lo tanto
2
/ T oy 1 2 1
Yy ty=——u t+t-—=z"(—|,
u U U
y al multiplicar por u? se obtiene la ecuacion lineal
—zu +u=2>sau —u=—2z
Para resolver esta ecuacion la llevamos a la forma canonica u’ — %u = —x y usamos el factor integrante

1 1
ef—%dx:e—lnpc\ :T%M(l’)zf
x| x

por lo tanto
u(x) = /fldx =—xz+C,

gl 8=

y se obtiene que, volviendo a usar que y =

1

Vo) = —m o

Ecuaciones de la forma y' = f(az + by + ¢)
Para resolver ecuaciones de este tipo se considera el siguiente cambio de variable
u=ax+by+c, dondebd#D0.
La ecuacién resultante deberia ser una ecuacion diferencial separable para la funciéon wu.
Ejemplo 1.31. Resolver la ecuacién diferencial y' = (y — 2x)? — 7.

Solucion. Denotamos por u =y — 2z, de donde
W=y -2=((y—22)°-7)-2=1u" -9,

la ecuacion es separable, por lo que podemos escribir
1
us—9
1 1 1
= — du = C
6/<u3 u+3) u=od

1 u—3
6 u+3‘_$+c
~3(1+ Ceb)
1 —Ceb®
B 3(1 + Ceb)
y=2o+ 1 — Ceb=

16
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Ejemplo 1.32. Resolver la ecuacion y' = cos(x + y).
Solucion. Consideramos la transformacion v = z + y, de donde v’/ = 1 + ¢ y se tiene que
uW=1-9
=1+ cos(z +y)

=1+ cosu,

por lo que se obtiene la EDO separable

1
/7@:/@
1+ cosu

tan (%) =z+C
u
5= arctan(z + C)
u = 2arctan(z + C)
y = 2arctan(z + C) — z.

Ejemplo 1.33. Resolver la ecuacion y’ = sen(z + y).

Solucion. Es similar al anterior, pero en este caso hay que calcular [ 1+sﬁdu. Luego de algunas sustituciones
trigonométricas se obtiene que
1 2sen (%
/ du = (2) +C

1+senu sen(3) 4 cos(%)

y se puede obtener la solucion de la EDO de forma implicita.
Ecuacion diferencial de Ricatti

Definicion 1.10. Una ecuacion diferencial se dice que es de Ricatti si se puede escribir en la forma

/

y' = p(x) + q(x)y + r(z)y’.

Para resolver una ecuacion diferencial de Ricatti es necesario conocer de antemano una soluciéon particular y;. Si
se conoce dicha soluciéon particular se puede obtener una familia de soluciones haciendo la transformacién

uUu=Yy-—-—1y.

La ecuacion resultante deberia ser una ecuacion diferencial de Bernoulli para la funciéon u la que se puede resolver
con el método anteriormente visto.

Ejemplo 1.34. Resolver la ecuacién diferencial 3y’ — 222 — ¥ = —212 sabiendo que y;(z) = = es una solucion.

Solucion. Primero notamos que efectivamente y;(x) = x es solucion, puesto que
e

y'1—2332—&:1—2x2—7 = 227 = — 2%
x x

Con esto, consideramos u =y — y; = y — =, de donde

o=y -1
:2x2+g—2y2—1
x
:2x2+u+x—2(u+x)2—l

:2x2+%+1—2(u2+2$u+x2)—1

=97° + 1u—2u2 — dzu — 222
T
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1
= (—4w)u—2u2,
z
1 1 2
u + (4o — — ) u=—2u",
x

que es una ecuacion de Bernoulli. Se deja como ejercicio resolver esta nueva ecuacion. La solucion es

de donde

( ) n 2z
)=+ ——s—.
Y Ce22® — 1

1.2.12. Ejercicios

Ejercicio 1.9. Resolver la ecuacién diferencial 3/ = e?*~¥ + 1.

1.3. Modelos que usan EDOs de primer orden

1.3.1. Dinamica de poblaciones

De acuerdo a Thomas Malthus, la tasa a la cual la poblacién de un paifs crece en un instante ¢ es proporcional a
la poblacién del pais en ese instante. Matematicamente hablando, dicha frase se puede interpretar de la siguiente
forma: Si denotamos por P(t) a la poblacion del pais al instante ¢, entonces la tasa de crecimiento en dicho instante

esta dada por E(t)’ luego la hipotesis de Malthus se puede escribir como

dP
—(t) o P(t),
(1) < ()
donde el simbolo o significa “proporcional a”. Recordamos que dos magnitudes a y b son proporcionales si es que

existe una constante k tal que a = kb, luego el modelo Malthusiano queda

P

— = kP,
dt

)

donde k es una constante de proporcionalidad.
Este modelo es usualmente utilizado para modelar el crecimiento de pequenas poblaciones en periodos cortos de
tiempo, como por ejemplo, una colonia de bacterias en un plato de Petri.
Al resolver esta EDO bajo la condicion inicial P(0) = Py, que representa que la poblacion al tiempo ¢ = 0 es de
P, habitantes, obtenemos que
P(t) = Pye™.

A pesar de ser una buena primera aproximacion a la realidad, este modelo sirve en situaciones muy particulares
(poblaciones pequenas y en periodos cortos de tiempo). Ademés, asi como esta escrito el modelo, éste no considera
situaciones en las que hay ciertas tasas de natalidad, mortalidad, inmigracién, emigracion, etcétera.

Una modificacion simple al modelo se puede hacer al incorporar tasas de inmigraciéon r; y emigracion r. de la

siguiente forma
dP

i kP +r; —re.
La explicaciéon de esta ecuacion viene del hecho que las tasa r; y r. afectan directamente la tasa a la cual cambia la
poblacion.
¢, Como incorporar una tasa de natalidad per cdpita constante 5 y una tasa de mortalidad per cdpita constante §7
Para ello, recurrimos a la interpretacion de Malthus, quien nos dice que k = 8 — J, es decir nuestro modelo completo

queda como

dP
EZ(ﬁ—é)P—&-n—re (1.4)
P(0) = Py
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La ecuacion (1.4) sirve para modelar situaciones como las descritas anteriormente, por lo que nos queda por
preguntarnos que hacer en el caso de una poblacién con mayor cantidad de habitantes, o para periodos mas largos
de tiempo.

La manera habitual de responder a esa pregunta, es relajar la condicion de que las tasas sean constantes en la
ecuacion (1.4), es decir, considerar el caso en que:

B:B(t7p) y5:5(t,P),

lo que nos deja con una ecuacion no-lineal y bastante dificil de resolver en general. Un modelo simplificado basado
en lo anterior, es el que propuso el mateméatico Pierre Verhulst, quien supone que la tasa de mortalidad es constante
y que la tasa de natalidad es una funcion lineal de P, es decir

B(t, P) = By — p1P(1),

de donde el modelo queda como

dP
— = —-0—pP)P
7 (Bo B1P)
P0)=F
-0
Si denotamos por r = g —dy K = bo 5 entonces el modelo se puede escribir de la forma
1
dP r
—=—=P(K-P
dt K ( ) (1.5)
P(0) = Pp.

La ecuacion (1.5) se conoce como ecuacion logistica de Verhulst y tiene como solucion (Ejercicio: Resolver
la ecuacion usando fracciones parciales) a la funcion logistica

K

PO = 15 e

(1.6)
El valor de K representa la capacidad maxima del sistema, también denotada como “poblaciéon limite”. Ademés
podemos interpretar la constante r = 55 — 0 como una suerte de “tasa neta” de crecimiento.
., Como utilizamos esto en aplicaciones?

Ejemplo 1.35. Una placa de Petri contiene inicialmente una colonia de 1000 bacterias. Cuando ¢ = 1 se mide que
el nimero de bacterias es de 1500. Si la tasa de crecimiento de la colonia es proporcional al numero de bacterias P(t)
en ésta, determine el tiempo necesario para que la colonia se triplique en cantidad.

Solucion. En este caso el PVI es

dP
= —kpP
dt

P(0) = 1000
P(1) = 1500.

La solucién del PVI es P(t) = 1000e** pero como 1500 = P(1) = 1000e*'! obtenemos que

k=1In §
2
Finalmente, la poblacién se triplicard cuando P(t) = 3000 = 1000e** lo que nos dice que esto ocurre cuando
1 In3
t=FIn3=1s~2T.
k In 3

Ejemplo 1.36 (Mosca de la fruta en un recipiente cerrado). Cierto ambiente es capaz de sostener M individuos. Si
la tasa de crecimiento neto es proporcional a M — P, encuentre un modelo que represente la poblacion.
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Solucion. Tenemos que 8 — § = k(M — P), donde k es una constante de proporcionalidad. Utilizando el modelo
genérico dado por la ecuacion (1.4), llegamos a que

dP
o = (B—8)P = kP(M - P),
es decir, es una ecuaciéon logistica. |

Ejemplo 1.37 (Poblaciéon canibal). Una comunidad cerrada cuenta con una tasa de natalidad constante igual a 3,
y una tasa de mortalidad proporcional a P. Determine una ecuacion diferencial que modele la situacion.

Solucion. En este caso tenemos que 0 = P, luego la ecuacion (1.4) queda

B

dpP (ﬂ_é)P:(ﬁ—aP)P:aP<a—P>a

dt
que es una ecuacién logistica. |

Ejemplo 1.38 (Propagacion de una enfermedad). En una comunidad cerrada con Pr habitantes, la tasa de contagio
de cierta enfermedad es proporcional a la interacciones entre individuos sanos y enfermos. Determine una ecuacién
que modele la propagacion de la enfermedad.

Solucion. Si denotamos por P(t) al namero de personas contagiadas al instante ¢, lo que nos dicen es que

dP

s P(Pr— P),

donde (Pr — P) es la cantidad de individuos sanos®. Es decir tenemos que
dP
— =kP(Pr—P
g7 (Pr—P),

otra ecuacion logistica. [ |

La serie de ejemplos anteriores muestra que se pueden modelar diversas situaciones con la ecuacién logistica, sin
embargo, aiin no consideramos el caso en que la comunidad es abierta, es decir, permitimos la llegada y salida de
individuos. En tales casos, tenemos que las tasas r; y 7. no son nulas. Por ejemplo, una poblacién que se rige por el
modelo logistico, ademas cuenta con una tasa neta de inmigracion/emigracion de R = r; — 7. individuos por afo.

dP r

— =—=P(K-P)+R.

dt K
Mas adelante intentaremos resolver este tipo de ecuaciones de manera explicita. El caso en que r, K y R son
constantes se puede resolver usando fracciones parciales. Cualquier otro caso escapa a las técnicas que estudiaremos
en este curso.

1.3.2. Objetos en caida libre

De acuerdo a la segunda ley de Newton, tenemos que la sumatoria de fuerzas sobre un objeto es igual a la masa
del mismo por su aceleracién, es decir
Eleta = ma.

Si denotamos por v a la velocidad del objeto, tenemos que

Eleta = muv.

30bservar que estamos modelando una “interaccién” entre dos individuos, como el producto de las variables. Esto sera utilizada
constantemente en el futuro.
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Velocidad incial vy — I Gravedad g =~ 9,8 TQ
s

Objeto de masa m ——
‘ l
|

Altura inicial hy — —

Figura 1.1: Masa en caida libre.

Ahora, en el caso de un objeto en caida libre, suponemos que no hay fuerzas externas a la gravedad actuando sobre
el objeto, es decir? Fyeta = eravedad = —Mg lo que nos da una ecuacion diferencial para la velocidad el objeto

mv = —mg,

0 equivalentemente
V= —g.

Esta ecuacion se resuelve integrando directamente, para obtener que
v(t) = v — gt

donde vy = v(0) la velocidad inicial del objeto. Similarmente, tenemos que si h es la altura del objeto, entonces
v = h, por lo que tenemos la ecuacion diferencial para determinar la altura del objeto al instante ¢ dada por

hzv:vo—gt,

integrando obtenemos que
2

t
h(t) = ho + vot — 95

donde hg = h(0) es la altura inicial del objeto.

Ejemplo 1.39 (Arquero suicida). Un arquero con intenciones suicidas lanza verticalmente, desde el suelo, una flecha
con velocidad inicial de 49 m/s. Determine la altura maxima de la flecha y el tiempo que le toma al arquero recibir
el flechazo de vuelta.

Solucion. Usando la solucion obtenida, tenemos que

v(t) = 49 — 9,8¢,

h(t) = 49t — 4,92

Para resolver este problema, debemos interpretar en términos matemaéticos que significa alcanzar la altura méaxima.
La clave es notar que la flecha cambia de direccion al llegar al méximo, es decir pasamos de una velocidad positiva
(se mueve hacia arriba) a una negativa (se mueve hacia abajo), en otras palabras, la condicion es que la velocidad
sea exactamente 0. 19

o(t)=0=49 - 98t =0=t == =5.

Es decir, luego de 5 segundos, la flecha alcanza su altura méxima. Para determina la altura, basta con calcular
h(5) = h(t) =49 -5 — 4,9(5)% = 122,5 metros.

4La constante g &~ 9,8 gﬂz denota la aceleracion de gravedad en la Tierra.
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Para determinar cuanto tiempo tarda la flecha en impactar al arquero, notamos que dicha situacién ocurre
cuando h(t) = 0 (la flecha llega al nivel del piso), es decir

h(t) =0=49t — 49> =0=t =006t = 10.

La solucién ¢t = 0 representa el momento en que se dispard la flecha, y la solucién ¢ = 10 representa el tiempo que
demora la flecha en impactar al arquero. |

Observacion 1.3. En el ejemplo anterior, muchos pensaran ;jpor qué calculamos el tiempo de retorno, si es mucho
mas facil decir que la flecha se demora lo mismo en subir al maximo que en bajar?

La razén por la cual lo resolvimos imponiendo la condiciéon A(t) = 0 es en virtud de que dicha condicion aplica en
cualquier circunstancia, no solo en el caso de caida libre. ;Qué pasaria si agregamos resistencia del aire a nuestro
ejemplo? Nuestra intuiciéon nos dice que quizas la flecha se deberia demorar mas en caer que subir. Sin importar
nuestra buena o mala intuicion, la condicion h(t) = 0 siempre nos dara la respuesta exacta al tiempo de retorno al
suelo, asi como la condicion v(t) = 0 siempre nos dar4 el tiempo que le toma al objeto llegar a su altura maxima.

Veamos que pasa si suponemos que aparte de la gravedad, tenemos una fuerza de resistencia al movimiento:
fuerza de roce, es decir
Elcta = Fgravedad + Frocc-

., Coémo se modela la fuerza de roce?
En primer lugar la fuerza de roce se opone al movimiento (es decir debe tener el signo opuesto al signo de la
velocidad), y habitualmente se supone que la fuerza es proporcional a v, 0 a una potencia de v, es decir

Froce = _kvpv

donde k > 0 y p > 1 son constantes empiricas, siendo los casos p =1y p = 2 los mas usados. Veamos el caso de un
modelo con roce lineal, es decir p = 1. El modelo diferencial quedaria como

mv = —mg — kv,
de donde obtenemos la ecuacion diferencial
v+ —v=—g.
m
En este punto definimos la cantidad
k
pi=—
m

y la denotamos coeficiente de arrastre: esta constante es una constante empirica que depende del objeto en cuestion.
Para resolver la EDO resultante, utilizamos el factor integrante e, y obtenemos que la solucién general esté
dada por

o(t) = - 4 cert.
P

Si consideramos que la velocidad inicial del objeto es v(0) = vy, obtenemos la formula para v(t)

o(t) = <Uo + 9) ot _ 9
p p

Una observacién importante es que cuando hay roce, se obtiene lo que se llama velocidad terminal, que se calcula
mediante

vr = lim v(t) = 9

t—o0 P

Esta velocidad es la maxima velocidad que puede alcanzar un objeto en caida libre, independiente de la altura a
la que este se deje caer. Esta formula explica de alguna manera el por qué funcionan los paracaidas, ya que de no
haber roce, un paracaidista aumentaria su velocidad en todo momento durante su caida.
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Ejemplo 1.40 (Arquero suicida con roce). Veamos como afecta un roce lineal a nuestro arquero suicida. Supongamos
que la flecha utilizada tiene un coeficiente de arrastre p = 0,04. Utilizando la férmula recién calculada, obtenemos
que

o(t) = 294e~ 7% — 245.

Ademas si recordamos que h= v, obtenemos que
h(t) = 7350 — 245t — 7350~ % .

Ahora, para calcular la altura méxima, imponemos la condicién v(t) = 0, y encontramos que

294
tmaz = 2510 o5 ™ 4,56 segundos,

de donde la altura méaxima es
himaz = h(tmaz) = 108,3.

En cuanto al tiempo de retorno, este es mucho mas complicado de calcular que en el caso anterior, ya que si
bien la condicion h(t) = 0 sigue siendo correcta, el resolver dicha ecuacion es algo no trivial, y que escapa a las
técnicas de este curso. Una manera de hacerlo, es mediante el uso de un computador (técnicas numéricas), de donde
obtenemos que

timpacto = 9,41 segundos.

Observar que 9,14 — 4,56 = 4,85, es decir, el tiempo de descenso es mas largo que tiempo de ascenso, confirmando
que cuando hay roce, nuestra intuicién puede ser incorrecta.

1.3.3. Ley de Torricelli

Esta ley nos permite calcular el nivel del agua en un recipiente que se vacia debido a un pequeno agujero en su
fondo

Figura 1.2: Ley de Torricelli.

De acuerdo a Torricelli, el agua solo cae producto de la fuerza de gravedad, cuya aceleracién denotamos por g,
razoén de la cual se puede determinar una ecuacién que modele la altura h del nivel del agua: si el area del agujero es
Ap, y el area del nivel del agua cuando ésta tiene una altura h es A(h), entonces tenemos que la ecuacion

dh Ay
dat ~ Ah) Vagh 1)

nos permite determinar la altura h en cualquier instante ¢.
Ejemplo 1.41 (Recipiente cilindrico). En este caso A(h) = mR?
Ejemplo 1.42 (Recipiente cuadrado). En este caso A(h) = ab

Ejemplo 1.43 (Recipiente conico truncado). En este caso A(h) = &= (h(R1 — Ro) + HRy)?
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Figura 1.4: Ley de Torricelli.

1.3.4. Ley de enfriamiento de Newton

De acuerdo a Newton, la tasa a la cual cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la diferencia de la
temperatura del objeto y el medio en el cual estd sumergido, es decir, si denotamos por T'(¢) a la temperatura del
objeto al instante ¢, y Ths a la temperatura del medio, tenemos que

dT
— o T —T
dt X M,
de donde tenemos que
I — )
dt M

Una simplificacion que se suele hacer, es suponer que T); es constante, en cuyo caso normalmente tenemos que k < 0.

Ejemplo 1.44. Una taza de café se enfria segin la ley de Newton. Si inicialmente el café estaba hirviendo
(T'(0) = 100°) y la temperatura ambiente es de 13°, estime la temperatura del café luego de 2 minutos si es que
kE=-—1.

Solucion. De acuerdo al modelo, tenemos que la temperatura del café se puede modelar mediante la ecuacion

T=—(T-13)
7(0) = 100

Resolvemos esta ecuacién usando separaciéon de variables:

dT
= o (r-1
g = (T —-13)

diferencial
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Figura 1.5: Mezcla de soluciones.

1
dI'=—- [ d
J 7=

In(T"—13) = -t + C,

de donde T'(t) = 13 +e“~* = 13 + Ae™*, donde A = €“. Imponiendo la condicién T'(0) = 100, obtenemos que
T(t) =13 +87e "

Concluimos diciendo que la temperatura luego de 2 minutos es T(2) = 13 4+ 87e—2 = 24,77. [

1.3.5. Mezcla de soluciones

La mezcla de dos soluciones con concentraciones distintas puede ser modelada mediante una ecuacion diferencial.
Para entender la idea, usaremos un ejemplo:

Se tiene un estanque que inicialmente contiene L litros de solucién de agua con sal con una concentracion
de ¢; kilos de sal por litro de agua. Al instante ¢ = 0 se agrega al estanque una solucién de agua con sal con
una concentracion de ¢, kilos de sal por litro de agua, la cual se incorpora a una tasa de r. litros por segundo, y
simultdneamente se extrae la solucion resultante a una tasa de r; litros por segundo.

Nos interesa saber la concentracion de la solucion que extraemos del estanque en cualquier instante t, para ello
denotamos por S(t) a la cantidad de sal en el estanque al instante ¢. Por ejemplo, al instante inicial tenemos que hay

S(O) = Lo - C;

kilos de sal. ;Cémo determinamos la cantidad de sal en otro instante ¢7? La clave es utilizar una ecuacién diferencial:
notamos que la tasa a la cual varia la cantidad de sal en el estanque se puede escribir de la siguiente forma

s

E—Re_Rsv

donde R, simboliza la cantidad de sal que ingresa al estanque por segundo, y R, es la cantidad de sal que sale del
estanque por segundo. Estas cantidades se pueden calcular de la siguiente forma

R, = (tasa de entrada de la solucion) x (concentracion de entrada de sal)
R, =

(tasa de salida de la solucion) x (concentracion de salida de sal).

En nuestro problema, tenemos que
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Luego nuestro modelo queda de la siguiente forma

ds Ty
E =Te¢ Co — —LO T (7‘6 _ Ts)tS(t)
S(O) ZL()'Ci

Para resolver esta ecuaciéon en aplicaciones utilizamos el método del factor integrante, puesto que las cantidades
Te, Ce, Ts pueden ser tanto constantes o funciones del tiempo

Ejemplo 1.45. Se agregan 3 litros por minuto de salmuera con una concentracién de 0,5 kilos por litro a un estanque
que contiene 300 litros de salmuera con una concentracion de 0.2 kilos por litro. Si se extraen 3 litros por minuto del
estanque, ;cuél es la concentracion de la salmuera que sale?

Solucion. Tenemos que identificar las variables:

Lo = 300
C; = 0,2
Te =3
ce = 0,5
rs =3,
de donde nuestro modelo queda
ds 1
—=15-—5(t
dt ’ 100 ®)
S(0) =60
|
Ejemplo 1.46. Resuelva el problema anterior, suponiendo que se extraen solo 2 litros por minuto.
Solucion. Lo tnico que cambia es que ry = 2, lo que nos deja como modelo
ds 3
—=15- S(t
dt ’ 300 +¢ ®)
S(0) =60
|

1.3.6. Ejercicios

Ejercicio 1.10. Plantee modelos de poblacién como ecuaciones diferenciales en los siguientes casos. Ademés entregue
la solucién del PVI obtenido.

1. La tasa de natalidad () es proporcional a la poblacion. Y las tasas de mortalidad (§), inmigracion (r;) y
emigracion (r,) son constantes.

2. La tasa de crecimiento neto (k = 5 —J es constante) y la tasa neta de salida y entrada de poblacion r; —r, = cost.
Esto indica que en ciertos periodos hay inmigraciéon con nada de emigracién, y en otros sucede todo lo contrario.
Tales supuestos pueden modelar (al menos de modo rudimentario) el periodo de vacaciones en una ciudad.

Ejercicio 1.11. A un hospital con Pr individuos llega una persona portadora de un virus altamente contagioso. Si
P(t) representa los individuos que tienen el virus al instante ¢, determine una ecuacion diferencial que modele los
siguientes casos (jno resuelva las ecuaciones!). Siempre suponga que inicialmente el Gnico infectado es la persona
que ingresa al hospital y que se presume que la tasa a la cual varia la poblacién enferma es proporcional a las
interacciones entre individuos sin el virus y con el virus.

1. Las autoridades declaran cuarentena (no entran ni salen individuos).
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2. Las autoridades dejan salir pacientes no infectados y los reemplazan por pacientes infectados a una tasa
(constante) de r1. Ayuda: La cantidad de individuos en el hospital se mantiene constante e igual a Pr en todo
momento.

3. Las autoridades dan por perdida la batalla y no dejan salir a nadie del hospital, sin embargo permite el ingreso
de portadores del virus a una tasa (constante) de rs.

4. ;Coémo cambian los modelos si es que P(t) representa a los individuos no contagiados?

FEjercicio 1.12. La poblaciéon de una comunidad crece a una tasa que es proporcional al niimero de individuos
en ella. Si la poblacién inicial se duplicé luego de 5 anos, jcuanto tiempo le toma a la poblacion triplicarse? ;y
cuadruplicarse?

Ejercicio 1.13. En una plantacion de alerces se considera un modelo en el que la tasa de reproduccién es proporcional
a la cantidad de alerces, pero en adicién se talan alerces a una tasa de r > 0 alerces por dia. Esto nos da el modelo
dP
— =kP—r,
dt
donde k,r > 0 son constantes. Si la cantidad inicial de alerces es de 1000 arboles, y las tasas estan dadas por
k = 0,05, » = 100. Se presume que bajo estas condiciones no deberian quedar alerces luego de ty dias. Encuentre ¢,
(Hint: resuelva la ecuacion P(t) = 0.)

FEjercicio 1.14. Un estudiante contagiado de un tipo de gripe llega a un campus cerrado de una universidad con
1000 estudiantes inicialmente sanos. Determine una ecuacion diferencial para el niimero de estudiantes contagiados si
es que la tasa a la cual se esparce la gripe es proporcional al nimero de interacciones entre los estudiantes contagiados
y los sanos.

Si es que en adicion se sabe que el nimero de estudiantes contagiados luego de 4 dias es de 50 estudiantes,
determine el nimero de estudiantes contagiados luego de 6 dias.

Ejercicio 1.15. Cierta poblacién se rige por el modelo logistico

dP
T P(0,1 —10"7P), P(0) = 5000,

donde t se mide en meses. ;Cual es el valor limite de la poblacion? ; Cuando la poblacion sera igual a la mitad de la
poblaciéon limite?

Ejercicio 1.16. Un estanque pierde agua debido a un orificio en su base. Usando la ley de Torricelli vista en clases,
responda las siguientes preguntas en los casos en que el estanque es: un cilindro, un paralelepipedo, un cono y un
cono invertido. Suponga que todas las constantes son conocidas.

1. El tiempo que demora en vaciarse el estanque, si es que éste estaba originalmente lleno.

2. Determine el nivel del agua cuando el estanque esta a medio llenar, asi como la velocidad a la que disminuye el
nivel del agua en ese instante.

3. A qué velocidad disminuye el nivel del agua justo en el instante en que el estanque esta vacio?

4. Suponga que se agrega agua al estanque a una tasa de 7 m? por segundo. ;Cémo cambia el modelo? Hint:
Notar que la ecuacién de Torricelli expresa un cambio en el nivel del agua, por lo que agrega metros ctbicos
indica cambios en el volumen del agua, por lo que se deben ajustar los datos para que todo mida lo mismo.

Hint: Le puede servir saber que el volumen de un cilindro de altura H y radio R de su base es de V = 7R2H, en
tanto que el volumen de un cono de altura H y radio R de su base es de V = %TI'RQH.

Ejercicio 1.17. Se dispara verticalmente una bala de canén de 5 kilos desde el piso con velocidad inicial de 100
m/s. Responda las siguientes preguntas suponiendo que: 1) no hay resistencia del aire, 2) la resistencia del aire es la
forma Fr = —0,025v.
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1. ;CuAl es la altura maxima de la bala?

2. ;A qué velocidad impactaria la bala a un avion que vuela a la mitad de la altura méaxima determinada en la
parte anterior?

3. En el caso sin resistencia del aire: ;Cudl es la velocidad a la que regresa la bala al suelo si es que no impacta a
ningun objeto?

4. En el caso con resistencia del aire, se puede calcular la determinada velocidad terminal. Esta velocidad
corresponde al limite de v cuando ¢ — oo. Encuentre la velocidad terminal para este ejemplo. (Esto sirve para
explicar por qué los paracaidas funcionan).

Ejercicio 1.18. Un recipiente contiene 500 litros de una soluciéon compuesta por 90 % de agua y 10 % de alcohol.
Otra solucion, con 50 % de agua y 50 % de alcohol se va anadiendo al recipiente a razon de 4 litros por minuto.
Simultaneamente, el recipiente se va vaciando a razéon de 5 litros por minuto. Suponiendo que el contenido del
recipiente se revuelve constantemente, jcuénto alcohol hay en el recipiente a los 10 minutos?

FEjercicio 1.19. Un recipiente contiene 500 litros de una solucién que contiene 50 kilos de sal. Al recipiente se
le agregar una soluciéon salada con una concentracién de 0.25 kilos por litro a razén de 10 litros por minuto.
Simultaneamente, el recipiente se va vaciando a razén de 5 litros por minuto. Suponiendo que el contenido del
recipiente se revuelve constantemente, ;cuanto sal hay en el recipiente a los 10 minutos?

Ejercicio 1.20. Un recipiente contiene 200 litros de una solucién que contiene 15 kilos de azicar. Al recipiente se
le agrega agua destilada a un tasa de 10 litros por minuto. Simultdneamente, el recipiente se va vaciando a la misma
tasa (10 litros por minuto). Suponiendo que el contenido del recipiente se revuelve constantemente, responda las
siguientes preguntas:

1. ;Cuanta aztcar hay en el recipiente a los 15 minutos?
2. Calcular el tiempo que tarda la cantidad de aztucar en llegar a los 5 kilos.

3. La intuiciéon nos dice que luego de mucho tiempo realizando este proceso, la cantidad de aztcar en el recipiente
deberia ser cada vez menor. Hallar la cantidad de aztcar cuando t — oo para contrastar nuestra intuiciéon con
este modelo.

Ejercicio 1.21. Usando la ley de Newton para el enfriamiento/calentamiento, resuelva el siguiente escenario.
Suponga que se prepara una taza de café con agua hirviendo (7' = 100°), la que se deja sobre una mesa en una pieza
a temperatura ambiente (suponga que Ty = 10° es constante). Si luego de 10 minutos, la temperatura de la tasa de
café es de 40° grados, determine la temperatura del café luego de 30 minutos.

;, Como cambiaria el modelo si es que la temperatura ambiente no es constante? Suponga, para fijar, ideas que
Tr(t) = 10 + 10 cos(t) (es decir la temperatura oscila en torno a los 10°).

Ejercicio 1.22. Cuando se saca un queque del horno, se mide que su temperatura es de 200°. Tres minutos después
su temperatura es de 100°. ;Cuanto tiempo toma para que el queque alcance 21° de temperatura si es que la
temperatura ambiente es de 20°7

Ejercicio 1.23. Un termometro se lleva del interior de una habitaciéon aislada hacia el exterior, donde la temperatura
es de 5°. Luego de 1 minuto, el termémetro mide 15°, y luego de 5 minutes mide 10°. ;Cuél era la temperatura al
interior de la habitacién?

Ejercicio 1.24. Un cadaver se encuentra en una pieza cerrada donde la temperatura ambiente es de 20°. Al momento
en que se encontrd el cadaver, la temperatura del cuerpo era de 35°. Una hora después se hizo una segunda medicion,
que determiné que la temperatura era de 30°. Suponiendo que la hora de muerte es t = 0 y que la temperatura del
cuerpo era de 37°, determine cuantas horas transcurrieron desde que la persona murié, hasta que se encontro el
cadéver.
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Ejercicio 1.25. El modelo de enfriamiento de Newton, no toma en cuenta la superficie del objeto que esta en
contacto con el ambiente (es razonable pensar que a mayor superficie, mayor debiese ser la pérdida/ganancia de
temperatura). Una manera de corregir esto es considerar la ecuacion

dT
— =kS(T —Ty),

7 ( M)

donde S representa la superficie del cuerpo y k es una constante. Suponga que la superficie del cadaver encontrado
en el problema anterior es de 4 m? y responda las mismas preguntas. ;Cémo cambian sus respuestas si la superficie

del cadaver es ahora de 3 m??

Ejercicio 1.26. En teoria de aprendizaje, la tasa a la que se memoriza un concepto suele suponerse es proporcional
a la cantidad que queda por memorizar. Suponga que M denota la cantidad total de lo que se quiere memorizar,
y que A(t) es la cantidad de materia memorizada. Determine y resuelva la ecuacion diferencial que modela esta
situacion.

Ejercicio 1.27. Escriba un modelo que represente la situacién de aprendizaje, pero que considere que la tasa de
contenidos memorizados, ademas de ser proporcional a lo que queda por memoriza, disminuye producto del paso del
tiempo a una tasa r. Resuelva el modelo obtenido, suponiendo que r es constante y conocida.
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales de segundo orden

Nos enfocaremos en las EDOs lineales de segundo orden cuyos coeficientes son constantes, es decir, ecuaciones de
la forma
ay” + by +cy = g(),

donde a # 0, b y ¢ son constantes conocidas, y f(x) es una funcién conocida. Un problema de valor inicial para este
tipo de ecuaciones tendra la forma
ay” +by' + cy = g(x)

y(wo) = yo
y'(x0) =01

2.1. EDQOs lineales de segundo orden homogéneas
Son ecuaciones donde g(x) = 0, o sea de la forma
ay” + by +cy =0. (2.1)

Para resolver estas ecuaciones, proponemos una solucion de la forma y = e"™ y buscamos el(los) valor(es) de A que
nos da una solucion.

Definicion 2.1 (Ecuacion auxiliar). Dado A, definimos la ecuacion auzxiliar como
ar? +br+c=0. (2.2)

Para encontrar la solucién general de la ecuacion (2.1), resolvemos la ecuacion auxiliar (2.2) y escribimos la

solucién general como!

y(z) = Cry1(z) + Coya(w)

donde C7 y Cs son constantes, y la funciones y; e yo se denotan soluciones de la ecuacion homogénea, y se calculan
como:

Soluciones fundamentales
Caso 1: Dos raices reales y distintas b? — 4ac > 0). Si las raices son 71 y ro entonces

yl (x) — e’!‘1fL‘

T2

ya(z) =€

L Justificaremos la razén de esto mas adelante.
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Caso 2: Una raiz real repetido B? — 4AC = 0. En este caso la raiz es | = —% y tenemos que

™

vi(z) =e

ya(x) = xe™”.
Caso 3: Dos raices complejos conjugadas b? — 4ac < 0. Si las raices son r; = « + 3i y ro = o — 3i entonces

y1(z) = e** cos(Bx)

ya2(z) = e sen(fx).

Observacion 2.1. ;De donde salen las funciones trigonométricas al tener raices complejas?
La respuesta es la Formula de Euler que dice que

e = cosx + isenw,
de donde nuestra propuesta de solucién e en el caso de que A = «a + i3 se transforma en
et = elatih)r — paw it — oot (cog(Br) + isen(fz)) .
Proposicion 2.1 (Principio de superposicion). Sean y; e ya dos soluciones de la ecuacion diferencial (2.1). Entonces
y(@) = Cry1(x) + Caya(x)
también es solucion de (2.1).

Demostracion. Basta notar que

ay” + by + cy = a(Cryr + Caya)” + b(Cry1 + Cay2)’ + c(Cryr + Coyo)
= Ci(ayy +by; + cyr) + Calays + bys + cyo)

=0.
n
Ejemplo 2.1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial
2y" — by — 3y =0.
Solucion. Acé la ecuacion caracteristica es 2r2 — 5r — 3 = (2r + 1)(r — 3) = 0 de donde las raices son r1 = —3 y

To = 3.
y(z) = Cle*%g” + Coe3®

Ejemplo 2.2. Resolver el problema de valor inicial 4" 4+ 2y —y = 0 con y(0) =0, y'(0) = —1.

—24++/8

Solucion. Aca r? + 2r — 1 = 0 tiene como soluciones a r = 3 =—-14+v2

y(aj) = _ge(_p"ﬂ)x + ge(_l_\/ﬁhc

Ejemplo 2.3. 6y + 5y —6y =0

Solucion. La ecuacion auxiliar es 612 + 57 — 6 = (2r + 3)(3r — 2) = 0, por lo que tenemos dos raices distintas

3 2
n=—3Y¥YTr2=3

y(z) = C’le*%z + C’ge%m
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2.1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN HOMOGENEAS

Ejemplo 2.4 . Resolver la siguiente ecuacion diferencial
y" — 10y’ + 25y = 0.
Solucion. La ecuacion auxiliar es 72 — 10r + 25 = (r — 5)2 de donde solo hay una raiz r = 5
y(z) = C1e% + Cyxe®®
Ejemplo 2.5. Resolver y” + 6y’ + 9y = 0.
Solucion. La ecuacion auxiliar es 72 + 6r +9 = (r + 3)2 = 0, luego r = —3 es la tnica raiz. Por lo tanto
y(x) = Cre™" 4 Cowe™>"
Ejemplo 2.6. Resolver la siguiente ecuacién diferencial
y" + 4y + Ty =0.
S v

Solucion. La ecuaciéon auxiliar es 72 + 4r + 7 = 0 de donde r = 2 = —2+iv/3 de donde

y(z) = e 2 (Cl cos(V3z) 4+ Cy sen(x/in))

Ejemplo 2.7. 5y" +2y' +y = 0.

—2+4—4-5  —1+2
10 -5

y(x) = e~ 37 {Cl cos (;gn) + Casen (?m)]

Observacion 2.2. La idea utilizada para resolver la ecuacion de segundo orden homogénea aplica también para

Solucion. La ecuaciéon auxiliar es 572 + 2r + 1 = 0 de donde r =

ecuaciones diferenciales lineales de orden n a coeficientes constantes. Por ejemplo, para resolver la ecuacion
v +3y —y —3y=0
se propone como solucion y(z) = e"® y se llega a la ecuacion auxiliar
P43 —r—3=0+3)0 =) =0+3)r+Dr-1)

de donde se obtienen como raices r = —3, —1,1 y por lo tanto

xT

y1(x) = e 3% yo(x) = e % ys(x) = e
son las soluciones fundamentales de la ecuacion.
El teorema de existencia y unicidad para este tipo de ecuaciones tiene la siguiente forma:
Teorema 2.1. Dados los nimeros reales a,b, ¢, o, yo, y1, existe una unica solucion del problema con valores iniciales
ay’ +by +cy=0

y(wo) = Yo
Y (x0) =01

que ademds tiene como intervalo de solucion al conjunto (—oo,00).

Como senalamos anteriormente, la existencia de dicha solucién esta garantizada pues encontramos de forma
explicita dicha solucién. La unicidad la demostraremos mas adelante cuando hablemos de sistemas de ecuaciones
lineales de primer orden.
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2.1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN HOMOGENEAS

Definicién 2.2. Dos funciones y1 e ya son linealmente dependientes en un intervalo I si y sdlo si existe una
constante k tal que y1 (x) = kya(z) en dicho intervalo. De no existir tal constante, diremos que y1 e yo son linealmente
independientes en I.

Esta definicién es importante, pues garantiza que si y; e y2 son dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion
ay” +by' +ey =0,

entonces cualquier soluciéon de la ecuaciéon tendra la forma

y(z) = Cryi(z) + Caya(w)

que habfamos anunciado anteriormente.
,Como verificamos que dos soluciones son linealmente independientes?

Definicion 2.3 (Wronskiano). Dadas dos funciones diferenciables y; e ya, definimos el Wronskiano de y; e ya como

W(z) = yl(x)yé(x) - ?/1 (x)y2(x) = det yi(@) ya(2)
yi(z) ys(x)

Proposicion 2.2. Si se cumple que el Wronskiano de yy e ya satisface W(x) # 0 para todo x en el intervalo I,
entonces y1 e ya son linealmente independientes.

Ejemplo 2.8. Considere y; (z) = €%, ya(x) = €*® con a # b. Calcule W (z).

Solucion. Tenemos que

W (z) = y1(2)ys(x) — vy (2)y2(z)

_ beamebw o aeawebw

— (b— a)el@tD)z
# 0.

Lo que demuestra que las funciones e*® y e®® son linealmente independientes en todo R.

Ejemplo 2.9. Considere y;(x) = e**, ys(x) = e con a constante arbitraria. Calcule W (x).

Solucion. Tenemos que

W (z) = y1(x)ya(z) — i (2)y2(2)
_ eaw(eaw _’_ameaw) — ae® pet®
— €2aw

£0.

ax

Lo que demuestra que las funciones e®® y ze®® son linealmente independientes en todo R.

Ejercicio 2.1. Considere yi(z) = €** cos(bx), y2(x) = €** sen(bx) con a, b constantes arbitrarias, b # 0. Calcule
W (z) y verifique que y; e yo son linealmente independientes.

2.1.1. Ecuacion de Euler

La ecuacion diferencial

azy" + bxy' +cy = 0.

Para resolver este tipo de ecuaciones se propone una solucion del tipo y(x) = z#, de donde notamos que se
obtiene la siguiente ecuaciéon cuadratica en p

ap(p—1)+bdbp+c=0,
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2.2. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN NO-HOMOGENEAS

donde nuevamente se producen tres casos que nos permiten encontrar la soluciéon general de la ecuaciéon diferencial
como

y(z) = Cryi(z) + Caya(z),
donde

Caso 1: Dos raices reales y distintas. Si las raices son p1 y pus entonces

Y1 (l‘) =

ya(x) = M2,
Caso 2: Una raiz real repetido. En este caso denotamos la raiz repetida por p y tenemos que

yr(x) = a*

yo(x) = ¥ Inx.
Caso 3: Dos raices complejos conjugadas. Si las raices son g = o+ fi y po = o — pi entonces

y1(z) = 2% cos(flnx)

ya(z) = 2% sen(Blnx).

Observacion 2.3. La razén por la que nuevamente aparecen funciones trigonométrica al encontraron con raices
complejas p = a + (i es la siguiente identidad:

oM = eplnr _ galnatiflng _ calnzgiflne _ pa [cos(Blnz) + isen(Slnz)].

2.2. EDOs lineales de segundo orden no-homogéneas
Es el caso de la ecuacién
ay” + by +cy = f(x), (2.3)

donde f(x) es una funcion conocida. Para encontrar la solucion general de esta ecuacion, resolvemos primero la
ecuacion homogénea (f(z) = 0) y obtenemos las funciones y; e y2 como lo hicimos anteriormente (dependiendo de
como sean las raices de la ecuacion auxiliar).

Teorema 2.2. La solucion general de la ecuacion (2.3) se puede escribir como
y(t) = yn(t) + yp(t),
donde yn(t) es la solucion general de la ecuacion homogénea, es decir
yn(t) = Crya(t) + Caya(t)

con y1(t), y2(t) las soluciones fundamentales. Por otra parte, la funcion y,(t) es cualquier solucion particular de la
ecuacion (3.1).

Teorema 2.3 (Principio de superposicion). Si y,, es una solucion de la ecuacion
a(t)y” +b(t)y" + c(t)y = fr()
Y 8t Yp, €8 una solucion de la ecuacion
ay” (t) + by () + ey(t) = f2(t),
entonces Yp(t) = yp, (t) + Yp, (t) es una solucion de
a(t)y” +b(t)y’ + c(t)y = fi(t) + fa(t).
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2.2. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN NO-HOMOGENEAS

2.2.1. Coeficientes indeterminados

ay” +by' +cy = f(x)

Caso 1: f(x) = ag + a1z + a2® + ... + a,z™
probamos y,(z) = Ag + A1z + Asz® + ... + A,2™ y buscamos los valores de las constantes o coeficientes
indeterminados Ag, A1, ..., A, que funcionan.

Ejemplo 2.10. Resolver la ecuacion y” + 2y’ — 3y = Tx + 4.

Solucién. Tenemos que la ecuacion auxiliar es 72 +2r —3 = (r+3)(r — 1) = 0 de donde las soluciones fundamentales
son
y(z) = 3" e ya(x) = €.

Como f(z) = 7z + 4, buscamos una solucion de la forma y,(z) = Az + B. Reemplazando en la ecuacion se obtiene

Yy, + 2y, — 3y, = 0+ 2A — 3(Az + B)
— —3Ax + (24— 3B)
=Tr+4

de donde —3A =7y 2A—-3B=4,porlotanto A=-IyB= -3 — 26

Caso 2: f(x) = ae™

Si 7 no es rafz de la ecuacion auxiliar ar? 4 br +c¢ = 0, probamos y,(x) = Ae’® y buscamos el valor de la constante
A que funciona.

Sir es una raiz de la ecuacion auxiliar, probamos con y,(z) = Azeb® si la raiz es simple, o con yp(x) = Ax2eb® si
la raiz es doble.

Ejemplo 2.11. Resolver la ecuacion y” + 2y’ — 3y = 4e°®.

Solucion. Como la ecuaciéon auxiliar es 72 + 2r — 3 = (r + 3)(r — 1) vemos que r = 5 no es raiz de la ecuacién, por
lo que proponemos y,(x) = Ae®” como solucion.

Ejemplo 2.12. Resolver la ecuacion y” + 2y’ — 3y = 4e*.
Solucién. Como la ecuacién auxiliar es r2 + 2r — 3 = (r + 3)(r — 1) vemos que r = 1 es raiz simple, por lo que
proponemos y,(z) = Aze® como solucion.

x

Ejemplo 2.13. Resolver la ecuacion y” + 2y’ +y = —b5e~

Solucion. Como la ecuacion auxiliar es 72 + 2r + 1 = (r + 2)? = vemos que r = —1 es una raiz doble, por lo que
proponemos y,(z) = Az%e~* como solucion.

Caso 3: f(z) = pcos(Ax) + dsen(Ax)
Si A # +bi probamos y,(z) = Acos(Az) + C'sen(Az) y buscamos los valores de las constantes o coeficientes
indeterminados A, B que funcionan. Si r = £\i probamos con y,(x) = Az cos(Az) + Czsen(Ax)

Ejemplo 2.14. Resolver la ecuacion y” + 2y’ — 3y = 7 cos(3x).

Solucion. La ecuacion auxiliar es r2 + 2r — 3 = (r + 3)(r — 1), donde r = 0 + 3i no es raiz, por lo que proponemos
yp(x) = Acos(3z) + Bsen(3z) como solucion. Reemplazando en la ecuacion se obtiene

Yy, + 2y, — 3yp = (—9A cos(3z) — 9B sen(3x) 4 2(—3Asen(3x) 4 3B cos(3z) — 3(A cos(3x) + Bsen(3z))
= (=124 + 6B) cos(3x) + (—12B — 6A) sen(3x)
= 7 cos(3x)

7 7
de donde —12A+6B =7y —12B — 6A =0, por lo tanto A = TR B = 30"
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2.2. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN NO-HOMOGENEAS

Caso 4: f(z) = ax™e™

Probamos con
t

yp(x) = 2%(ap + a1z + asz® + ...+ anx™)e”
donde
1. s=0siar?+br+c#0.
2. s =1siar? +br+c=0 es una raiz simple.

3. s=2siar?+br+c=0 es una raiz doble.
Caso 4: f(x) = ka™e*® cos(Bz) 6 kx™e** sen(fx) probamos con
yp(2) = 2°(ag + a1 + agz® + ... + apa™)e* cos(Bx) + 2°(ap + a17 + asx® + ... + apmr™)e™ sen(Bx)
donde
1. s=0sir=a+i8 noesraiz de ar? + br + ¢ =0.

2. s=1sir=a+if esraiz de ar’ + br +c = 0.

2.2.2. Variaciéon de parametros

Este método aplica a ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden de la forma

ag(z)y" + ar(x)y’ + ao(x)y = g(x)

donde se conocen las soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea 31 e y3. Con esta informacion
encontramos una solucion particular mediante

Yp(x) = ur(2)y1(z) + uz(z)y2(z),

donde, si denotamos a W (x) como el Wronskiano? de las soluciones y; e ¥., tenemos que

_ [ ye(x)g(x)
up(x) = —/;T(I)dx

[l
us () 7/ W (@) dz.

Estas formulas se obtiene al reemplazar la funcién y, en la ecuacion, esto es

g = az(x)y" + ar(x)y’ + aoy
= az(z)(wryr + uzy2)” + a1 () (wryr + uzys)’ + ao(uryr + uzys)
= az () (W1 + upye +uryy + uzys)' + an (@) (Uiys + uhys Furys + uzys) + ao(uryr + uzys)
=0 =0
= az(2) (WY +uayy + upys + uoyy) + an(@)(uays + uays) + ao(@) (urys + uzys)
= uy (az(x)y) + ar(x)y) + ao(2)y1) + uz(az(x)yy + a1(x)ys + ao(x)ya)
+ax(z)(uiyy + uays),
donde hemos impuesto que
Uiy + usyz = 0 (2.4)

de donde, como y; e y» son soluciones de la ecuaciones deducimos que se debe cumplir que

a()(u1y) + uhys) = g(x). (2.5)

2Notar la importancia de que las soluciones y; e y2 sean linealmente independientes, de lo contrario W (z) = 0.
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Juntando lo que dicen las ecuaciones (2.4) y (2.5) obtenemos

o — Y29 __ Y9 _ W
Y a(nivh — viye) aaW  asW
/ Y19 Y19 W
Uy = = —

ar(y1yh — yiye)  aeW  asW’

de donde se obtienen la féormulas anteriores. En la férmula anterior se tiene que

W, = det 0 wyaz)
9(x)  ya(x)

Wy = det y1(w) 0
vi(x) g(z)]

Asi obtenemos que la soluciéon general de la EDO lineal de segundo orden con coeficientes constantes no-homogénea
tiene la forma
y(z) = Crya(z) + Caya(2) + yp(2),

donde C; y C5 son constantes.
Ejemplo 2.15. Resolver la ecuacion y’ — 4y = x + 2.

Solucion. Tenemos que la ecuacion caracteristica es 12 —4 = (r — 2)(r + 2) = 0 de donde obtenemos que las
soluciones fundamentales son y;(z) = €2* e yo(z) = e~2*. Calculamos

e2.’r —2z

2z —2x _ € — —
W(e**, e *")(z) = det =-2-2=-4

262:v 726721’

Ahora buscamos una solucién particular de la forma

Yp () = up ()€ + ug(x)e 2,
donde )
ez + 2 1 1 1
u(z) = ,%i) = Z(ac +2)e™? = uy(z) = /Z(x +2)e” 2 dx = 71—6(2x +5)e” 2,
y
2x
+2 1 1 1
uy(x) = %4) = —i(x +2)e*” = uy(x) = /—i(x +2)e*"dx = —E(Q:r + 3)e?”.

Por lo tanto una solucién particular es

1 1 1
yp(z) = —1—6(236 +5)e” e 4 —1—6(2m +3)e* e = —Z(x +2).

Ejemplo 2.16. Resolver al ecuacion diferencial y” — 4y + 4y = (z + 1)e?®.

Solucion. En este caso la ecuacion auxiliar es r2 — 4r +4 = (r — 2)2 = 0, de donde y; (z) = €2, ya(x) = 2e*, cuyo

Wronskiano es

eQr erz

W(e*®, ze**)(x) = det =el”,
202 2% 4 2ge?®
Si buscamos una solucion particular de la forma
2z

yp(x) = ul(x)ezw + ug(z)ze™,
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2.3. PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

entonces
2z 2z 3 2
Y29 ze*(x + 1)e i
Ull(z)_ia/?W—* e4w :7.’1}(I+1)éu1( ): —x(z+1)dx:7?7?’
y
/ yig _ e*(z+1)e* 22
uQ(x):a2W: iz =rz+1=u(zr)= [(z+1de=—+=x

de donde una solucién particular es

y asi la solucién general estéd dada por

1 1
y(x) = Cre** + Coxe®® + ESCSGQI + §I262m.
Ejemplo 2.17. Resolver la ecuacion diferencial 4y” + 36y = cse(3x).

Solucion. En este caso las soluciones fundamentales son y;(z) = cos(3z) e y2(z) = sen(3z) cuyo Wronskiano es

cos(3x) sen(3x) ) )
W (cos(3z), sen(3z) = det = 3cos”(3z) + 3sen”(3z) = 3.
—3sen(3z) 3cos(3x)

Luego si y, = u1y1 + ugy2 entonces

, sen(3z) csc(3z) 1 1 x
= SO O = [ —qe=-2Z
ul@) 1-6 = ul 27T T
' (3x)csc(3z) 1 1 1
, cos(3x) csc(3x
= e = [ = = —1Inls
ug(x) 1.6 3 cot(3z) = uy () / 1 cot(3z)dx 35 1 |sen(3x)],
y la solucion particular es
T 1
yp(x) = I cos(3x) + 36 In |sen(3z)| sen(3z)

con solucién general dada por

1 1
y(x) = Cy cos(3z) + Cysen(3x) — 3% cos(3x) + 36 sen(3z) In [sen(3z)| .

2.3. Problemas de valor inicial

Es el caso de la ecuacion
ay” + by +cy = g(x),

cuenta ademés con una condicién inicial del tipo

y(zo) = vo, ¥'(z0) = 1,

donde xg, o, y1 son valores conocidos. Dado que sabemos resolver la ecuaciéon y obtenemos una solucién de la forma

y(x) = Cryi(x) + Caya(z) + yp(2),

la tarea es encontrar las constantes Cy y Cy de modo que se satisfaga la condicion inicial (es decir, evaluamos la
funcion y(x) y su derivada, y'(z) cuando 2 = z;). Esto se traduce en resolver un sistema lineal de 2 x 2.

2.4. Ejercicios

Ejercicio 2.2. Verifique si la funcién dada es o no una solucién de la EDO de segundo orden.
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2.4. EJERCICIOS

Lylx)=e*—e % y" —y=0. 5. y(z) = 3e2®; 3y — 6y’ + by = —9e%*.
2. y(z) = 4e*® —10e~%; y" — 3y’ —4y =0
6. y(x) =sen(bz); y’ + 5y’ —y = cosz.
3. y(x) =10 -2 29" —y' =0
4. y(x) =4+ 10cosz —senx; y" +y = 0. 7. y(x) = 2% + 3x; y" — 6y’ + by = 5z + 3z — 16.

FEjercicio 2.3. Resuelva las siguientes EDOs de segundo orden.

1.y —y — 12y = 0. 4. 4y" — 4y +y=0.
2. y" —4y =0. 5. y" — Ty + 10y = 24¢e*.
3.y —2y +5y=0. 6. 2y +2y +y=nu.

Ejercicio 2.4 . Resuelva los siguientes problemas de valor inicial.

L y" +16y =0, y(0) =2, y'(0) = 2. 4. 4y" — 4y -3y =0, y(0) =1, y'(0) = 5.
2. 9" +y=0y(3)=0y(3) =2 5.y —y=e*,y(0) =0,y(0) = 0.
3.y =4y’ =5y =0,y(1)=0,y(1) =2 6. 2y" +y —y=2+1,9(0)=1,y(0)=0.

Ejercicio 2.5. Resuelva las siguientes ecuaciones del tipo Cauchy-Euler.

1. 2%y" = 2. 4. 422 +4xy/ —y = 0.
2. zy’ = 3y'. 5. 2%y’ — Txy’ + 41y = 0.
3. 22y” + 52y’ +3y = 0. 6. 2%y" —dxy’ + 6y =0, y(—2) =8, y'(—2) = 0.

Ejercicio 2.6. Considere la ecuacién de Cauchy-Euler z2y" — zy’ + v = In z. Para resolver esta ecuacién se propone
lo siguiente.

d 1d
1. Considere la transformaciéon x = ¢! y verifique que A
der xdt

2. Demuestre que al hacer dicha transformacion, la ecuaciéon se puede reescribir como

Py dy
-2 922 =t
dt? dt ty=4

resuelva esta ecuacion usando coeficientes indeterminados.

3. Encuentre la solucién de la ecuaciéon original.

Ejercicio 2.7. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando el método de coeficientes indeterminados
para encontrar una solucion particular.

1. 4y"” + 9y = 15. 6. y" — 4y = (2® — 3) sen(2z).
2.y — 10y + 25y = 30z + 3. 7.y =2y + 2y = e**(cosx — 3senz).
3. yl/ _ 8y + 20y — 100332 — 26x€e”. 8. 2y// + 3y/ — 2y = 14.’1}2 —4x — 11, y(O) = 07 yl<0) =0.

9. " +4y +4y = (3+x)e ", y(0) =2, ¥'(0) = 5.

d2
5.y — 16y — 24 10. Wf + w?z = Fycos(vt), z(0) = 0, 2/(0) = 0.

4. '+ 2y =20 +5— e 2%,
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FEjercicio 2.8. Encuentre la solucion de la ecuacion diferencial dada dada utilizando el método de variaciéon de
parametros.

1. ¥ 4+ y=tanuz. 5. y”—2y’+y:1fr%.

2. ¢y’ +y =secxtanz. 6. vy — 2y +y =e*arctanx.

3.y +y=sec’z. 720" + 2y +y = 4/x.

4.y -9y = 2. 8. 4y —y==ze?, y(0) =y (0) = 0.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales de orden n

Una EDO lineal de orden n es una ecuacion de la forma

d"y dn 1y dy
1) a0 a0 a0l = 50,
donde a,(t) # 0, an—1(t),...,ao(t) y f(t) son funciones conocidas. Un problema de valor inicial para este tipo de
ecuaciones tendré la forma
dny dnfly dy
an(t )dt” +an-1(t )W+”'+al(t)ﬁ +ao(t)y = f(t),
y(to) = o
dy
at —(to) =y
d2
dynfl
W(to) = Yn-1

donde (o, %0), (to,y1),-- -, (to, Yyn—1) son dados.

Resolver una ecuacion diferencial de este tipo, es en general bastante dificil cuando se trabaja con coeficientes
variables, por lo que una primera etapa para estudiar estas EDOs es entender que ocurre en el caso de coeficientes
constantes.

La estrategia para estudiar el caso de coeficientes constantes es bastante similar a la vista en el caso de EDOs
lineales de segundo orden. Aqui solo ilustraremos como se generaliza dicha idea.

3.1. EDOs lineales homogéneas

Tal como en el caso de EDOs de segundo orden, buscamos las llamadas soluciones fundamentales de la ecuacién

homogénea
dny dn— 1 d
n +an-1—— + -ta1— +apy =0,

din—1 dt
para ello buscamos una solucién de la forma
y(t) =™,

de donde obtenemos la Fcuacion Auziliar
-1
ant™ + @p_1" "+ ...+ ar +ag =0,

que gracias al teorema fundamental del dlgebra tendra n soluciones (posiblemente todas distintas, algunas repetidas
o incluso en pares de raices complejas conjugadas). En virtud de esto tenemos diversas situaciones posibles:
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3.1. EDOS LINEALES HOMOGENEAS

3.1.1. Soluciones fundamentales

Caso 1: Por cada raiz real no repetida r entonces
rt

es parte de las soluciones fundamentales.
Caso 2: Por cada raiz real r que aparece repetida k veces, entonces
ert’ tert7 t2€Tt, s tk:—lert
son parte del sistema fundamental de soluciones.

Caso 3: Por cada par de raices complejas conjugadas ry = a + i3, ro = «a — i3 no repetidas, entonces las funciones
complejas
e’l"lt’ e’l"zt
o bien, las funciones reales
e cos(Bt), e* sen(Bt)

se agregan al sistema fundamental de soluciones.
Caso 4: Por cada raiz compleja conjugada r = a £ 3i repetida k veces, entonces

e cos(Bt), e* sen(St),
te™ cos(ft), te™ sen(St),
t2e* cos(ft), t?e sen(ft),

th=1e cos(Bt), t*~Le sen(Bt)
se agregan al sistema fundamental de soluciones.

Teorema 3.1. Dada una EDO lineal de orden n a coeficientes constantes, entonces la solucion general tendrd la
forma

y(t) = cryi(t) + caya(t) + ... + cayn(t),

donde las funciones y1,ya, . .., Yn Son soluciones fundamentales linealmente independientes.

Teorema 3.2. Un conjunto de n funciones diferenciables y1,ys, ..., yn son linealmente independientes si se cumple
que su Wronskiano es no nulo, esto es

yi(t) y2(t) y3(1) Yn(t)
yi(t) Y(t) ys(t) o yn(t)
W(ylay27"'7yn)(t) = det . . . . . 7&0
n—1 n—1 n—1 n—1
W0 0 0
Teorema 3.3. Si ri,79,...,7, son las raices de la ecuacion auxiliar, entonces las soluciones fundamentales

encontradas mediante el método anteriormente ilustrado son linealmente independientes.
Ejemplo 3.1. Resolver la ecuacion y"”’ — 5y” — 22y’ + 56y = 0.
Solucion. La ecuacion auxiliar es
52 —22r 456 =(r+4)(r—2)(r—7)=0=r =4, r,=2, r3 =1,
es decir tenemos 3 raices reales distintas, luego
yi(t) = e, yol(t) = €, ya(t) = ™
son las soluciones fundamentales de la ecuacion, y la solucion general esta dada por

y(t) = Cre 4 + Ohe® + Cye™.
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3.1. EDOS LINEALES HOMOGENEAS

Ejemplo 3.2. Encontrar las soluciones fundamentales de 2y + 11y"" 4+ 18y” 4+ 4y’ — 8y = 0.

Solucion. En este caso la ecuaciéon auxiliar es
2r' +11r° + 18r* + 4r — 8 = (2r — 1)(r + 2)* = 0,
por lo que | = % y ro = —2 aparece repetida 3 veces. Con esto las soluciones fundamentales son

Y1 (t) = e%t7

ro=—2: yolt) =e 2, y3(t) = te H ys(t) = t?e .

DN =

rn =

Ejemplo 3.3. Encontrar las soluciones fundamentales de y® + 12y + 104y®) + 408y” + 1156y’ = 0.

Solucion. Aca tenemos la ecuacion auxiliar
r® 4+ 12r" + 104r® + 408r% 4 11567 = r(r® + 6r + 34)> = 0,

luego las raices son r1 = 0, ro = —3 4 54, r3 = —3 — 57, donde las raices ro y r3 aparecen repetidas 2 veces. Con esto
las soluciones fundamentales son

et = 1,

e 3 cos(5t), ys(t) = te > cos(5t),
te 3t sen(5t), ys(t) = te 3 sen(5t).

r1=0: yi(t)
ro=—-3+4+5i: ys(t)
T3 = —3—51: y4(t)

Ejemplo 3.4. Encontrar las soluciones fundamentales de y®*) — 9y = 0.
Solucion. La ecuacion auxiliar es r4 — 9 = (r? — 3)(r? + 3) = 0, luego tenemos 4 posibles raices
rn=- 37T2 = \/5,7'3 =—1 3,7‘4 = Z\/gv

de donde las soluciones fundamentales son

ry = Z\/g LYs t
ry = —iV3: ya(t) = sen(V3t).
Ejemplo 3.5. Encontrar las soluciones fundamentales de y®*) + 16y = 0.

Solucion. La ecuacion auxiliar es r* 4+ 16 = 0, luego debemos encontrar las 4 posibles raices. Este problema es un
poco mas dificil pues requiere un mejor entendimiento de los ntimeros complejos. Solo diremos que las soluciones son

ro=V24iV2ry = \/5—2'\/5,7”3 = —V2+iV2,ry = —V2—iV2,
de donde las soluciones fundamentales son
r=V24+ivV2: y(t) = eV cos(V2t),
ro =V2—iV2: yo(t) = eV sen(V/2t),
rs=—V2+ivV2: ys(t
ra=—V2—iVv2 ya(t) = e~ V2 gen V2t).
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3.2. EDOS LINEALES NO HOMOGENEAS

3.2. EDOs lineales no homogéneas
Para resolver la ecuaciéon diferencial
y™ tan (YT L ar ()Y + ao(t)y = f(t) (3.1)
tenemos el siguiente resultado.
Teorema 3.4. La solucion general de la ecuacion (3.1) se puede escribir como
y(t) = yn(t) + yp(t),
donde yn(t) es la solucion general de la ecuacion homogénea, es decir
yn(t) = Crya(t) + Coya(t) + ... + Cryn(?)

con y1(t),y2(t), ..., yn(t) soluciones fundamentales. Por otra parte, la funcidon y,(t) es cualquier solucion particular
de la ecuacion (3.1).

Teorema 3.5 (Principio de superposicion). Si y,, (t) es solucion de
an()y"™ + ...+ a1 (t)y + ao(t)y = fi(t),

Y St Yp, (t) es solucion de
an(t)y™ + ...+ a1 ()Y + ao(t)y = fa(t),

entonces la funcion y,(t) = yp, (t) + yp, (t) es solucion de

an()y™ + . ar(t)y +ao(t)y = fi(t) + fa(t).

3.2.1. Coeficientes indeterminados

Al igual que en el caso de EDOs lineales de segundo orden, el método de coeficientes indeterminados para EDOs
lineales de orden n no-homogéneas a coeficientes constantes

any™ + a1y Lt ay + agy = f(1),
consiste en adivinar una solucion dependiendo de la forma que tenga la funcion f(¢).
v Sif(t) = Apt™ 4+ Ay qt™ 4+ Ayt + Ap, entonces buscamos una solucién de la forma
yp(t) = t*(Byt™ + ... 4+ Bt + By),

donde s = 0 si r = 0 no es raiz de la ecuacion. Si r = 0 es raiz de la ecuacion auxiliar que esté repetida k veces,
entonces s = k.

= Si f(t) = Ct™e", entonces buscamos una solucién de la forma
Yp(t) = t5(Amt™ + ... + At + Ag)e™,

donde s = 0 si r no es raiz de la ecuacion auxiliar. Si r es raiz de la ecuacion auxiliar que esta repetida k veces,
entonces s = k.

» Si f(t) = At™e™ cos(Bt) o f(t) = Bt™e* sen(ft), entonces buscamos una solucion de la forma
Yp(t) = t5(Apmt™ + ... + Art + Ag)e® cos(Bt) + t°(Byt™ + ... + Bit + Bg)e® sen(ft)

donde s = 0 si 7 = a+ 14/ no es raiz de la ecuacion auxiliar. Si r es raiz de la ecuacion auxiliar que esta repetida
k veces, entonces s = k.
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3.2. EDOS LINEALES NO HOMOGENEAS

Ejemplo 3.6. Resolver la ecuacion 3" — 3y” + 3y’ —y =5 — et + €2t

Solucion. Tenemos que la ecuacion auxiliar es > — 3r? +3r — 1 = (r — 1)3 = 0, luego r = 1 es la tnica raiz y estd
repetida 3 veces, por lo que las soluciones fundamentales son

yi(t) = €', ya(t) = te', y3(t) = t2e'.
Debemos usar coeficientes indeterminadas para las 3 funciones que aparecen al lado derecho, es decir
f1(t) =5, fot) = €, fa(t) = €*.
Para f1(t) = 5 buscamos una soluciéon de la forma y,,, (£) = A, luego reemplazando en la ecuacién obtenemos que
—A=5=A=-b5.

Para fo(t)

= e notamos que r = 1 es una raiz que esta repetida 3 veces, por lo que buscamos una solucién de la
forma y,, (t) = Bt3e’, reemplazando en la ecuacién obtenemos que

Yo = 3y, + 3yy, — Yp, = (6Be’ + 18Bte’ + 9Bt*e’ + Bt’e') — 3(6Bte' + 6Bt’¢’ + Bt’e")
+ 3(3Bt%e' + Bt3e') — (Bte')
= 6Be!
= et7

2t

de donde B = %. Finalmente, para f3(t) = e** vemos que r = 2 no es raiz de la ecuacion auxiliar, de donde podemos

buscar una solucién de la forma y,, (t) = Ce?". Reemplazando en la ecuacion tenemos que

Yo = 3y + 3yn,. — yp, = (8C€*) — 3(4Ce*) + 3(2Ce*) — Ce'
= (e

= e 5
as{ C = 1. Una solucién particular del problema es entonces

1
Yp(t) = =5 — gtget + e*.

3.2.2. Variacion de parametros

El método visto para el caso de segundo orden se puede generalizar para ecuaciones diferenciales lineales de
orden n
Y™ a1 )y L a )y +aolt) = f(t),

cuya sistema fundamental de soluciones esta dado por {yi,¥y2,...,¥n}, y cuya solucién general de la ecuacion
homogénea esta dada por
yn(t) = Cry(t) + Coya(t) + ... + Cryn(t).

Se busca una solucién particular de la forma

Yp(t) = ur ()1 (t) + u2()y2(t) + - .. + un ()yn ().
donde uq,us, . .., u, son funciones que satisfacen las ecuaciones diferenciales

wiyr +ubys + .. uly, =0
uyy) +ubys .. A upy, =0

why" P Y D =0
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3.2. EDOS LINEALES NO HOMOGENEAS

wipt™ ™ s Lyt =

de donde, resolviendo el sistema de ecuaciones para {u},u),...,u, }, obtenemos que

y1(1) Y2 (1) y3(t) Yn ()
W — det vy (t ys(t) y5(t) Yn(t)
O S GRS A I )
L n® wm®) ) 0 () |
i) ) () 0 a0
Wi, = det .
: : 0

OIS O S () NPPPRNG IRPPPE 7 S )
L columna % i

Ejemplo 3.7. Resolver la ecuaciéon 3"’ — 2y" — 21y’ — 18y = 3 + 4e™t.
Solucion. La ecuacion auxiliar es
3 —2r2 —21r =18 = (r+3)(r+1)(r —6) =0=1r; = =3, ro = —1, r3 = 6,

de donde las soluciones fundamentales son

yr(t) = e, yo(t) = e, y3(t) = €.
El Wronskiano de las soluciones es
0i(t) () ws()
W(y1,y2,93) = det | yi(t)  ya(t) ws(t)
PORACIEAG
= et bt
=det | _3e=3t _e—t gebt
9¢73t et 36ef

Ademés tenemos que

Wit) =det |0 y5(t) y5(t)

|1y (t) wy(t)
_0 e—t e6t

=det |0 —e? 6eb

1 et  36e
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3.3. LAS EDOS LINEALES DE ORDEN N SON SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

— 7e5t

Wa(t) =det |yi(t) 0 yi(t)

=det [ —3e73* 0 6e%

9¢e3t
y

yi(t) wa(t) O

Ws(t) = det |yi(t) yy(t) 0

i o 1
[ e3¢ et 0
=det [ —3e73 —et 0
Qe3¢ et 1

2674t
Por lo tanto
W (t) = f(’;)VVZfl)(t) _ (3 +éll;g2§7e5t) _ éelit n gem = u(t) = %egt i %ezt
= LW _ Qi) 3 2o -ty 2o

Con lo anterior tenemos que una solucién particular de nuestro problema esté dada por

Yp(t) = ur()yn(t) + uz(t)ya(t) +us(t)ys(?)
1 S 4 2t —t
i + Ee 7 e .

3.3. Las EDOs lineales de orden n son sistemas de ecuaciones de primer
orden

Una EDO lineal de la forma

dny dnfly dy
— 4 ap_1(t)——+ ...+ a1(t)— +ag(t)y = f(¢ 3.2
i (0 V0% + aolt)y = £0) (32)
siempre se puede escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Para ello hay
que considerar como incognita a la funciéon y, pero también a sus derivadas, esto es, si decimos que x1(t) = y(¢),

zo(t) =y (1), z3(t) =y (t) = 24 (t), ..., £,(t) = y 1 (t) entonces podemos escribir el problema de encontrar y(t)
en (3.2) como el problema de encontrar yi,ys, ..., y, solucion del sistema

dl‘l

ke S,

e~
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3.4. EJERCICIOS

drz _,

a3

dz,, dn

= Wg = F(t) — an1(D)an — ... — a1tz — ap(t)z1,

o en forma matricial, X’ = A(¢)X + F(t), donde

21(t) [0 1 0 0 0 ... 0 | 0
(1) 0 0 1 0 0o ... 0 0
X0 - 3(t) A 0 0 0 1 0 ... 0 - 0
T (t) 0 0 0 0 0o ... 1 0
X (t) lao(t) —ai(t) —az —as(t) —aa(t) ... —an—1(t)] f(@)

Ejemplo 3.8. Expresar la ecuacion 4y” — 5y’ + 6y = 3! como un sistema de ecuaciones de primer orden.

Solucion. Consideramos x1(t) = y(t), z2(t) = y/(t), de donde

1 1 3 5 1
xh =1y 1 (e +5y" — 6y) = 1 (e* + 5zy — 621) = —5@1 T2+ Ze‘%,
o bien X’ = AX + F, donde
an=| " x| R |
—5 1 (1) e

3.4. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Verificar que las funciones e"?, e™? e™! son linealmente independientes si 71,72, 73 son todos
distintos.

Ejercicio 3.2. Determine si las funciones dadas son linealmente independientes en el intervalo indicado.
1. {3, e €%} en (—o0,00). 3. {sent,cost,tant} en (=%, %).
2. {1+t,1412,6} en (0,00). 4. {e®, te¥ 1?e3} en (—o0,00).
FEjercicio 3.3. Verifique que las funciones {t, 12, t3} son soluciones fundamentales de la ecuacion
3,/ 2, 1 ! _
'y =3ty + 6ty —6y =0

cuando t > 0. Para ello, primero compruebe que las funciones son soluciones de la ecuacién, y luego calcule el
Wronskiano para determinar que son linealmente independientes.

Ejercicio 3.4 . Determine la solucion general para las siguientes ecuaciones diferenciales.

1.y =3y" —y +3y=0. 4. y* —y=0.
2. y" +2y" — 19y — 20y = 0. 5. yW + 4y +6y" + 4y +y=0.
3.y —y" +2y=0. 6.y + 2y + 10y" + 18y’ + 9y = 0. Ayuda: r = 3i

es solucion de la ecuacion auxilar.
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3.4. EJERCICIOS

FEjercicio 3.5. Escriba las soluciones fundamentales para la ecuacion auxiliar dada.

L (r—1)2%(r+3)2(r?+2r+5)2 =0. 2. (r+1)%(r—6)3(r+5)(?+1)>*(r*+4) =0.
Ejercicio 3.6. Resuelva el problema de valor inicial dado.

Loy" —y" =4y +4y =0, y(0) = —4, y'(0) = -1, y"(0) = —19.

2. y" + 7y + 14y’ + 8y =0, y(0) =1, ¢/ (0) = -3, y"”(0) = 13.

Ejercicio 3.7. Encuentre soluciones particulares para las siguientes ecuaciones diferenciales usando el método de
coeficientes indeterminados.

1. y" —2y" — 5y + 6y = et +12.
2. y" +y" — 5y 4+ 3y = et 4 sent.
3.y 4+ 3y — 4y =e 2,
4. y" 4y — 2y =tet + 1.
Ejercicio 3.8. Encuentre la solucién general de la ecuaciones del ejercicio anterior.
FEjercicio 3.9. Resuelva los siguientes problemas de valor inicial usando el método de los coeficientes indeterminados.
1oy +2y" — 9y — 18y = —18t2 — 18t + 22, y(0) = —2, ¥’ (0) = -8, y"(0) = —12.
2.y —2y" + 5y = —24¢e3 y(0) = 4, ¥/ (0) = —1, ¥ (0) = —5.
3.y —2y" — 3y + 10y = 34te™2t — 16e—2! — 10t? + 6t + 34, y(0) = 3, ¥’ (0) = 0, y"(0) = 0.
Ejercicio 3.10. Use variacién de parametros para determinar una solucién particular de la ecuacién
t3y" + t2y" — 2ty + 2y = t*sent,
sabiendo que {t, 1, t2} es un conjunto fundamental de soluciones.

Ejercicio 3.11. Use el método de variaciéon de pardmetros para encontrar una solucion particular de las ecuaciones
siguientes.

1. y" — 3y + 4y = e*.
2. y" =2y +y =1t.
3.y + 3y — 4y = 2,
4. y" = 3y" +3y —y=-e.
5. 9" +y =tant, 0 <t < J.
6. ¥y +y =secttant, 0 <t < 3.
Ejercicio 3.12. Considere la ecuacion diferencial
3y — 262" + 3ty — 3y = 2.

1. Muestre que la funciones {t, tint, t3} son soluciones fundamentales de la ecuacion. Para ello verifique que son
soluciones de la ecuacién homogénea y que son linealmente independientes.

2. Use variacién de parametros para determinar una solucién particular de la ecuacion.

3. Escriba la solucién general del problema.
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Capitulo 4

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden consiste de n funciones incognitas x1(t), x2(t), . . ., z,(t)
y n ecuaciones diferenciales de la forma
dl’l
E = all(t)azl(t) + a12(t)1’2 (t) + ...+ aln(t)l'n (t) + f1 (t)
dl’g

E = agl(t)xl(t) —+ agg(t)l’g(t) + ...+ a2n(t)$n(t) —+ fg(t)

% = Qn1 (t)xl(t) + ang(t)l‘g(t) + ...+ ann(t)l‘n(t) + fn(t)

Tal como sucede con las ecuaciones algebraicas, es conveniente utilizar notacién matricial para escribir estos sistemas,
para ello definimos

Definiciéon 4.1 (Matriz asociada). Es la matriz

(le(t) ai2 (t) e aln(t)
A(t) _ a21.(t) a22’(t) L. agn(t)
an1(t)  ana(t) ... anpn(t)

y también usaremos notaciéon de vectores para las soluciones, esto es, denotaremos por

1 (t) 4Lt fi(t)
(1) dX a2 fa(t)
X(t) = L Xm=gr=| | Fa)= ,
dt :
() () fa(t)
de donde el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden no homogéneo se puede escribir como
dX
— = A(t) - X + F(z).
= A1) X+ F()
Ejemplo 4.1. El sistema de ecuaciones
dx
=3x+4
7 z + 4y
dy
=5z -7
at ~ Y



se puede escribir en notacion matricial X'(t) = A - X, donde

Definicion 4.2 (Vector solucion). Dado un sistema lineal X'(t) = A(t) X (t) + F(¢), decimos que una X (t) es un
vector solucidn

1 ()
(1)
X(t) = )

Tn(t)
st las funciones x1(t),...,x,(t) satisfacen el sistema de ecuaciones (4.1).
Ejemplo 4.2. Verificar que

67215 36615
1(t) Y 2(t) o 6
son vectores solucion de X' = X
5 3
26—215
Solucion. En efecto, tenemos que X (t) = , y
2e~2
1 3 e~2t et — 32 —2¢2t
A-Xq(t) = . = = = X (¢).
5 3 —e 2t Se~2t — 3e?! 22t
18¢5¢
Similarmente X} (¢) = y
30e8t
1 3 3ebt 3¢5t + 15¢5¢ 182 ,
A-Xq(t) = . = = = X5(1).
5 3 55t 15e5t 4 150 30e%t

Teorema 4.1 (Existencia y unicidad para el problema de valor inicial). Si A(t) y F(t) son funciones continuas en
un intervalo I, entonces el problema de valor inicial

X'(t) = AWX(t) + F(t), X(to) = Xg
tiene una unica solucion en el intervalo I cuando tg € I.

Teorema 4.2 (Principio de superposicion). Sean X, ..., Xy vectores soluciones de un sistema homogéneo X'(t) =
A(t)X(t), entonces la combinacion lineal

X(t) = 61X1<t) + C2X2(t> +...+ Cka(t)
también es solucion del sistema homogéneo.
Ejemplo 4.3.
e—2t 3€6t

X(t)=¢c +c2
767215 56615

o1



es solucion del sistema

1 3
X' = X.
5 3
Definicion 4.3 (Independencia lineal). Diremos que k vectores X1, Xo, ..., Xy son linealmente independientes si
se cumple que
aXi+ ..+ X =0=>cr=c=...=¢, =0.

En caso contrario diremos que los vectores son linealmente dependientes.

Teorema 4.3 (Criterio del Wronskiano). Sean Xi(t), Xa(t), ..., X, (t) vectores solucion de un sistema de ecuaciones
X' = AX. Los vectores son linealmente independientes si el Wronskiano

(Ell(t) xlz(t) . .’L'ln(t)
31‘21(75) X292 (t) N Jign(t)
WXy, Xz, Xo) (1) = det [Xy(t) Xa(t) ... X)) =det| S |70
Tp1(t) Tpa(t) ... Zpn(t)
donde
(Elz(t)
aﬁgi(t)
X;(t) = 7
Definicion 4.4. Sean X (t), Xs(t), ..., X, (t) vectores solucion linealmente independientes de un sistema de ecua-
ciones X' = A(t)X. La matriz X definida como
xu(t) .’Elg(t) . .’Eln(t)
3?21(75) X292 (t) . CCQn(t)
X0 =[Xi0) Xolt) ... X 0)]=
Tn1(t) Zp2(t) ... Zpn(t)
se le llama Matriz fundamental para el sistema.
Ejemplo 4.4 . Los vectores solucion
< o2t < 36t
t) = t) =
=", ) v o=
son linealmente independientes.
Solucion. Tenemos que
z11(t) z1a(t e2t 3t
W (X1, Xo)(t) = det n® el _ — 8¢t £ 0.
.’1?21<t) 3?22(75) —e2t  pebt
Definicion 4.5 (Conjunto fundamental). Cualquier conjunto linealmente independiente Xy, ..., X,, de n vectores

solucion del sistema de n ecuaciones X' = A(t)X se dird conjunto fundamental de soluciones.
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4.1. SISTEMA FUNDAMENTAL PARA SISTEMAS HOMOGENEOS A COEFICIENTES CONSTANTES

Teorema 4.4. Dado un conjunto fundamental de soluciones Xy, ...,X,, para el sistema X' = A(t)X, entonces la
solucion general del sistema estd dada por

Xn(t) = X0 (8) + ...+ enXn(t),

donde cq,...,c, son constantes arbitrarias.
Asimismo, la solucion general de un sistema no-homogéneo X' = A(t)X + F(t) tendrd la forma

X(t) = Xn(t) + X, (1),

donde X}, es la solucion general del sistema homogéneo, y X, es una solucion particular del sistema no-homogéneo.

4.1. Sistema fundamental para sistemas homogéneos a coeficientes cons-
tantes

En este caso la matriz asociada A(t) es una matriz constante, es decir

ail a12 P A1n
as1 a9 e a9n
Alt)=A=
Qan1 an2 cee Qpn
donde ai1,ais, ..., a,, son nimeros reales.

Buscamos una solucion de la ecuacion X'(t) = A - X(¢) de la forma
X(t) = ke,

donde k es un vector constante y A es una constante (real o imaginaria), ambos a determinar. Dicho en otras
palabras, buscamos constantes A, ki, ks, ..., k, tales que

zi(t) =keM, i=1,2,....n
Si reemplazamos en la ecuacién notamos que
X'(t) = ke = AkeM = (A — ADkeM = 0= (A - M)k =0,

de donde deducimos que para que eso ocurra, se debe cumplir que A es un valor propio de la matriz A y k es el
respectivo valor propio.

Teorema 4.5. Si la matriz A tiene n vectores propios linealmente independientes {k1,Ka, ..., k,} y si \; es el valor

propio asociado a k; entonces
A A An
{e tky,e™?ksy, ... € kn}

es un sistema fundamental de soluciones para la ecuacion.

4.1.1. Valores propios reales

Teorema 4.6. Si la matriz A tiene n valores propios reales y todos distintos, entonces los vectores propios asociados
forman un conjunto linealmente independiente y la solucion general del sistema X' = AX es de la forma

X(t) = Clkle>\1t + 02k26>\2t L cnkneknt.
Ejemplo 4.5. Resolver el sistema
o' =2z + 3y,

y =2z +y.
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Solucion. En este caso la matrix asociada es

A =
2 1
cuya ecuacion caracteristicaesta dado por det(A —AI) = (2—A)(1—A)—6=(A+1)(A—4) =0, por lo que tenemos
2 valores propios reales y distintos: Ay = —1 y Ay = 4. Ahora debemos encontrar los vectores propios, para ello
debemos resolver el sistema (A — AI)k = 0 para cada valor propio.

Si A = —1 tenemos que
2— (-1 3 k 3k1 + 3k

0=(A—rDk= =1 B B I
2 1—(-1) ko 2k1 + 2ko
por lo que k1 = —k». tenemos que el vector propio k asociado a Ay = —1 es de la forma

1

k1 =«
-1

De manera similar, buscamos el vector propio para A = 4 y obtenemos que

3
k2:a
2

Asi un conjunto fundamental de soluciones para el sistema esta dada por
k, t’i_t7 ko et

o bien se puede decir que

es la solucién general del sistema.

Ejemplo 4.6. Encuentre las soluciones fundamentales del sistema X’ = AX donde

-4 1 1
A=1|1 5 -1
0 1 -3

Solucion. La ecuacion caracteristica es

0 1 -3-A
= 1((=4-NED =D+ (B -4 -N6-A) -1
=B+ N - BEN(—4-NE - - 1)
— —(B+ N+ N5 - V),

por lo tanto tenemos 3 valores propios: \; = —4, Ao = —3 y A3 = 5. Los valores propios entonces se obtienen al
resolver las ecuaciones (A — A\;I)k; = 0 =, es decir
)\1 = —4:
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0 1 110 0 1 110
—
1 9 —-1]0 (filadfilal| 1 9 —1|0
0 1 110 0 0 00
1 9 —-11]0
fila 1 por ﬁ1a§ 0 1 110
0 0 00
1 0 =100
fila 1-9fila 5 0 1 110
0 0 0|0
por lo tanto si k13 = 1 entonces k12 = —1 y k11 = 10 y se obtiene el vector propio
10
ki=1]-1
1
)\1 = —3:
-1 1 110 -1 1 1|0

—
1 8 —11|0 |fila2+filal 09 010

0 1 00 01 0|0
-1 1 110
fila 2 por fila § 01 0]0
09 0|0
-1 1 1|0
fila 3 -9fila 2 01 0|0
0 0 0|0
-1 0 110

fila 1 -fila 2 01 007,
0 0 0

o

asi si ko1 = kog ¥ ka2 = 0, por lo que si kog = 1 se tiene que el vector propio es

1
k= 1|0
1
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-9 1 110 1 0 —-1]0
_
1 0 —1]/0 [fila2porfilal| —9 1 110
01 =810 01 =810
10 —1]0]
fila 2 por ﬁlag 01 =810
-9 1 110
1 0 —-11]0
fila349filal| 0 1 —810
01 =810
1 0 =110
fila 3-fila 01 —-81|0 |,
0 0 00

asi k31 = k33 y k3o = 8ks3z de donde si k33 = 1 se obtiene que el vector propio es

1
k3= |8
1

Finalmente, obtenemos que las soluciones fundamentales son

10 1 1
Xit)=|-1|e™ Xot)=|0|e?, Xsit)=]|8]e",
1 1 1

Teorema 4.7. Si la matriz A es simétrica, entonces A siempre tendrd valores propios reales, y n vectores propios

linealmente independientes.

Ejemplo 4.7. Encuentre las soluciones fundamentales del sistema X’ = AX donde

Solucion. Se puede verificar que el polinomio caracteristico es
—(A+1)*A-5),

de donde se obtienen 2 valores propios A; = —1 con multiplicidad 2, y A2 = 5 con multiplicidad 1.
)\1 =-—1:

2 =2 210 2 =2 210
T

—2 2 —210 (fila3-filal]| —2 2 =210

2 -2 210 0 0 00
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2 =2 210
fila2 +filal| 0 0 00

0 0 00
. I -1 10
Silall 0o 0 00|,
0 0 0]0

de donde k11 — k12 + k13 = 0 o bien k17 = k12 — k13 de donde tenemos 2 opciones, si k12 = 1 y k13 = 0 obtenemos el
vector

ki=1]1],
0
en tanto que si k12 = 0y k13 = 1 obtenemos
-1
ki=|o0
1
Esto nos entrega dos vectores propios linealmente independientes asociados al valor propio A\; = —1, es decir, tenemos
2 soluciones fundamentales
1 -1
Xit)y=11]et Xot)=] o0 [e*
0 1
A =5
-4 =2 210 -4 =2 210

1
—2 —4 -2|0 |fla3fla2y — fla3 | —2 —4 20
2 -2 —40 0 1 1/0

-4 -2 2|0
1
2fila 2 —filaly — 6ﬁ1&2 0 1 11]0

0 1 1]0
-4 -2 210
fila3-fila2 0 1 1|0
0 0 0|0
1 0 =110
1
filal+2fila2 y —Zﬁlal 0 1 1101,
00 010

57
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asi k31 = k33 y k32 = —ks3, de donde obtenemos el vector

y la tercera solucion es

Si la matriz A tiene valores propios repetidos con multiplicidad m (raices repetidas de la ecuacion caracteristica)
entonces hay que buscar m soluciones fundamentales asociadas a dicho valor propio.
Puede ocurrir que la ecuacion (A — AI)k = 0 entregue m vectores propios. en cuyo caso tendriamos que agregar
a las funciones
ke koe, . .. ke

al sistema fundamental de soluciones. Esto siempre ocurrird cuando la matriz A tenga coeficientes reales y sea
simétrica.

Sin embargo puede ocurrir que existan menos de m vectores propios distintos asociados a un mismo valor propio
de multiplicidad m. En este caso hay que calcular lo que se conocen como vectores propios generalizados.

Por ejemplo, en el caso de que el valor propio A tenga multiplicidad 2 y tenga asociado un vector propio k.
Entonces debemos buscar un vector p que satisface la ecuacion

(A - AI)p = k7
y las soluciones que se agregan al sistema son
ke, pet + ke,

En el caso de que el valor propio A tenga multiplicidad 3 y tenga asociado un vector propio k. Entonces debemos
buscar un vector propio generalizado p que satisface la ecuacion

(A - AI)p = k7
y otro vector propio generalizado q que satisface
y las soluciones que se agregan al sistema son
t2
ke)\t7 pe)\t + kte)‘t, qe)\t + peAt + kgekt.

En general, si un valor propio tiene multiplicidad m, entonces los m vectores propios se pueden encontrar como
soluciones de la ecuacion

(A= XI)"k =0,
y las soluciones que se agregan al conjunto fundamental tendran la forma
12 t2 m—1
kle)‘t, kge’\t + klte)‘t, kge)‘t + k2€)\t + ki 56”, R kme’\t + km,le)‘t + km,gie)‘t + -+ ky We)‘t
m — .

Ejemplo 4.8. Encuentre las soluciones fundamentales del sistema X’ = AX donde

3 —18
A =
2 -9
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Solucion. En este caso tenemos que el polinomio caracteristico es

(B=M(-9—=X)+36=-27T4+6A+X+36=X+6\A+9=(\+3)* =0,

luego solo tenemos a A = —3 como valor propio (repetido 2 veces). Buscamos el(los) vectores propios
B m—
6 —18 |0 |1 1 1 =310
—fila 2, —filal
2 —6|0 |2 6 1 -31]0
SN =310
fila 2-fila 1 ,
0 010
asi k1 = 3ks y el vector propio es
3
k= ,
1
lo que nos da una primera soluciéon del problema
3
Xl(t) = 6_3t7
1

Necesitamos una segunda solucién, para ello buscamos una solucion del sistema (A — AI)p = k, es decir

e

6 —18|3 |1 1 -33
—fila 2, =filal 2
2 —6[1 |2 6 1 3|1
[ s3]
fila2-filal 2,
0 010
es decir, p; = 3p2 + %, de donde si po = 0 tenemos que
1
p=1{"],
0
y la segunda solucién tendré la forma
3 1
Xa(t) = te 3t 4 | 2| e,
1 0
Ejemplo 4.9. Encuentre las soluciéon del problema de valor inicial
7 1 2
X' = X, X(0)=
-4 3 -5

Solucion. El polinomio caracteristico es
PA) = (T=X)B =) +4=(A-5)?

es decir hay un tnico valor propio A\; = 5. Buscamos los vectores propios

2 10— [ 2 1]0
fila 2 + 2filal

-4 =210 0 0|0
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es decir 2k; + ko = 0, de donde obtenemos que

1
k =
-2

es un vector propio para la matriz A. Buscamos un vector propio generalizado

2 1 1| —— 12 1|1
fila 2 4 2filal ,
-4 =2 -2 0 0]0
es decir 2p; 4+ p2 = 1, luego
0
p =
1
Por lo tanto las soluciéon general del sistema es
5 1 0y .
X(t)=c1 et +c te® + et
-2 -2 1

C1 C2
_ 5t 4 teot,
—2c1 + ¢o —2c9

como se debe cumplir la condicién inicial, tenemos que

2 C1
-5 —2c1 + ¢o
de donde ¢y =2 y ¢co = —1, por lo que la solucién del problema es
2 -1
X(t) = e’ 4 tedt
-5 2

4.1.2. Valores propios complejos

Si la matriz A no es simétrica puede suceder que hayan valores propios complejos en pares conjugados: \; = a+1if3
v A2 = a — if3, en cuyo caso los vectores propios también seran complejos conjugados de la forma k; =a—+iby
ko = a — ib. En este caso, las funciones reales que se agregan al sistema fundamental de soluciones son

e* cos(Bt)a — e* sen(Bt)b
e® cos(Bt)b + e sen(S3t)a,

o bien si trabajamos con funciones y vectores complejos tenemos que agregar
kleklt, k2€>\2t

al sistema de soluciones fundamentales.

Ejemplo 4.10. Resolver el sistema

' =6x —y,

y' = bx + 4y.
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Solucion. La matriz asociada es

y tiene como polinomio caracteristico a
(6—X)(4—X\)+5 =A% — 10\ + 29,
de donde obtenemos que los valores propios son A\ = 5 + 2i, Ay = 5 — 24.

A =5—-21

142 -1 k 1+ 2i)k — k
0=(A—-M\I)k= N Yy = ko
5 —1+2i| \k 5ky — (1 — 2i)ks

de donde ko = (1 4 2i)k; y se obtiene el vector propio

1 1 0\ )
k, = = + i =a+ bi.
1+2 1 2

De manera similar se obtiene que para Ay = 5 + 2i el vector propio es

1 1 0\
k2 = = + 1.
1-2 1 -2

Lo anterior nos dice que las soluciones (complejas) del sistema estdn dada por

1 o 1 L
Xl(t) _ 6(o+21)t’ XQ(t) _ 6(0721)16.
14 2¢ 1—-2¢

En caso de ser necesario, tenemos que las soluciones reales del sistema estan dadas por

LY s 0 s 0 s LY s
X4 (t) = e”* cos(2t) — e’ sen(2t), Xs(t)= e’ cos(2t) + e’ sen(2t).
1 -2 —2 1

dX
Ejemplo 4.11. Resolver el sistema T A - X donde

3 -2
4 -1

Solucion. El polinomio caracteristico es
p(A) =B =N (=1-X)+8=A—2\+5,

24+v4-20
de donde A = — s = 1+ 2¢ son los valores propios. Calculamos el vector propio asociadoa A =1+ 2¢y

obtenemos que
(3 — (1 + 22))]{51 — 2ky = (2 — 21)]{11 —2ky =0= (1 — Z)kl = kg,

es decir, si ko = s, entonces k; = (1 — i)s, es decir
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Con esto la solucion general es

1—14 1+

X(t) = 1 (120t 4 (1200t
1 1
o bien, en términos de funciones reales
1 -1 -1 1
X(t)=c e’ cos(2t) — e'sen(2t)| + co e’ cos(2t) + e' sen(2t)
1 0 0 1
c1 — ¢ c1tc
[T ) e cos(2t) + R P sen(2t).
c1 C2
4.1.3. Ejercicios
Ejercicio 4.1. Resolver los siguientes sistemas de EDOs
d d
—m:x—i-Zy 7y:_3x+y
1 dt 6 dt
") dy ") dx
—= =4 — = 2
7 T + 3y 7 6r + 2y
d d
—z:2m+2y ﬁz?’x*y
dt dt
2. dy 7. dy
a:aﬁLBy E:QIfSy
d d
e Y =te
dt dt
3. dy 8. dor
— =8z —12 — = 12
i 8z y 7 9y + 12z
d d
—m:—4x+2y —x:—y—&—Gx
dt dt
4. dy 5 9. dy
-7 _Z 2 — = 2
7 23@ + 2y 7t ST + 2y
d 5 d
& 2oy YW or 6y
dt 2 dt
5. 10.
dy 3, _ 2 dr _ dr +5
at — 4" at Y

Ejercicio 4.2. Resuelva los problemas del ejercicio anterior, sujetos a las siguientes condiciones iniciales

1. 2(0) =3, y(0) = 5. 3. z(0) =10, y(0) = 0.
2. z(0) =1, y(0) = 1.

4.2. Soluciones particulares para sistemas no homogéneos

4.2.1. Coeficientes indeterminados

Buscamos una solucién particular para
X' =A-X+F(t)

donde F(t) es un vector polinomial, exponencial o con senos/cosenos. La idea se parece bastante al caso de EDOs
lineales de orden n, pero no funciona de la misma manera siempre (en especial en el caso de que al lado derecho
aparezca una de las soluciones fundamentales). Cuando ese no es el caso, el método funciona mas o menos igual.
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1 t+1
Ejemplo 4.12. Resolver la ecuacion X' = X+
5 3 5

Solucion. Sabemos que la soluciéon general es

2t 36t

X(t) =C1 + c2 s

_e—2t 566t
luego buscamos una solucién particular de la forma

ar + bt

X,t) =" | =a+tb.

as + bat

Al reemplazar en la ecuacién obtenemos que
b1
X, (t) = =b,
ba
en tanto que
1 3 ai + blt t+1 1 1 1
A-X,+F(t) = : + = A(a+tb) + +t = |Aa+ +1t |Ab +
5 3 as + bt 5 5 0 5 0
Por lo tanto se debe cumplir que
1
b= Aa+ y 0= Ab+
5) 0
En otras palabras tenemos los sistemas de ecuaciones
b1 +3by = —1 a1 +3as = -1+ by
Bby+3b,=0  °  Bay+3az=-5+0by

El primer sistema tiene como soluciéon a b; = %, by = —1—52, y el segundo tiene como soluciéon a 4a; = -4+ by — by =
—4—%—%2%@@1:—%y3a2:—1+b1—a1:—1+%+%:1—5’2:>a2:%.

Como el método de coeficientes indeterminados no funciona siempre, es mejor utilizar variacion de pardmetros.

0O 1 o0 0
dX
Ejemplo 4.13. Resolver el sistema no homogéneo a =10 0 1 X+ 11
4 —-17 8 0
a
Solucion. Buscamos una solucion particular de la forma X,(t) = | b |. Es decir, se debe cumplir que
c
0 1 0 a 0
0=1o0 0 1|-|bo|+]|1],
4 —17 8 c 0
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o dicho de otra forma

a 0 1 0 0
bl=10 0 1 ~1
c 4 —17 8 0
- 2 1 0
=1 0 o] |-t
0 1 0 0

2

=lo0

~1

4.2.2. Variaciéon de parametros

Para encontrar una solucién particular del sistema
X'= A(t)X + F(t)
se utiliza la misma idea utilizada para el el caso de ecuaciones de orden n, esto es, se busca una solucion de la forma
X, (t) = w1 (6) X1 (t) + w2 (6)Xa(t) + . . . + un (8) X, (1)

donde {X;,Xs,...,X,} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea X' = A(¢)X, y
u(t), ua(t), ..., un(t) son funciones a determinar.
En este caso, se puede utilizar notacién matricial para escribir

X, (t) = X(1) - U(),

donde

Esta notaciéon permite escribir la formula de variacion de parametros de una manera bastante sencilla pues al

reemplazar en la ecuacion se tiene que

X, = A(t)X, + F(t)
X'(t)-u(t)+ X(t)-u'(t) = A(t) - X(t) -u(t) + F(t)
X(t)-W'(t) = F(b),
es decir
w(t)=X@t) " F(t) = u(t) = /X(t)’l F(t)dt
. -3 3t
Ejemplo 4.14. Resolver el sistema no homogéneo — = X+
2 4 et
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Solucion. Tenemos que la matriz fundamental del sistema homogéneo es

e—2t e—5t 1 0 —2t e—5t 1 0
fila2-filal
e72t 275t |0 1 0 3e—51 1 1
” —2t -5t
1 e e 1
fila2 - <e5t) .
5t
0 1 ge
—3t 2t
e e 0
filal - 2
0 1 %em —%65"
0] 2e2t  Le2
filal-fila2 - e~ 3 3
0 1 %6575 —%e“
es decir
2 9t 1,2t
X(t)ilz ge §€
%6515 _%e5t

Notamos ahora que

de donde obtenemos que

o2t bt te2t — Le2t 4
X, (1) = (1) -u(t) = e
67215 267515 t€5t _ 275eat
6 27 | 1 -t
_ (st~ 5 tae
3 21 | 1 -t
Finalmente la solucion general de la ecuaciéon no homogénea esta dada por
—2t —5¢ 6 27 41—t
e e =t — 55 + g€
X(t) = 2t te 5t : 2(1) 411 t
& —2e gt — 50 + 56
1 1 _27 6
. e 4+ ¢y et 4 U R (N
1 -2 -2l 3
50 5
) . dx -5 1 6e2t
Ejemplo 4.15. Resolver el sistema no homogéneo — = X+

dt 4 —9 7627:

N[= [
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Solucion. No es dificil ver que la solucién general de la ecuacion homogénea es

1 -1
X (t) = cre”t + e
4 1
y la matriz fundamental es
o=t _e—6t
X(t) =
( ) de t efﬁt
La inversa de la matriz es
1t 1t
x=| 2
_ %th %eﬁt
de donde se obtiene que
1t 1t 2t
ze ze 6e
XtV FH)=| ° >
7%6(% %EGt o2t
Calculamos ahora la integral
e3tdt
/X(t)’l o= ! _
[ —5edtdt
y finalmente la solucién particular estéd dada po
et _e—6t
X, () = X(t)/X(t)’l F(t)dt =
et 7O
y la solucién general del problema es
1 —6t
X(t) =Xp(t) + Xp(t) = cre + o€
4
0o 1 0
dX
Ejemplo 4.16. Resolver el sistema no homogéneo e o 0 1
4 —-17 8

X+

1
0

23
24

17
24

Solucion. El polinomio caracteristico eso p(A) = —A3 + 8)\2 — 17\ + 4 y tiene como rafces a A\; = 4, \p = 2 + V3,

A3 = 2 — /3. Calculamos los vectores propios

M=4=k; =

A =2+V3=ky=

A3=2-V3=k;s=

— R E‘H

7—43
2-3

7443
243
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Con esto la matriz fundamental es

4.2. SOLUCIONES PARTICULARES PARA SISTEMAS NO HOMOGENEOS

X(t) =

que tiene como inversa a

Lett (T—4v3)eTVAE (T4 4y/3)e>-V3)
ie4t (2 _ \/§)6(2+\/§)t (2 + \/g)e(2—\/§)t
et e(2+V3)t e(2-V3)t
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Capitulo 5

Transformada de Laplace

5.1. Definicién y algunos ejemplos

La transformada de Laplace es una herramienta que permite transformar una funcién de la variable ¢ en otra de
la variable s.

Definicién 5.1. Para una funcion f(t) definida para t > 0 definimos la transformada de Laplace de f como la
funcion L(f)(s) definida como

L) =F(s) = [ e reat
0
donde el dominio de la funcion L(f)(s) serd el conjunto de los valores de s para los cuales la integral es convergente.

Ejemplo 5.1. Calcular la transformada de Laplace de la funciéon f(t) = 1.

Solucion. Tenemos que de la definicion

cuando s > 0.
Ejemplo 5.2. Calcular la transformada de Laplace de la funciéon f(t) = t.

Solucion. Tenemos que de la definicion

L(f)(s) = / e St tdt
0
b
= lim testdt

b—o0 0
te=stip 1 [0
= lim — + 7/ e Stdt
0 S 0

b—o0 S
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I
3
I
m\
»

&
o,
~

Il

|
)
~
i
=
=

V2
NG

cuando s > 0.
Ejemplo 5.3. Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(t) = e* para a € R.
Solucion. Tenemos que de la definicion

L(F)(s) = /0 Tt atgy

b
= lim [ e (—®tgs

b—oo J
, 6_(S_a)t b
= lim —7‘
b—o00 (S — CL) 0
) ef(sfa)b 1
= lim +
booo (s—a)  s—a
_ 1
o sSs—a

cuando s > a.
Ejemplo 5.4. Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(t) = sen(bt) para a € R.
Solucion. Tenemos que de la definicion
L(f)(s) = / e * - sen(bt)dt
0

n

= lim e 5t - sen(bt)dt

—st n

, e
= lim s (—ssen(bt) — bcos(bt)) .

e—Sn b
—ssen(bn) — beos(bn)) + pos

|
g

n—oo §2 +b2 (

cuando s > 0.

Teorema 5.1. La transformada de Laplace es un operador lineal, es decir, st m,n € R y f, g son funciones que
tiene transformada de Laplace, entonces

L(imf+ng) =mL(f)+nL(g).

Ejemplo 5.5. Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(t) = 7sen(4t) — 4e%.

Solucion. Sabemos que L(sen(4t))(s) = ﬁ cuando s > 0y que L(e%)(s) = 15 cuando s > 6, entonces

4 4 1
52 + 162 s—6

L(sen(4t) + %) (s) =7

cuando s > 6.
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5.2. PROPIEDADES FUNDAMENTALES

Tabla de transformadas de Laplace 1

f(@) L(f)(s)
1
1 -, 5>0
s
n!
t",n=1,2, —Sn+1,s>0
at ]‘
€ ,8>a
s—a
b
Sen(bt) m, s > 0
s
cos(bt) EENEE s>0

5.2. Propiedades fundamentales

Teorema 5.2. Sea f(t) una funcion que tiene una transformada F(s) definida para s > «. Entonces
L™ f(t)) = F(s — a)

cuyo dominio es § > « + a.

Demostracion. Notar que

0®e 5t e f(¢)dt

/
/ 0%e~ (=Dt f(4)dt

F(s—a).

L(e™ f(t))

Ejemplo 5.6. Calcular la transformada de e?!t2.
Solucion. Recordar que L(t?)(s) = & para s > 0, luego

2

L(e2?) = o

para s > 0+ 2.

Definicion 5.2. Decimos que f(t) es de orden exponencial si existe o > 0 y una constante C' > 0 tal que
|f(t)] < Ce™, Vt>T,

para cierto T > 0.

Observacion 5.1. A las funciones continuas (o acotadas) de orden exponencial e** siempre se les puede calcular la
transformada de Laplace cuando s > «, esto pues

[£(f)(s)] =

00 T 0o
/ e‘“f(t)dt‘ < / le™*! f(t)dt| + c/ e~ (Tt = A+
0 0 T

s—a«
cada vez que s > a.
Ejemplo 5.7. La funcion f(t) = e?! sen(5t) es de orden exponencial pues

|f(t)] = |e** sen(5t)| < e* para todo t > 0.
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5.2. PROPIEDADES FUNDAMENTALES

Teorema 5.3. Sea f(t) una funcion definida para t > 0 que tiene derivada f'(t), donde f(t) tiene una transformada
de Laplace F(s) definida para s > « (por ejemplo si f es de orden exponencial ), entonces f’(t) tiene la transformada
de Laplace siguiente

L(f'(1))(s) = sF(s) = £(0)

en s > o.

Demostracion. Notar que

L)) = [ Tt nar

0

= e—stf(t)‘zo + s/ooo e St f(t)dt
=0—f(0) +sF(s),

donde se ha supuesto que lim,,_,, e 5" f(n) = 0, lo que ocurre cuando f(t) es de orden exponencial |f(¢)] < Ce®'. R

Ejemplo 5.8. Calcule la transformada de Laplace de g(t) = cos(bt) sabiendo que la transformada de Laplace de

f(t) = sen(bt) es F(s) = pim.

Solucion. Como (sen(bt))” = bcos(bt), del teorema anterior tenemos que

bs s

L(bcos(bt))(s) = sF(s) — f(0) = s = L(cos(bt))(s) = Epmpes

Corolario 5.1. Sea f(t) de orden exponencial a (es decir, tendrd una transformada de Laplace F(s) definida para
s> a). Si ademds f(t) es n-veces diferenciable, entonces

£ (BL0) 1= 9 P6) 577110~ 5210~ 5s (0 - £ 0)

para s > «.

Demostracion. En el caso n = 2 se tiene que

L(f"(1))(s) = sLU'())(s) = ['(0) = s (SL(F(1))(s) = f(0)) = F/(0) = s*F(s) — s£(0) — (0).

Para los otros casos basta repetir la idea. |

Teorema 5.4. Sea f(t) de orden exponencial, tal que tiene transformada de Laplace F(s) definida para s > a.
Entonces para n =1,2,... se tiene
n denF
L F) = ()" (s),

para s > a.

Demostracion. Para n = 1 tenemos que

& ([Temma) = [T eoyan=- [T = o),
Similarmente, para n = 2 se tiene que

j—; </OOO estf(t)dt> = /OOO j—; (e f(t)) dt = /Ooo t2e S f(t)dt = L(E2f(t))(s).

El caso general se obtiene al notar que
d’n

T () = (1 (1)
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5.3. TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA

Ejemplo 5.9. Calcular L(tcos(2t)).

Solucion. Sabemos que L£(cos(2t)) = %—&-47 luego el teorema anterior nos dice que
s
d s s?2—4
L(tcos(2t)) = (—1)'— = _
(reos(zn) = (-4 (557) = rap

Gracias a los teoremas anteriores, obtenemos la siguiente tabla adicional de transformadas.

Tabla de transformadas 2

ft) L(f)(s)
atan n!
ett,n:1,2,... m75>a
u b
e sen(bt) T s>a

e cos(bt)

5.3. Transformada de Laplace Inversa
Queremos resolver el PVI
y' —y=—t, y(0)=0,y(0) =1,

para ello supondremos que la funcion y(t) tiene una transformada de Laplace Y (s) y aplicaremos el operador
transformada a la ecuacion, es decir, se debe cumplir que

‘C(y// - y) = ‘C(it)7
usando las propiedades de la transformada, sabemos que
Ly =y)(s) =Ly )(s) = L(y)(s)

=52V (s) = sy(0) — y'(0) = Y (s)

= (s = 1)Y(s) — 1,

y que
1
L(-1)(s) = 5.
por lo tanto se cumple que la transformada de Laplace Y (s) satisface la ecuacion algebraica
1 1

(2 = Y (5) = 1 = = = L(y(1))(s) =

52’

Si tuviéramos una manera de revertir la transformada £(y(t))(s) para recuperar y(t) entonces podriamos resolver la
ecuacion.

Definicion 5.3. Dada una funcidn F(s), decimos que f(t) es la transformada de Laplace inversa de F(s) si f(t) es
continua para t > 0 y satisface que

Usualmente se denota L~1(F(s))(t) = f(t).

Continuando con el ejemplo, entonces teniamos que Y (s) = S%, luego, usando la transformada inversa de Laplace

podemos escribir que
_ 1
v = () o,

pero mirando nuestras tablas de transformadas, deducimos que £7! (S%) (t) = t, por lo que y(t) = t aparentemente

seria una solucién del problema de valor inicial.
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5.4. TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA RESOLVER PVIS

Ejemplo 5.10. Calcular f(t) = L7 (23) (t)
!

24
Solucion. Notar que — = —+7> de donde deducimos que f(t) =t
s s

Ejemplo 5.11. Calcular f(t) = £7! (m) (t)

Solucion. Notar que 20 — 4s + s = (s — 2)% + 4, luego 42+4 por lo tanto f(t) = e?! sen(4t).

4 _
20—4s+s2 T (s—2)

Teorema 5.5. La transformada de Laplace inversa es un operador lineal.
Ejemplo 5.12. Calcular £ (& — 5540
s° 20—4s+s?

1 10 1 4
e (Lo 10 N L),
(55 2045+52> 21! T 1p¢ sen)

Ejemplo 5.13. Calcular L1 (f;fj).

6 — 2s 1 S
-1 —apr-l o p—1
o (573) ~o¢ () 2 (5)
2 S
= -1 _2 -1
3L (32+4> £ <82+4)

= 3sen(2t) — 2 cos(2t).

Solucion. Como L7 (22) =ty £71 (#> = e?! sen(4t) entonces

Solucion. Tenemos que

. — 5246549
Ejemplo 5.1/4. Calcular £~} (m)

Solucion. Para este problema debemos usar fracciones parciales

5%+ 6549 _ A B C
(s—1)(s—2)(s+4) s—1 s5—-2 s+4
_ Al =2)(s+4)+B(s—1D(s+4)+C(s —1)(s - 2)

(s—1)(s—2)(s+4) ’

de donde obtenemos queA:—%,B:%yC:%,asi
s +65+9 _ —F N v 30
(s—1)(s—2)(s+4) s—1 s—2 s+4

y tenemos que

2
. s2+6s+9 16, (1 25 ., (1 1.,/ 1
£ ((3—1)(5—2)(s+4)>_ 5£ s—1 +6£ 5—2 +30£ s+4

16, 2, 1,
=TT Tt

5.4. Transformada de Laplace para resolver PVlIs
Como mostramos en la seccion anterior, se puede utilizar la transformada de Laplace para resolver PVIs lineales

a coeficientes constantes ) .
any™ () + an1y" V(04 .+ a1y (1) + aoy(t) = ()

la estrategia es
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5.4. TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA RESOLVER PVIS

= Aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion, utilizando las condiciones inciales.
= Resolver la ecuacion algebraica para Y(s).

= Aplicar la transformada inversa para obtener y(t)

Ejemplo 5.15. Resolver el PVI
y' + 3y = 13sen(2t), y(0) =6.

Solucion. Aplicamos la transformada
L(y + 3y) = L(13sen(2t)),

de donde .
6+ 135 652 + 50
Y(s) —6+3Y(s) =13—— = Y(s) = 4t —
sY(s) +3Y(s) s2+4 () 5+3 (s+3)(s2+4)’
usamos fracciones parciales para obtener
652 + 50 A Bs+C 8 6 s

= = -2
(s+3)(s2+4) 5—5—3Jr 244 s+3+52+4 s2+4’

y asi

-2
y(t)=L71 ( ° ’ —2—° ) =8¢ % 4 3sen(2t) — 2cos(2t).

s+3+52+22 s2 + 22
Ejemplo 5.16. Resolver el PVI

y' =3y +2y=e* y(0)=1, y/(0) =5.

Solucion. Aplicamos la transformada a ambos lados y obtenemos

1
s°Y (s) = sy(0) = y/(0) = 3(sY (5) — y(0)) + 2V (s) = - 1
de donde )
Y(s) = 5“4+ 6s+9
(s—=1)(s—2)(s+4)
y como vimos antes
5% 46549 16 25 1
t) =Lt _ gt 22 L 4t
y(t) ((3—1)(5—2)(s+4)> 576 Taf
Ejemplo 5.17. Resolver el PVI
y" =2y +5y =8¢, y(0) =2, ¢y/(0) =12.
Solucion. Aplicamos transformada a la ecuacion y obtenemos que
8
Y () = 5y(0) = y/(0) + 205V () = y(0)) + 5V (5) = ———
8
2
254+5)Y(s) —2s —8 = —
(s +2s+5)Y(s) —2s )
2s% + 10s
212545V (s) = ———
(425 +5)Y () = =
252 4+ 10s
Y =
A P PR P
pero s2 +2s+5 = (s + 1) + 4, luego
25% +10s

YO = DGy 2 )
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5.4. TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA RESOLVER PVIS

Ademas
2s% +10s A B(s+1)+C -1 3(s+1)+8

(s+1)(s2+25+5) s+1 (s+1)2+22  s+1  (s+1)2+22

por lo tanto
-1 s+1 2
Y(s) = — 3 4 ,
(s) s+lJr (54-1)24-227L (s +1)2+ 22

y obtenemos que
y(t) = —e " +3e " cos(2t) + 4e Fsen(2t).
5.4.1. EDQOs lineales con coeficientes variables

La transformada de Laplace funciona bastante bien para EDOs lineales con coeficientes constantes, sin embargo,
en algunos casos también se puede utilizar para resolver EDOs lineales con coeficientes variables.

Ejemplo 5.18. Resolver el PVI
y' 42ty —4y =1, y(0)=14'(0)=0.

Solucion. Aplicando transformada a ambos lados de la ecuacion obtenemos que

Ly +2ty —4y=1)=L(1)
L(y") +2L(ty') — AL(y) = é
(¥ (6) = s9(0) =/ O) + 2 (- (L)) ¥ (5) = -
2Y(s) -2 <;S > %
SZY()—2< +s>—4y %

por lo tanto se obtiene EDO lineal de primer orden para la funcion Y'(s) cuando s > 0

dY 3 s 1
R ( - 2) Yis) =57
s s s2 s2
Esta EDO tiene como factor integrante a ef (3-8)ds — Blns— _ s3e~"T, por lo tanto

y obtenemos que
2
1 eT
Para calcular C, debemos utilizar que cuando Y (s) es la transformada de una funcion de orden exponencial, entonces
Y (s) — s — 000. En este caso se tiene que la tnica manera de que eso pase es que C = 0, es decir

1
Y(S) = 8737
de donde concluimos que
2
)= —.
y(t) =

Ejemplo 5.19. Resolver el PVI
ty" —ty' +y =2, y(0) =2, y'(0) = —4.
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5.5. FUNCIONES CON DISCONTINUIDADES DE SALTO

Solucion. Si Y (s) = L(y(t))(s) y aplicamos transformada a la ecuacion obtenemos que

£t) = — 5 (L) = — - (Y (5) — y(0)) = —s¥"(s) ~ Y (5)
y
Lty") =~ (L")
=~ (Y ()~ sy(0) ~ ' (0)
= —5%Y"(s) — 25Y(s) + y(0),
de donde
—52Y"(5) — 25Y () + y(0) — (—=sY'(s) = Y(5)) + Y (s) = %
(s —s2)Y'(s) +(2—25)Y(s) +2 = %
s(1—s)Y'(s) +2(1 — 8)Y(s) = 2(15_ °)
) 2 2
Y'(s) + gY(s) =2

Esta ultima ecuaciéon es una EDO lineal de primer orden con factor integrante el 3ds = 52, de donde obtenemos que

2 C
Y(s)=-+ —=.
(5) =+ 2
En este caso, para cualquier valor de C, la transformada Y (s) — 0, de donde podemos obtener la transformada
S—>00

inversa para cualquier valor de C, es decir

2 C
y(t) = L1 (S - 52> (t) =2+ Ct,
finalmente, como se debe cumplir que y'(0) = —4, entonces C' = —4.

5.5. Funciones con discontinuidades de salto

Definicion 5.4. Definimos la funcion escalon unitario como
1 sit>0
U(t) =
0 sit<O.

Notar que si a € R, entonces

U ) 1 sit>a
—_q) =
0 sit<a,

y si m € R tenemos que
m sit>a

0 sit<a.

mU(ta){

Ademaés, tenemos que

0 sit>a
1—U(t—a)—{
1 sit<a,
y si a < b entonces
1 sia<t<b
Ut—a)—Ult—-0) = ]
0 sit<aodt>D,
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5.5. FUNCIONES CON DISCONTINUIDADES DE SALTO

Una de las virtudes que tiene la funcién escalén unitario es que permite escribir funciones que son continuas a
pedazos usando férmulas cerradas. Por ejemplo, la funcion

t sit<1
ft) =< 42 sil<t<2
cos(t) sit> 2,
se puede escribir como
f&)=t(1 —=U{t—1))+42(U{t —1) = U(t — 2)) + cos(t)U(t — 2)
=t+ (42 —)U(t — 1) + (cot(t) — 42 U(t — 2).
Ejemplo 5.20. Calcular la transformada de Laplace de U(t — a).

Solucion. Notar que

LU — a))(s) = /0 T ety — )t

o0
/ e Stdt
a

efst

t=o00

—S
—as

t=a

e

S

. . —as
Consecuentemente, se tiene que la transformada inversa de “—— se calcula como

o (6) ()= Ut —a).

S

Teorema 5.6. Suponga que f(t) tiene una transformada de Laplace F(s) = L(f)(s) definida para s > «. Si a > 0
entonces

L(f(t—a)U(t —a)) =e *F(s),
ademds

L7He " F(s)) = f(t —a)U(t — a).
Observacion 5.2. En general la formula mas utilizada es
L{g®)U(t —a)) = e L(g(t +a))(s),
Ejemplo 5.21. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = t2U(t — 1).

Solucion. En este caso g(t) =t y a=1, de donde g(t +a) = (t +1)? = > + 2t + 1. Asi

L(g(t+a))(s) = L(t>+2t+1)(s) = 323 + 332 + é

por lo tanto

CG®M$=£@@U@—UXQ:6S<;+_2+1>

2 s
Ejemplo 5.22. Calcular L(sen(t)U(t — m))(s).

Solucion. En este caso g(t) = sen(t) y a = 7, de donde g(t + 7) = sen(t + ) = —sen(t), y

£l sen(®)(s) = ~ .
por lo tanto -
L(sen(t)U(t —m))(s) = *862 +1
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5.5. FUNCIONES CON DISCONTINUIDADES DE SALTO

4 —TSs
Ejemplo 5.23. Calcular la transformada de Laplace inversa de 826+ T
s
.. 4se 75 4s .
Solucion. Notamos que F(s) = —— = e~ es decir es de la forma
241 s2+41
LUt = m)U(t = m)(5) = oge™™
T )= 57
donde se debe cumplir que
4s
t — =
LU= 7)) = 5y
Pero L(cos(t))(s) = ﬁ, de donde concluimos que

ft—m) =4cos(t) = f(t) =4cos(t +7) = —4cost,

por lo tanto

£t <j§+ 1) (t) = —4 costU (t — 7).

0 sio<t<m,

Ejemplo 5.2/ . Resolver el PVI ¢/ +y = f(t), y(0) = 5 donde f(¢) = ]
3cost sit>m.

Solucion. Si Y (s) = L(y(t)(s) entonces tenemos que al aplicar la transformada a la ecuacion obtenemos que

sY(s) =5+ Y(s) = L(f(1))(s),

pero como f(t) = 3cos(t)U(t — ), y como cos(t + 7) = — cos(t) tenemos que
LIF(1)(s) = e ™ L(—3cos(t))(s) = —3527‘116—“7

por lo tanto tenemos que

s
b -3 e
Y(s)=—Stl % 5 5w
s+1 s+1 (s+1)(s2+1)

Usamos fracciones parciales para obtener que

s A Bs+C (A+B)s?+(B+C)s+(A+C)

(s+1)(s2+1) P R a (s +1)(s2+1) ’

dedondeAJrB:O,B+C:1yA+C:O,esdecirA:f%,B:C:%.Porlotanto

1 +1 S +1 1
s+1 28241 25241’

(s+1)(s2+1)

1
)

y podemos escribir

1 3 1 ] 1
vy -5 - _2(_ —7s
() =5 2<s_¢4y+§+1+§+1)6
y concluimos que
3
y(t) = be ! — 3 (—e_(t_”) + cos(t — ) + sen(t — 7r)) Ut —m).
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5.6. FUNCIONES PERIODICAS

5.6. Funciones peridédicas

Definiciéon 5.5. Una funcion f : R — R se dice periddica de periodo T > 0 si se cumple que

fE+T) = f(t).

Ejemplo 5.25. La funcion f(t) = cos(t) es periddica de periodo T = 27. La funcion f(t) = tant es periodica de
periodo T = .

Teorema 5.7. Sea f una funcion periddica de periodo T > 0, entonces

f —5t
Jo SNV

lfe sT -~

L(f(#)(s) =

Demostracion. Denotamos por

ft) si0<t<T,
0 sit<06t>1T,

y notamos que se cumple
f@)=fr@t) + fr(t =TYU(t —T) + fr(t —2D)U(t — 2T) + ... + fr(t — kT)U(t — kT) +

de donde podemos escribir
s) = - e 5t
)= [ stear
- / (Fr(®) + folt = TYU(E—T) + frlt — 2TYU(t — 2T) + ... + fo(t — KTYU(t — KT) +...) e=*"dt
0
= /m fr(t)e stdt + /OO frt—=T)U(t — T)e tdt + /m frt—2T)U(t —2T)e *'dt + . ..
0

/ frt —kTU(t — kT)e *'dt + ..

/ fr(t)etdt + / frU@)e D dt + / frU#)e 52D a4
/ fT 7S(t+kT)dt 4.
= [1 +e T + (efsT) + ... Jr 7ST / fr(t)e stdt

:lzem / Fr(f)estdt
k=0 0

1 > —st
m o fT(t)e dt

1 T
W /(; fT(t)EiStdt.

Ejemplo 5.26 (Onda cuadrada). Considere la funcion g : (0,2] — R definida como

" 1 sio<t<l,
TW=0 sit<t<o,

y considere la funcién f: R — R tal que f(t) = g(¢) cuando ¢ € (0,2] y que f tiene periodo T = 2. Esto es

gr(t)=1-U(t—1), cuando 0 <t < 2.
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5.7. CONVOLUCION

En vista del teorema anterior tenemos que

e~ st t=1
7 fze*“g(t) 7 fl et 7 o L1(1-e) 7 1(1-e) B 1
LIFD)(s) = 01— e2s 1 O— e"2s 1 _56_1‘/250 Col—e2 (1—e5)(1+e5) s(l+e®)

Ejemplo 5.27. Sabemos que la funcion f(t) = sent es periodica de periodo T = 27. Veamos que se cumple la
propiedad para esta funcion.
Tenemos que
fozﬂ sen(t)estdt
1 —e2ms

L{sen(t))(s) =

Y

y como

)

/ ot son 1t e (asent — cost)
e sentdt =
a’?+1

obtenemos que

)

2 —st — —27s
e —ssent —cost) (t=27 1 —¢
/ e tsentdt = ( 3 ) =—0
0 52 +1 t=0 52 +1

por lo tanto

176—27\'5

S 1
L(sen(t))(s) = 1Ty =

lo que comprueba nuestro calculo.

5.7. Convolucion

Definicién 5.6. Dadas dos funciones que son continuas por partes en [0,00), entonces se define el producto de
convolucion entre f y g como

foglt) = / F()(t - r)dr.

Ejemplo 5.28. Calculemos fx g si f(t) =1y g(t) =t. En este caso tenemos que

f*g(t):/o 1(t —r)dr

t
z/ t —rdr
0

7,.2 r=t
= t _ —
( " 2 ) r=0
t2
Vemos también que
t
g* f(t) :/ t-1dr
0

2
5
Ejemplo 5.29. Veamos ahora que sucede cuando f(t) = e’ y g(t) = cos(t).
t
fxg(t)= /o e" cos(t — r)dr

¢
:et/ e " cos(u)du
0

=e < (— cosu + sen u)

u=t
u=0
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5.7. CONVOLUCION

=ef ( (—cost + sent) + 2)

sent — cost n e
2 2’

donde utilizamos que
axr

/e” cos(bx) = azei—f—bz (acos(bz) + bsen(bx)),

cona=—-1yb=1.
Teorema 5.8. Algunas propiedades importantes de la convolucion son las siguientes:

» frg=gx[.

« (frg)xh=Fx(gxh)

s fx(g+h)=fxg+gxh.

= fx0=0.
Sin embargo, como vimos en el primer ejemplo, no se cumple que

fx1=f.

Demostracion. Solo demostraremos la primera propiedad. Se tiene que

foglt) = / gt - r)dr

pero al hacer el cambio de variables u = ¢ — r se obtiene que

foglt) = / £t — u)g(u)du = / g(u) f(t — u)du = g * f(t).
|

Una de las principales propiedades de la convolucion de funciones tiene que ver con la transformada de Laplace,
y es el siguiente teorema

Teorema 5.9. Sean f y g funciones que tiene transformadas de Laplace F(s) y G(s) respectivamente para s > c.
Entonces se cumple que

L(f *g(t)(s) = F(s)G(s),
o en términos de la transformada de Laplace inversa,
LTHE(s)G(5))() = f * g(2).
En particular, este resultado nos permite calcular transformadas de Laplace inversas a productos de funciones.
Ejemplo 5.30. Calcular la transformada de Laplace de f * g(¢) cuando f(t) = et y g(t) = cos(t).

Solucion. Como calculamos anteriormente

sent — cost + et

t =
fg(t) ) ;
de donde concluimos que
% - 28 + L 1 S
L % _ 8 +1 s2+1 s—=1 _ .
(fx9g)(s) D) (s—1)(s>+1)
Por otra parte, gracias al teorema anterior, tenemos que
L(7 #9)(s) = F()G(s) = ——
xg)(s) =F(s)G(s) = -
g s—1 s2+1
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Ejemplo 5.31. Calcular la transformada de Laplace inversa de la funcion ﬁ
s

Solucion. Notar que
S s 1

(2442 $2+4 $2+4

asi

L (3214 : 5214) (t) = cos(t) * sen(?)

- /Ot cos(r) sen(r — t)dr

1 r=t
= — (—cos(t — 2r) 4 2rsent)
4 r=0
1
= 57,‘ sen(t),

donde para calcular la integral usamos la identidad trigonométrica

sen(b+ a) + sen(b — a)
5 :

cos(a)sen(b) =

Observacion 5.3. Otra manera de hacer este ejercicio es notar que

d /1 N _ 2 _ 9 s
ds \s2+4)  (s2+71)2  T(s2+4)2

y recordar que J
LS 0)(s) = = 5-F(s).

es decir L d . L d .
S

Ejemplo 5.32. Resolver la EDO
ay” + by’ +cy =g(t)

Solucion. Aplicamos la transformada a la ecuacion y obtenemos, si y(0) = C; e y'(0) = Csq, que
a (s?Y(s) — sC1 — C2) +b(sY (s) — C1) + cY (s) = G(s),

es decir
G(s) n (as +b) a
as? +bs+c Yas? +bs+c 2as2 +bs+c

(as® +bs+¢) Y(s) = G(s) + (as + b)C1 + aCy = Y (s) =

de donde concluimos que

y(t):£_1< Cls) _ 484 ¢ o )

as? +bs+c as?2+bs+c as?2 +bs+c

_ -1 as+b —1 a -1 G(s)
=Gt (a52+bs+c)+02£ (a32+bs+c>+£ <a52+bs+c

= C1y1(t) + Caya(t) + yp(2),

donde y, () es una solucién particular de la EDO, que tiene la forma

1
as? +bs+c

i) =7 (66): ) =g <nt)

donde h(t) es una funcién que cumple
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La funcion h(t) se llama respuesta al impulso, y se puede obtener, ya sea calculando la transformada de Laplace
inversa que le da su definicién, o bien como solucién del PVI

1
ay” +by' +cy =0, y(0) = 0, y'(0) = —.
Por ejemplo, sia =c=1y b =0, la ecuacion es ¢y’ + y = g(t) y tenemos que

_ -1 S -1 1 1 G(s)
y(t)_Clﬁ <S2+1)+02£ <S2+1>+£ (82+1

= C} cos(t) + Cysen(t) + /t g(r)sen(t — r)dr,
0

es decir la funcion h(t) = sen(t), que claramente satisface

¥ +y=0, y(0) =0, y'(0) =1.

83



	Ecuaciones diferenciales de primer orden
	Introducción
	Problemas de valor inicial
	Ejercicios

	EDOs de primer orden
	Soluciones por integración directa
	Ejercicios
	Ecuaciones autónomas
	Ejercicios
	Soluciones por separación de variables
	Ejercicios
	EDOs lineales de primer orden
	Ejercicios
	EDOs exactas
	Ejercicios
	Algunas transformacions para resolver EDOs
	Ejercicios

	Modelos que usan EDOs de primer orden
	Dinámica de poblaciones
	Objetos en caída libre
	Ley de Torricelli
	Ley de enfriamiento de Newton
	Mezcla de soluciones
	Ejercicios


	Ecuaciones diferenciales de segundo orden
	EDOs lineales de segundo orden homogéneas
	Ecuación de Euler

	EDOs lineales de segundo orden no-homogéneas
	Coeficientes indeterminados
	Variación de parámetros

	Problemas de valor inicial
	Ejercicios

	Ecuaciones diferenciales de orden n
	EDOs lineales homogéneas
	Soluciones fundamentales

	EDOs lineales no homogéneas
	Coeficientes indeterminados
	Variación de parámetros

	Las EDOs lineales de orden n son sistemas de ecuaciones de primer orden
	Ejercicios

	Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
	Sistema fundamental para sistemas homogéneos a coeficientes constantes
	Valores propios reales
	Valores propios complejos
	Ejercicios

	Soluciones particulares para sistemas no homogéneos
	Coeficientes indeterminados
	Variación de parámetros


	Transformada de Laplace
	Definición y algunos ejemplos
	Propiedades fundamentales
	Transformada de Laplace Inversa
	Transformada de Laplace para resolver PVIs
	EDOs lineales con coeficientes variables

	Funciones con discontinuidades de salto
	Funciones periódicas
	Convolución


