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Prefacio

Este apunte ha sido confeccionado para el curso trimestral Medida e Integracion dictado por el autor en
los programas de Magister y Doctorado en Matemdticas de la Universidad de Talca. El propdsito de este
escrito es recopilar materias expuestas en diversos libros y organizarlas en la manera presentada por el autor
en el transcurso del curso.

En este curso se discuten temas relacionados a la teoria de medida e integracién. Para ello se hace
una exposicion general del concepto de medida y sus propiedades, asi como la construccién de una medida
completa a partir de una medida definida sobre una semi-dlgebra. Esta construccion se aplica para obtener la
medida de Lebesgue sobre los reales

En una segunda parte, en este curso se tratan los temas de integracién en espacios de medida, definiendo
el espacio £! y obteniendo los teoremas de convergencia cldsicos: Teorema de convergencia monétona, Lema
de Fatou y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue. Adicionalmente se definen los espacios LP y
se demuestra su completitud.

Como tercer tépico se realiza la construccién de la medida producto y los teoremas de Tonelli y Fubini.
Adicionalmente, como aplicacion de la construccién de la medida producto, se obtiene la medida de Lebesgue
en RV y sus propiedades.

A continuacién se hace una introduccion a espacios de medida Borelianos en espacios Hausdorff localmente
compactos, donde se introduce el concepto de medida regular y se demuestra el teorema de Riesz-Markov. El
apunte finaliza con el estudio de medidas con signo y el teorema de Radon-Nykodym.

Cabe mencionar que tanto algunos contenidos tedéricos, como algunos ejemplos han sido extraidos de
la bibliografia senalada, con el fin de que este apunte sea lo mas auto-contenido posible. Ademas se han
incorporado ejemplos y ejercicios de autoria de quién escribe este manuscrito para complementar los contenidos.

Finalmente, aclarar que este apunte estd en permanente construccion, por lo que la exposicién de algunas
materias, tanto como la lista de ejercicios, puede variar en el tiempo. Ademas algunos contenidos pueden
estar incompletos, y quizds se puedan encontrar algunos errores de tipeo.



Capitulo 1

Medidas

1.1. Conceptos preliminares, clases de conjuntos

Comenzamos con parte de la notacién que utilizaremos durante este curso:
» N=1{1,2,3,...} y No =NuU {0}.

= R, =[0,+00), Ry =Ry U {400} = [0, +o0].

s R.=(-00,0], R_.=R_U{—00} =[~00,0].

= R=RU{—00,0}. Si x € R entonces —oco < x < o0.

= V x € R, entonces x £ (+00) def Foo

= Tenemos que (+00) + (+00) SRS y (—o0) + (—o0) 2 o, sin embargo las operaciones (+00) +
(—00), (+00) = (+00), (—00) + (+00), y (—00) — (—00) no estan definidas.

» VxeR\ {0}
+ six >0,
x-(ioo)déf{ =
Foo sl x <O0.

X f
= V x eR, entonces — de 0.
Ee’s)

m Ademads nos serd util definir O - o0 def 0.

Definicién 1.1 (Medida'). Sea X un conjunto y C C P(X) tal que @ € C. Decimos que una funcion
w:C — R, es una medida si

1. u(w)=0.
2. (o-aditividad) Si (An)nen € C son conjuntos disjuntos tales que |, An € C, entonces
(1.1) m (U An> => w(A,)  (o-aditividad).
neN neN

Los conjuntos A € C se dicen u-medibles o simplemente medibles.

1En algunos textos, a este concepto se le denomina pre-medida.
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1.1. CONCEPTOS PRELIMINARES, CLASES DE CONJUNTOS

Observacion 1.1. Nitar que si se tiene una sucesion (a,)nen € Ry entonces la serie ZHGN a, tiene sentido
como elemento de R... Esto pues si consideramos la suma parcial

N
Sy = E dn
n=1

entonces la sucesidn (Sy)nen €s mondtona no-decreciente, y por lo tanto

lim Sy = sup Sy € R,
N—oo NEN

Si ng es el primer valor tal que ap, es igual a +00, entonces de acuerdo a nuestra convencién tendremos que
Sy = +oo para todo N > ng, y por tanto la serie tendra el valor +oo por definicion.

Observacion 1.2. Notar que de la definicién se deduce que si A, B € C son tales que ANB=20y AUB €_,
entonces

(1.2) p(AU B) = u(A) + u(B),
esto pues se pueden considerar A; = A, A, = By A, = @ para todo n > 3. Una funcién que satisface (1.2)
para conjuntos disjuntos se dice que es aditiva.

Observacion 1.3. Denotaremos | | A, a la unidn de conjuntos disjuntos.
neN

Ejemplo 1.1. 1. Medida trivial
piP(X) — Ry
A — u(A)=0.
2. Delta de Dirac
0o : P(R) — E
1 si0eA,

A H(SO(A):{O §0¢A

3. Medida cuenta puntos
v:P(X) — Ry

Al si A < |N],
A +—v(A) =

+oo si Al = |NJ,
donde |A| denota el cardinal® del conjunto A.

Para definir medidas, nos damos cuenta de que las familias de conjuntos C deben ser cerradas bajo uniones
numerables de conjuntos disjuntos, es por esto que debemos revisar algunas definiciones relativas a familias
de conjuntos.

Definicion 1.2 (Semi-dlgebra). Decimos que S C P(X) es una semi-algebra si
1. X,@€eS.

2. S5iA Be S entoncesANBe€S.

2Ver por ejemplo [8, Chapter 2]



1.1. CONCEPTOS PRELIMINARES, CLASES DE CONJUNTOS

3. Para todo A, B € S existen Cq, ..., C, € S disjuntos tales que
n
A\B=||c.
i=1

Ejemplo 1.2. Si X =[0,1) entonces S = {[a,b) : 0 < a < b < 1} es una semi-algebra. En efecto, notemos
que:

m X=[0,1)eSy@=1][0,0)€S.

= Si[a, b), [c,d) €Sy sin perder generalidad supongamos que a < ¢ entonces

’ %) sib<c,
[a,b)Nc,d)=<[c,b), sic<b<d,
[c,d), sib>d.
) [a, b) sib<c,
[a,b)\ [c,d) =< [a,¢) sic< b<d,

[a,c)U[d,b) sib>d.

Observacion 1.4. Notar que la familia de intervalos abiertos (resp. cerrados) en X = (0, 1) (resp. en [0, 1])
NO es una semi-algebra.

Definicién 1.3 (Algebra). Decimos que A C P(X) es un algebra si
1. X e A
2. SiA B e Aentonces A\ B € A.

Ejemplo 1.3. m SiAC Xentonces A ={a, A, A, X} es un algebra. El conjunto A es el algebra generada
por el conjunto A.

= El conjunto S del Ejemplo 1.2 no es un élgebra, pues en general [a, b) \ [c,d) ¢ S.

= Si X es un conjunto de cardinal infinito, entonces A = {A C X : A finito 6 co-finito} es un 4lgebra
(Ejercicio).

Observacion 1.5. Notar que si A es un algebra, entonces @ = X \ X € A. Ademds, si A, B € A entonces

A= X\ A€ A,
ANB=A\B €A,
AUB = (AN B¢ € A.

De la observacion anterior obtenemos que
Proposicién 1.1. A es un dlgebra si y solo si
1. Xe A

2. Ac A= A e A.



1.1. CONCEPTOS PRELIMINARES, CLASES DE CONJUNTOS

3. ABe A= ANnBc A
4. ABe A= AuBc A
Definicion 1.4 (o-algebra). Decimos que B C P(X) es una o-algebra si
1. B es un algebra.
2. Si (An)nen € B, entonces |, ey An € B.
Observacion 1.6. Notar que si B es una o-algebra, y si (Ap)nen C B, entonces

() A= (U Az)c,

neN neN

es decir, una o-algebra es una familia que es cerrada bajo complementos y uniones e intersecciones numerables.

Ejemplo 1.4. Sea X un conjunto no-numerable, y sea & C P(X) la clase de conjuntos A tales que A es
numerable 6 A es numerable. Entonces ¥ es una o-algebra (Ejercicio).

Proposicién 1.2. B es una o-adlgebra si y solo si
1. B es un algebra.
2. (An)nen C B es una familia de conjuntos disjuntos, entonces | |,y An € B.

Demostracion. (=): Evidente.
(«<): Sean (An)nen C B, y definamos B = A;

n
Bn—i—l = An+1 \ U An.
j=1

y como B es un algebra, entonces B, € B para todo n € N. Claramente
n n
| |Bc=JA« VneN=||Bc=] A
k=1 k=1 keN keN

y ademads los B,'s son disjuntos |

Lema 1.3. Sea (Ax)xen una coleccion no vacia de algebras (resp. o-algebras), entonces

A= () Ax
AEA

es un algebra (resp. o-algebra).

Demostracion. Ejercicio. |

Definicion 1.5. Sea C C P(X). Definimos

AC)= [ A
ADC
A es algebra
y la denotamos como el dlgebra generada por C. De similar forma se define o(C) como la o-algebra generada

por C.
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Proposicion 1.4. Sea X un conjunto y C C P(X). Luego
1. A(C) es un algebra y o(C) es una o-algebra.
2.CCAC)Ca(C).

3. C=A(C) < C es un algebra.
4. C =0(C) < C es una o-algebra.

Demostracion. Ejercicio. [ |

Proposicion 1.5. Sea § C P(X) una semi-algebra, entonces

A(S) = {A € P(X):3neN, 3(A)i, C S disjuntos tales que A = |_| A,}
i=1

Demostracion. Definamos

n
C= {A € P(X):3neN, 3 (A); C S disjuntos tales que A = |_| A,} ,
i=1

y veamos que C es un dlgebra.

m X €8, luego X € C.

= A, BcC, luego A=[|L; A para A € S disjuntos entre si, y B = | |, B; para B; € S disjuntos entre
si. Luego
ANB = U AN B;,
(ij)e{1,...n}x{1,...m}
pero si (i, /) # (i',J') entonces (A;N B;) N (Ar N Bj) = @, y como S es cerrado bajo intersecciones
finitas tenemos que A; N B; € S, luego AN B € C pues es una unién disjunta de elementos en S.

= Si B=J_; Bj entonces B = ()_; Bf. Y si B; € S, entonces Bf = X\ B; = | |[_; D;; para ciertos
Dj; € S disjuntos entre si. Luego Bf € C y por lo tanto B € C.

= | os pasos anteriores implican que A\ B=ANBc €.

Concluimos que C es un algebray S C C, por lo tanto A(S) C C.
Por otra parte, si A O S es cualquier dlgebra que contiene a S, entonces A debe contener uniones finitas
de elementos en S (por ser un algebra), por lo que C C A, de donde

CC AS).
[ |

Observacion 1.7. Notar que la proposicién anterior nos dice que para generar un algebra a partir de una
semi-dlgebra S basta considerar uniones finitas y disjuntas entre elementos de S.

En lo que sigue denotamos

Ay A A C AL A= A
neN

AnNAS Ay D Ap A=) A
neN
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Definicion 1.6 (Clase mondtona). Decimos que M C P(X) es una clase mondtona si dados (Ap)pen € M
entonces

= Ay A= AEM.
= AN A= AEM.

Definicion 1.7. Dado C C P(X), definimos la clase mondtona generada por C como

M(C) = N M

MDC
M es clase monctona

Lema 1.6. Sea M un dlgebra. Entonces
M es clase mondtona < M es o-dlgebra.

Demostracion. (<): Evidente.
(=): Sea (Ap)nen € M, veamos que |J,cn An € M. Para ello, definamos

m
Cm= U An € M (por ser algebra)

n=1

y notemos que Cp,  |J,en An- |

Teorema 1.7 (Teorema de la clase mondtona). Si A es un algebra, entonces o(A) = M(A).

Demostracion. (2): Como toda o-dlgebra es clase mondtona se tiene que
{M D A: M es o-dlgebra} C {M DO A: M es clase monétona},

de donde M(A) C o(A).
(€): Como A C M(A), basta probar que M(.A) es una o-dlgebra, y del lema anterior, basta demostrar que
M(A) es un algebra.

En primer lugar es claro que X € A, luego X € M(A). Ahora para cada A C X definimos

K(A) = {BCX:AUB,A\ B, B\ Ac M(A)}.

Notemos que B € k(A) < A € k(B). Veamos ahora que k(A) es clase mondtona: si B, ,/* B con B, € k(A),
luego es claro que

BhUAe M(A)y B,UA *BUA
Ba\Ae M(A)y Bo\A B\ A
A\ By € M(A) y A\ By, \ A\ B,

pero como M(A) es clase mondtona, tenemos que BUA, B\ A, A\ B € M(.A), en otras palabras, B € k(A).
De manera similar se demuestra que si B, \, B, B, € k(A) entonces B € k(A), de donde obtenemos que
k(A) es clase monétona.

Con esto en mente tenemos que si A € A, entonces A C k(A), pues A es dlgebra. Ademds, como k(A)
es clase mondtona y k(A) 2 A tenemos que M(A) C k(A). En otras palabras, hemos demostrado que para
todo A€ Ay todo B € M(A), entonces B € k(A). Pero esto implica que A € k(B), luego

ACK(B) = M(A) Ck(B), VYBe M(A.
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Es consecuencia, si A, B € M(A) entonces
AUB,A\ B, B\ Ac M(A),

es decir M(A) es un algebra. |

Corolario 1.8. Sea A un algebra y M una clase mondtona tales que A C M. Entonces d(A) C M.

Demostracion. Notar que o(A) = M(A) C M. [

Definicion 1.8 (o-algebra Boreliana). Sea (X, T) un espacio topoldgico. Se define la tribu boreliana asociada
a (X, T) como la og-dlgebra generada por T, es decir

B(X) = B(X,T) = o(T).

En RN se entenderd (salvo que se mencione lo contrario) que la tribu boreliana es la o-algebra generada por
la topologia de la norma y se denotard B(RN) o Bgw.

1.2. Espacios de medida

Definicién 1.9. Sea X un conjunto no vacio y B una o-algebra en P(X). Al par (X, B) se le denota espacio
medible. Si ademds tenemos una medida u : B — R, entonces al trio (X, B, i) se le denota espacio de
medida, y los elementos del B se dicen conjuntos p-medibles, o simplemente medibles si el contexto asi lo
permite.

Observacion 1.8. Si u(X) = 1, entonces decimos que w es una probabilidad y al trio (X, B, 1) se le llama
espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.5. Sea X = {a1, ..., anty B="P(X). Sean p; € [0, 1] nimeros reales tales que

n
Z pi = 1.
i—1

Para cada A C X, definimos /(A) = {i : a; € A}

entonces (X, B, ) es un espacio de probabilidad.

Lema 1.9. Sea A un dlgebra y i : A — R una medida, entonces
1. Si A B e A entonces u(AUB) + u(AN B) = u(A) + u(B).
2. SiA Be AconACB, entonces u(B) = u(A) + u(B\ A).

Demostracion. Basta notar que AUB =AU(B\A)yque B=(BNA)L(B\A). [

Observacion 1.9. » En las igualdades del lema puede ocurrir una igualdad del tipo oo = oc.
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= Notar que solo si tiene sentido hacer las restas (es decir, cuando no aparece oo — 00 0 —00 + ©0),
entonces

u(AUB) = u(A) +u(B) — (AN B)
u(B\A) = u(B) — u(A).
Corolario 1.10. S/ A, B € B son tales que A C B entonces u(A) < u(B).
Corolario 1.11. S/ (Ap)nen € B entonces
m (U An> <> (A (o-sub-aditividad).
neN neN

Proposicién 1.12 (Continuidad de la medida). Sea B una o-dlgebra sobre X, y i : B — R una medida.
Entonces

1. Ay S AEB= p(An) / w(A).
2. An (A€ B yu(An) < +oo para algtin ng (o bien u(X) < 0o) = u(An) ¢ u(A).

Demostracion. 1. Notar que u(A,) es una sucesién no-decreciente en Ry, por lo tanto Iim,_ oo u(As)
existe en Ro. Si lim,_o n(A,) = +oo, entonces u(A) = +oo, pues u(A,) < w(A) para todo n,
luego basta hacer la demostracion cuando lim,— e (An) < +00. Como w(A,) es no-decreciente, debe
suceder que u(A,) < +oo para todo n € N, luego del Lema 1.9 obtenemos

/J,(An+1 \An) = ,Uf(AnJrl) - M(An)v
y dado que podemos escribir A como la unién disjunta
A=AU | (A1 \ An),
n=1
se concluye que

B(A) = w(AD) + D (1(Ans1) = B(An)) = lim p(An).

n=1

2. Ejercicio. Considerar los conjuntos B, = An, \ A, (0 bien B, = AS).

Definicion 1.10. Sea (X, B, 1) un espacio de medida. Decimos que
m A€ B es u-finito si w(A) < oo. El espacio de medida se dice finito si u(X) < oc.

» A€ B es p-o-finito si existen (Ap)nen € B tales que A C U, ey An ¥ (An) < 400 para todo n € N. El
espacio de medida se dice o-finito si X es wu-o-finito.

Observacion 1.10. Notar que si A = {J,en An Y i B1 = A1y Bny1 = Ant1 \Ujk—1 Ak, entonces A = | |,y Bn,
y w(Bn) < wu(An) < oo. Por lo que en la definicion de o-finito se puede suponer que los conjuntos son
disjuntos.



1.2. ESPACIOS DE MEDIDA

1.2.1. Extensiones de medidas
Lema 1.13. Sea S una semi-dlgebra y sea j. : S — R una funcion.
1. Siw esaditivaysi| |, A = |_|in1 Bj con A;, Bj € S, entonces

M

N
D u(A) =Y w(By).
i=1

Jj=1

2. Sip es o-aditiva y si | |\, Aj = L2, Bj con Aj, Bj € S, entonces
N 00
D u(A) =) uB)
i=1 j=1

Demostracion. Para la primera parte tenemos que si A = |_|,N:1 A = |—|in1 B, entonces cada A; se puede

escribir como la unién disjunta
M

Ai=AnA=|]|BnA,
j=1

y similarmente
N
Bi=ANB;=||BnA,
i=1

donde BN A; € § pues S es una semi-algebra. Luego como p es aditiva en S tenemos que

Para la segunda parte, si A=| [V, A; = L2, B), tal como antes
o0
Ai=AnA =||AnB,
j=1

N
Bj:AﬂBj:UBjﬂA,’,
i=1
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y como u es o-aditiva (y en particular aditiva) en S entonces

w(A) =) (AN By,
j=1

N
w(Bj)=> wAnB),
i=1

de donde

N N oo
D ou(A) =D wANB)
i=1

i=1 j=1

Observacion 1.11. En la demostracién de esta proposicién hemos usado el siguiente resultado que se deja
como ejercicio: Sean (a; )i jen € Ry, entonces

E E a,-,j: E E a,-d-.
ieN jeN JEN jeN

Teorema 1.14. Sea S una semi-dlgebra y . : S — R, una funcidn tal que uw(2) = 0 y que es aditiva (resp.
o-aditiva). Entonces existe una dnica funcion i - A(S) — Ry tal que u(A) = i(A) para todo A € S y que es
aditiva (resp. o-aditiva).

Ademas, si  es finita (resp. o-finita) entonces [i es finita (resp. o-finita).

Demostracion. Recordemos que el dlgebra generada por S se puede escribir como
A(S) = {A € P(X): 31 CN, finito, 3 (A))je; C S disjuntos tales que A = |_|A,} .
iel
Sea [i una extension de u que es aditiva, luego para cada A € A(S) podemos escribir A = |_|,-€, Ajcon A, €S

y
i(A) =i (U A,-> =Y E(A) =D u(A),

iel i€l i€l

esto nos dice que la Unica manera de definir la extensién de manera aditiva mediante
n
A(A) =D w(A),
i=1

donde A; € S se obtienen de la caracterizacion de A € A(S).
Notar que la parte 1 de la Lema 1.13 garantiza que [ estd bien definida, pues (A) no depende de la
escritura que tenga A como unién disjunta de elementos de S.
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1.3. MEDIDA EXTERIOR

Veamos que [ es o-aditiva cuando u es o-aditiva. Sean (A;)pen € A(S) conjuntos disjuntos tales que
A=l],enAn € A(S). Queremos demostrar que

aA) = 5" A,

neN

Como A € A(S), entonces existen conjuntos disjuntos (C;)V; € S tales que

N N
A=|]C=aA) =Y uc),
=1

=1

y como A, € A(S) entonces existen conjuntos disjuntos (An,k)y:"l € S tales que

M, M
An = |_| An,k = ﬂ(An) = Z/J'(An,k)-
k=1

k=1
Por lo tanto
N oo M,
A=L|G=L]] A«
i=1 n=1 k=1
y la parte 2 de la Lema 1.13 nos dice que
N oo M,
D (G =) u(Ank),
i=1 n=1 k=1
de donde obtenemos que
N oo M, o)
B(A) = Z.U'(Ci) = ZZN’(An,k) = Zﬁ(An)
i=1 n=1 k=1 n=1

Finalmente, si u es finita, entonces &(X) = u(X) < oo es decir i también es finita. En tanto que si u es
o-finita, entonces existen X, € S tales que

X = |_| Xp con a(X) = p(X,) < oco.
neN

1.3. Medida exterior

En lo que sigue, queremos extender medidas desde un algebra A a la o-algebra generada por A. Para ello
necesitamos el concepto de medida exterior.

Definicién 1.11 (Medida exterior). Una funcion u* : P(X) — R4 se dice medida exterior si
1. u*(@)=0.
2. (monotonia) A C B = u*(A) < u*(B).
3. (o-sub-aditividad) Si (Ap)nen C P(X) entonces
w (U An) <D (A,
neN neN

11
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Teorema 1.15 (Carathéodory). Sea u* una medida exterior. Definimos
B*={BCX: VACXu" (A =u"(AnB)+u (ANnB)}.

Entonces B* es una o-dlgebra y u* - es una medida.
Observacion 1.12. = |Los elementos B € B* se dicen p*-medibles.

= Notar quesiC = (ANB)U(ANC) con B, C disjuntos y B € B* entonces

L (ANB)UANQC)) =u* (ANB)U(ANC))NB)+u" (ANB)U(ANC)) N B)
=u" (ANB)+u* (ANC).
= Dado que u* es sub-aditiva, tenemos que para cada A, B € P(X) se cumple
w (A < u (AN B) + u (AN BY),
entonces tenemos que
B*={BCX: VACXu" (A >u*(AnB)+u* (AnB9)}.

Demostracion. Veamos primero que B* es un dlgebra. Es evidente que X pertenece a B*, y por la simetria
en la definicién, si B € B* entonces B € B*. Sean ahora A, B € B*, veamos que AU B € B*: para ello
debemos demostrar que

w(C)=u"(CN(AUB))+u" (CN(AUB)°), VCCX.
Sea C C X, entonces como A, B € B* tenemos que

pH(C) =p (CNA) +u (CNAY
=u*(CNAY+u (CNANB)+u*(CN(AUB))

p*(CN(AUB))

w(CN(AUB))=u"(CN(AUB))NA)+u* ((CN(AUB))N A%)
=u*((CNAUCNBNA))+u* (CNnBNAY
=u*(CNA)+u (CNnBNAY,

es decir
p(C) =p"(CN(AUB)) +u (CN(AUB)Y),

osea AU B € B* y B* es un algebra.
Consideremos ahora (A;)neny € B* una familia disjunta. Debemos demostrar que si A = | |,c An entonces
para cualquier C C X
p (C) = p*(CNA) + p"(CNAY.
Si u*(C) = +o0 esto es evidente, por lo que solo debemos ver el caso en que u*(C) < 4+o00. Para N € N
observemos que

N ) N
cnAc=cnAsccn()a; (Mo u*(CmAC)g;ﬁ(CmﬂAg),
neN n=1 n=1

12
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luego tenemos que

N N ¢
w*(C) = u* <Cm | ] An> + u (Cm (U An> >
n=1 n=1

N N
=Y w(CNA)+u* <Cﬂ ﬂAﬁ)
n=1

n=1

N
> (CNA) +u (CNAY),
n=1

y como lo anterior vale para todo N € N, podemos pasar al Iimite N — oo y obtener

pH(C) =D (CN A+ p* (CNAY)
neN

Zu*(l_l CﬁAn>—|—u*(CmAc)
neN
= 1" (CNA)+u* (CNAS),

gracias a la o-sub-aditividad de u*, lo que demuestra que A € B*.
Finalmente, debemos probar que la restriccién de u* a B* es medida. Si (An)nen €s una familia disjunta

en B* solo debemos demostrar que
" (u An> S

neN neN

pero esto se obtiene tomando C = | |,y An en lo que hicimos anteriormente. n

Definicion 1.12. Si A, € A, A C J,en An diremos que (An)nen €s un cubrimiento de C por elementos de A.
Proposicién 1.16. Sea A un dlgebra en P(X) y sea u : A — Ry una funcién de conjuntos que satisface

w() =0 y que es o-aditiva (es decir, una medida sobre A). Para A C X, definimos

w*(A) = inf {Z“‘(A”) - (An)nen €s un cubrimiento de A por elementos de A} .
neN

Entonces u* es una medida exterior y u*

A M

Observacion 1.13. Notar que si A es un algebra y si (Ap)nen € A es un cubrimiento de C, y si consideramos
Bn=An\ UZ;% Ak, entonces (Bp)neny € A forma un cubrimiento disjunto de C y que verifica

zz:/i(ELJ < j{:/i(An)v
neN neN
por lo tanto
p*(A) = inf {Z w(Bn):Bre ALAC| | An} .
neN neN

Demostracion. Veamos primero que u* es efectivamente una extension de . Sea A€ A, luego A C A es
parte de los cubrimientos de A, luego

ur(A) < u(A).

13
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Por otra parte, si (Ap)peny €AYy A C U en An. entonces si definimos

n—1
Br=An[ A\ A

j=1
entonces B, € A, son disjuntos, B, C A,y
| |Bn=AcA,
neN
luego como w es una medida sobre A se tiene que
(1.3) R(A) = u(Bn) <> w(An),
neN neN

luego tomando el infimo sobre todas las posibles familias (A,)nen obtenemos que

u(A) < p*(A).

Solo queda ver que u* es una medida exterior. Evidentemente u*(@) = 0y si A C B entonces
w*(A) < wp*(B), por lo que solo veremos la o-sub-aditividad. Sea € > 0 y sean (Ap)pen € P(X) vy
A= UneN A,. Sialgin A, verifica u*(A,) = +oo no hay nada que demostrar, por lo que supondremos que
w*(Ap) < oo para todo n € N. Ahora, para cada n € N tomemos un cubrimiento (A k)ken € A de A, tal

que

% £
> kl(An) < 17 (An) + 5
keN

entonces A C UpenAn € Upen Uken Ank. luego (Ank)(nkyen2 €s un cubrimiento numerable de A por

elementos de A, de donde concluimos que

ROED DN

neN keN

<> (v + ;)

neN

<> wH(An) +e,

neN
pero como lo anterior vale para todo € > 0, tenemos que
WA <> ur(An)
neN

lo que demuestra la o-sub-aditividad.

Proposicion 1.17. Sea A un dlgebra sobre P(X) y w una medida sobre A. Entonces A C B*, donde B* es la

o-dlgebra inducida por la medida exterior u* definida a partir de .

Demostracion. Recordemos que

B*={BCX:VACXu*(A) > u*(AnB) +u*(An BO)}.

y definamos

B ={BCX:VAcAu(A)>u(ANB)+u (AN BS)}.
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Es evidente que B* C B’, y como u* extiende a u tenemos que A C B’ pues si B € A entonces para cada
Ac A
p*(B) = u(B) = n(BNA) + w(BNAS) =u*(BNA)+u*(BNA).

Para concluir que A C B* veremos que en realidad B* = B, para lo que basta verificar que B’ C B*.
Sea B € B, entonces para cada A € A tenemos que
p(A) = (AN B) +u* (AN BY).
Consideremos ahora C C X, si u*(C) = 400, entonces
p(CNB)+p (CnB) <u™(0),

por lo que entonces B € B*. Si ahora u*(C) < +o0, entonces dado € > 0 debe existir un cubrimiento
(An)nen € A de C tal que

D ou(A) =D u(A) <pt(C) +e,

neN neN
luego, como A, € Ay B € B’ podemos escribir

pH(C) +e>> w(An)
neN

=> (W (AN B) + p* (A, N BY))
neN

=> WA NB)+ > u(A,NBC)

neN neN

> u* (U A,,ﬂB) + u* (U AntC>
neN neN
> u(CNB)+up*(CnBY,
como esto vale para cada € > 0 obtenemos que

p(C) = (CNB)+pu(CNBY,

de donde concluimos que B € B*. |

Observacion 1.14. De las demostraciones anteriores podemos deducir lo siguiente: Sea A C X con u*(A) < oo,
luego dado cualquier k € N existe un cubrimiento (A k)nen C A para A tal que

w () = (| A < 32 alAne) < w'(A) + 7,
keN neN

donde Ax := ey Ank 2 A, por lo tanto u*(A) < p*(Ax), es decir hemos encontrado Ax € o(A) tal que
* * 1
w(A) < p™(Ae) < ™ (A) + .
Sea ahora B = [y Ak € 0(A), entonces
* * * 1
wH(B) < u (A < ui(A) +

por lo tanto u*(B) < u*(A). Como ademds A C Ak para todo k, entonces A C B, luego u*(A) < u*(B).
Es decir, hemos encontrado B € o(.A) tal que u*(A) = u*(B) y A C B. Se deja como ejercicio verificar
que la misma propiedad se puede probar si u*(A) = +oo cuando u es o-finita.
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Lema 1.18. B* es la o-algebra mas grande que contiene a A donde la medida exterior asociada a | es
medida.

Demostracion. Sea B O A una o-algebra donde u* es medida. Veamos que B C B*. En efecto, sea A€ B, y
sea C C X. Tenemos que demostrar que

pH(C) 2w (CNA) +u"(CNAY).
De la observacion anterior sabemos que si u*(C) < 400 entonces existe B € 0(A) tal que C C By
w(B) = p(C),
pero 0(A) C B, luego B € B, y como u* es medida sobre B se debe cumplir que
pi(C) =p"(B) =p"(BNA)+u"(BNAT) 2 (CNA)+u (CNAS),

por lo tanto B € B*.
Si u*(C) = 400, no hay nada que demostrar. [

Teorema 1.19 (Teorema de Carathéodory). Sea u : A — R una medida sobre el dlgebra A. Entonces existe
una medida i : 0(A) — Ry que extiende a w.

Demostracion. Para obtener i procedemos de la siguiente forma. Primero pasamos a la medida exterior u*
asociada a  con su respectiva o-algebra B* dada por la proposicidon anterior.

Como A C B*, entonces o(A) C B*, luego podemos restringir u* a 0(.A), y a esta medida la llamamos
. |

Teorema 1.20 (Teorema de Hahn). Sea u : A — R, una medida sobre el dlgebra A. Si u es o-finita,
entonces existe una tinica extension de u a o(A) (v ademas es o-finita).

Demostracion. Solo tenemos que ver la unicidad, ya que la existencia viene dada por el Teorema de Caratheo-
dory. Sea [i la extensién de Carathéodory, y sea v otra extensién. Veamos primero que v < [i, es decir, para
todo A € o(A) se tiene que

V(A) < B(A).
Consideremos un cubrimiento (A,)qen € A de A, luego v(A,) = w(An) y
V(A) <v (U A,,) <> v(A) = ulAn),
neN neN neN

luego, tomando el infimo sobre todos los posibles cubrimientos obtenemos que
v(A) < u (A) = A(A).

Para concluir argumentemos por contradiccidn, es decir, supongamos que existe A € o(A) tal que
v(A) < a(A). Sea (An)nen C A un cubrimiento de A, que sin perder generalidad podemos suponer disjunto,
y como u es o-finita, también podemos suponer que u(A,) < +oo.

Como v y i son medidas, que satisfacen v < [ tenemos que

> (AN A) = v(A) < @A) = Y A(A N A)

neN neN
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V(AnNA) < A(A,NA) VneN,

luego debe existir ng € N tal que v(An, NA) < (A, N A). Pero como Ay, € A entonces v(Ap,) = [i(An,),
luego por la aditividad de v y i obtenemos que

U(Ano N A) + U(Ano N AC) = I/(Ano) = /:\L(Ano) = ﬁ’(Ano N A) + ﬁ'(Ano N AC)'
donde todas las cantidades son finitas y v(An, N A) < i(An, N A). Por lo tanto obtenemos que
V(An, NAS) > [(An, NA),

lo que contradice que v < [i. |

En resumen, hemos probado lo siguiente:

= Dada una semi-dlgebra Sy una medida . : S — R, entonces existe una dnica extensién u’ : A(S) — R

definida como
W(A) =Y u(A), | esfinito tal que A=| |A;, A€S.
iel iel

= Existe una extensién i de A(S) a 0(A(S)) definida como

B(A) = inf {Z WA Ane AS).AC | An}

neN neN

= | a extensidn es Unica si es que u' es o-finita.

1.4. La medida de Lebesgue

Los teoremas de extension anteriores son fundamentales en la construccion de la medida de Lebesgue sobre
R (y en general las medidas de Lebesgue-Stieltjes). Para ello consideremos S = {(a, b] : —0o < a < b < 400},
donde por convencion @ = (a, a] y (a, 00] = (a,00). Veamos que S es una semi-algebra.

Si (a1, b1] € Sy (a2, bo] € S, entonces

(81, bl] N (82, bg] = (méx{al, 32} ,min {bl, bg}] €S,
es decir S es cerrado bajo intersecciones finitas. Finalmente, si (a, b] € S, entonces
(a, b]¢ = (—o0, a] U (b, +x],

luego (a, b]¢ se puede escribir como una unién disjunta finita de elementos en S. Esto demuestra que S es
una semi-algebra.
Consideremos la funcién £ : S — R definida como

2((a, b)) =b— a.

Evidentemente £(@) = £((a, a])) = a—a = 0, asi que solo resta ver que £ es o-aditiva. Sean ((an, bn])nen C
S una familia disjunta de intervalos tales que

| |(an bl € S= | |(an, bal € S & | | (an, ba] = (a, b].

neN neN neN
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Para que esto ocurra, y luego de posiblemente re-indexar, debe suceder que si tomamos cualquier sub-coleccién
finita de dichos intervalos, entonces deben estar ordenados de la siguiente manera

agal<b1§ag<b2§...<bn§an+1<bn+1§an+2<...<aN<bN§aN+1<bN+1§b,

es decir by, < aps1 para todo n. Observemos que si N € N, entonces

N

N N
ZZ((an, bn]) = an —ap < Zanﬂ —ap=ans1 —a1 < b—a=14£((a, b)),
n=1

n=1 n=1

como £((apn, by]) > 0 para todo n € N podemos pasar al limite cuando N — oo y deducir que
Z £((an, bn]) < £((a, b]) = ¢ (I_I (an, bn]> .
neN neN

Para probar la otra desigualdad, consideremos primero el caso —oo < a < b < +00. Sea € > 0, luego
(a+e€ b Cla+e b] C(a b,
ademads, para cada n € N tenemos que si €, > 0, que fijaremos un poco mas abajo,
(@n, bl C (an, by +€5) C (an, by + €n]

luego

(a+e bl Clate bl C(abl=] (b C | J(anbn+en)C | J(an bn+ el
neN neN neN

pero el intervalo [a+ €, b] es compacto, luego existe /| C N finito, tal que

(a+¢€,b] Cla+e, b C U(a,,, b, +€n) C U(an, by + €n).

nel nel

Sin perder generalidad podemos suponer que | = {1,2,..., N} y que los intervalos (ap, by + €,) estan
ordenados de forma que

aaflatef<a<ibt+e<aal... <api1<bytes<apo<...<b< by+ep,

esto pues si alguno de los intervalos queda dentro de otro, lo podemos sacar de la lista.
Si ahora fijamos €, = 27 "¢ tenemos que

L((a,b])=b—a
<b-—a+e¢
<by—ar+(1+2M)e
N—1
=by—an+ Y (anp1—an) +(1+2")e
n=1
N—1
SbN—aN+Z(bn+2_”s—a,,)—|—(1—|—2_’v)£
n=1
N N—1
:Z n—an) + ( 1—1—2_N)8—|—Z2 €
n=1 n=1
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N 1 1
= (bh—an)+ (1 +2 Ve + (2 12N>e
n=1

2

N

=Y (bp—an)+(1+2"Me+(1-2"M)e
>
n=1

N
= (by—an) +2e—2"Ve
n=1

< 2((an, bn]) + 2¢

)
M=
I

WE

< £((an, bn]) + 2¢

3
Il
N

estimacién que es valida para todo € > 0, lo que entrega la desigualdad deseada.
Veamos ahora el caso en que a= —ooy b€ Ry (—o0, b] = | |,cn(an. bn]. Sea N € N, luego

(=N, b] = (=00, b N (=N, b] = | |(an, bl N (=N, b] = | |(max{a, —N}, by,
neN neN

denotemos por a, = max{a,, —N}, luego por el caso anterior

(=N, b)) =D " £((an, ba]) <D £((an, bu])

neN neN

de donde se deduce que

b+ N < £(an ba]) YNEN,
neN

luego la Unica posibilidad es que

™ (an, bal) = +00 = £((—o0, b]).

neN

Los otros casos se dejan como ejercicio. Observar que ademas £ es o-finita pues R = | |, ., (n, n+1].
Luego lo visto en la Teorema 1.14 nos dice que podemos extender £ de manera Unica y o-aditiva a A(S).
A la extension la seguimos denotando por £. Como £ es o-finita, por los teoremas de Carathéodory y de Hahn
concluimos que existe una tnica medida que extiende £ a o(A(S)). Ademds, del Ejercicio 1.11 se obtiene que
0(A(S)) = Bg, la o-algebra Boreliana en R.
Veamos algunas propiedades de la medida de Lebesgue

1. Si —oo < a < b < oo entonces £((a, b]) = £((a, b)) = £([a, b)) = £([a, b]) = b — a. Para demostrar
esto basta notar que

1
(a, b) = U(a,b—E],

neN

1
[a.b] = [(a— . b,

neN

1
[a.b) = UJla. b~ -]

neN

y usar la continuidad de la medida.
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2. £({x}) = 0 para todo x € R, y en general si A C R es numerable, entonces £(A) = 0.

3. Sea AC Bgr, A >0y aeR. Definamos

M ={Xx:x € A}
A+a={x+a:xeA}.

Entonces
(1.4) LA+ a)=4L(A),
(1.5) L(ANA) = M(A)

Para demostrar (1.4), veamos primero que si A € Bg, entonces A+ a € Bg, para ello consideremos
B={AecBr:A+acBr}.
De la definicién tenemos que B’ C Bg. Para la otra inclusién, notemos que B’ es una o-algebra pues

X=X+aech
(A+a)=A“4+a

(U An> +a=J(A+a),

neN neN
y como S C B’ deducimos que Bgr = o(S) C B'.
Veamos ahora que A(A + a) = A(A). Para ello, consideremos la medida 7 Bgp — R definida como
I(A) =LA+ a),

pero si A= (c,d] €S, entonces £(c,d]) =£((c +a,d+a]) =d— c=¢((c,d]), luego £ = £ sobre S,
ademds ambas son medidas o-finitas sobre S. Luego por la unicidad de la extensidon se debe tener que
i=1

Se deja como ejercicio verificar (1.5) (ver el Ejercicio 1.35). Ver también el Ejercicio 1.42.

1.5. Completitud de medidas

Definicion 1.13. Sea (X, B, u) un espacio de medida. Decimos que N C X es despreciable si es que existe
A € B tal que u(A) =0y N C A. Denotamos por N a la coleccion de conjuntos despreciables.

Observacion 1.15. = u(A) =0 = A es despreciable.
» Todo subconjunto de un despreciable es despreciable.
» Si (Np)nen € P(X) son despreciables, entonces |J,cyy N s despreciable.

Definicion 1.14. Decimos que un espacio de medida (X, B, i) es completo si B contiene a todos los conjuntos
despreciables.

Teorema 1.21. Sea u* : P(X) — Ry una medida exterior y sea B* su o-dlgebra asociada. Entonces B* es
completa.
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Demostracion. Sea A € B* tal que u*(A) =0y sea B C A. Veamos que B € B*. Sea C C X, entonces
p (C) = (A) +u*(C) 2w (CNA)+u*(CNBT) = p*(CNB)+pu(CNB)

gracias a la monotonia de u*, de donde obtenemos que B € B*. [ |

Definiciéon 1.15. S/ Z* es la medida exterior de Lebesgue, entonces denotamos por B, a la o-dlgebra de
Carathéodory asociada a £*. El espacio de medida de Lebesgue es entonces el espacio de medida completo
(R, B, 2).

Teorema 1.22 (Completacidn de espacios de medida). Sea (X, B, u) un espacio de medida y sean

B ={BAN:BeB,N despreciable}
B"={BUN : B € B, N despreciable} ,

entonces B =B" yBC B'. B=B = B" es 0-dlgebra y se denota la u-completacion de B.
Ademads, para cada B € B y N despreciable, se define

A(BAN)=p(BUN) = u(B),
vy se tiene que
1. i es una extension de u a B.
2. (X, B, ) es un espacio de medida completo.
3. Los conjuntos w-despreciables son los mismos que los [i-despreciables.

Finalmente, B es la o-dlgebra mas pequeiia que contiene a B sobre la cual se puede definir una extension
completa de w.

Demostracion. Veamos primero que B = B”. Sea N un conjunto u-despreciable, luego existe A € B tal que
w(A) =0y N C A. Ahora notemos que

BAN=(BNN)U(NNB)
= (BNAYU(BNN NA)U(NNBC),

—— N ——
€B CA CNCA

es decir, escribimos B /A N como una unién entre un elemento de B y un conjunto despreciable, es decir
B CB.
Por otra parte, tenemos que
BUN=BA(NnNB°),
cN

es decir B” = B'.
Veamos ahora que B’ es una o-algebra. Como @ es despreciable, inmediatamente tenemos que B C B”,
por lo que @, X € B'. Sea ahora B A N € B/, entonces existe A € B tal que N C Ay u(A) =0, de donde

(BAN) = ((BUN)\ (BN N))*
=({(BUN)N (BN N)°)
=((BUN)*U(BNN)
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= (B NN )U(BNN)
= (BSNN NA)U(B NN NAU(BNN),
N—_——

€B pues NCNAC=Ac CA CN

luego (B A N)¢ € B”. Ademéds, si (B, U Nj)pen € B” luego

UB.un, =] B.u [N

neN neN neN

despreciable

es decir B’ es una o-algebra.
Veamos ahora que fi estad bien definida. Supongamos que B; A Ny = B> A N» € B, luego?

B1 A B> = Ny A N> que es despreciable,
por lo que
p(B1) = pu((B1\ B2) U (B1N B2)) = u(B1 N B2) = u((B2\ B1) U (B1N B2)) = u(Ba).

Veamos ahora que u y u' tienen los mismos conjuntos despreciables. Si N es u-despreciable, entonces
existe A€ Btalque NC Ay u(A) =0, pero

N= o U N
- =~
eB despreciable
luego A(N) = u(2) =0, es decir N € B’ y es fi-despreciable. Si N’ € B’ es fi-despreciable, entonces debe
existir A" € B’ tal que N C A’y i(A’) = 0. Pero A’ € B, entonces debe existir N C X que es u-despreciable
yAe Btalque A=AUNy u(A) =0, luego

N CAUNCAUC,

donde u(C) =0y C € B. Pero de acd obtenemos que u(AUC) =0, luego N’ es u-despreciable.
Lo anterior nos dice que B’ contiene a todos los conjuntos fi-despreciables, luego B’ es completa, y por
definicion G(A) = G(AU @) = u(A) para todo A € B, luego [i es efectivamente una extension de u.
Veamos que i es medida, en particular, debemos probar que es o-aditiva. Sean (B, U Nj)pen € B, luego

a(U Bnu/\/,,> :a<U BnUUNn>

neN neN neN

(U2

= Z u(Bn)

neN

= E(BaUN,).
neN
Finalmente, debemos probar que B’ es la o-dlgebra mas pequefia que satisface lo que necesitado. Si F es
una o-dlgebra que contiene a B y a los despreciables, entonces debe contener elementos de la forma BU N,
luego B C F. [ |

SUsarque AAB=BAAyque (AAB)A(BAC)=AAC.
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1.6. UN CONJUNTO NO LESBESGUE MEDIBLE EN R

Observacion 1.16. Si Bg la o-algebra Boreliana y B su completacién. Entonces B C B, , la o-algebra de
Lebesgue. Mas alin, gracias a la Observacion 1.14 tenemos que

B=DB.

En efecto, supongamos que A € B, es acotado, luego £(A) < oo y la Observacién 1.14 nos dice que existe
B € By tal que AC By £(A) =4(B). Ademas

UB)=£4(BNA)+LB\A) =£A)+£B\A) =B\ A =0,

y como AS = B U B\ A entonces A° € By por lo tanto A € B. El caso en que A es no acotado se deja
como ejercicio.

Note que este resultado dice que cualquier conjunto Lebesgue medible se puede escribir como la unién
disjunta de un conjunto Boreliano y un conjunto despreciable.

1.6. Un conjunto no Lesbesgue medible en R

Consideremos a @ como subgrupo aditivo de Ry sea X = R/Q = {x + Q : x € R}. Observar que cada
clase de equivalencia x +Q es densa en R (es una copia trasladada de Q, que es denso), luego para cada x € R
tenemos que (x + Q) N (0, 1) # @. Usando el axioma de eleccion, para cada x € R escogemos exactamente
un elemento de vy € (x + Q) N (0, 1) y definimos

V= {Vx}xeR .

Este conjunto se conoce como conjunto de Vitali.
Veamos que V no es Lebesgue-medible. Para ello, notemos primero que si g1, g» € Q entonces los
conjuntos g1 + V' y g» + V son disjuntos. En efecto, si x € (g1 + V) N (g2 + V) entonces

X=qg1+vi=q+ v,

de donde vi = x + (—q1) y vo = x + (—q2), es decir v, vo € x + Q por lo tanto v; = v» = v. De donde
concluimos que g1 = @».

Ademds es evidente que uqu(q+V) =R, puesto que si x € R, entonces vy € x+Q de donde x = vx+¢q
para cierto g € Q.

Ahora, sea Q = QN [—1,1] y definimos

U=|]@@+V).

geR

Notamos que como V C [0,1] y g € Q verifica —1 < g < 1 concluimos que g +V C [—1, 2] entonces
Ucil-1,2].

Ademas, si y € [0, 1] entonces v, = y + § algtn § € Q por lo tanto §=v, —y € (0,1) —[0,1] C [-1,1], en
otras palabras y = v, —GeV —§G=V + (—§) con —G € [—1, 1], es decir

o.1C||g+V=U
qeQ
es decir
0,1 CUC[-1,2].
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1.7. EJERCICIOS

Para concluir, supongamos que V es un conjunto medible (es decir V' € B, ), luego U ha de ser un conjunto
medible por ser una unién numerable de conjuntos medibles. Ademds, como estamos suponiendo que V' es
medible, entonces

Lg+V)=4LV)

pues la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones. Por lo tanto se debe cumplir que

dU)=¢| [ J@+V) ]| =D ta+Vv)=> V),

qgeER qgeER geQ

luego solo hay dos posibilidades, o bien £(V) = 0 y por lo tanto £(U) = 0, o bien £(V) > 0 y por lo tanto
2(U) = oo. Sin embargo como [0, 1] € U C [—1, 2] tenemos que por la monotonia de la medida

1<¢(U) <3.

1.7. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Muestre que las medidas trivial, delta de Dirac y cuenta puntos son efectivamente medidas.
Ejercicio 1.2. Demuestre el Lema 1.3.
Ejercicio 1.3. Demuestre la Proposicién 1.4.

Ejercicio 1.4. Verifique que la Definicion 1.7 es correcta, es decir, muestre que para C C P(X) el conjunto

N M
MDC
M es clase mondtona

es una clase mondtona.

Ejercicio 1.5. Sea X un conjunto y sea (Ap)qen una sucesion de subconjuntos de X. Definimos

liminf A, = UNAa v imsup A, = () | A«

neN k>n n—oo neN k>n

1. Muestre que
liminf A, C limsup A,.
n—oo

n—oo

2. Considere los conjuntos dados por

Demuestre que Iiminf, 00 Ap = NU{0} y Iimsup, oo An =Q4 ={q€Q:q>0}.
3. Suponga que los A, son disjuntos. Muestre que

liminf A, = limsup A, = @.

n—oo n—o0

Cuando liminf A, = limsup A, = A definimos |lim A, = A.
n—oo n—oo n—oo
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1.7. EJERCICIOS

4. Suponga que (xp)neny € R es tal que x, j> X Yy que x, # x para todo n. Muestre que
n—oo
Iminf {x,} = limsup {x,} = @.
n—oo n—o0
En particular note que Iim {x,} # {x}.#
n—oo
5. Muestre que

liminf A, = {x liminf1a (x) = 1}

n—oo n—oo

limsup A, = {x Slimsupla,(x) = 1} )

n—oo n—oo

Donde para A C X la funcién 14 estd definida como

La(x) 1 sixeA
X) =
A 0 six¢gA

Ejercicio 1.6. Sean 51, .. ., Sy semi-algebras. Defina
81><...XS/\/:{Alx...XANZA,'GS,',/:1 ..... /\/}.
Muestre que S1 X ... X Sy €s una semi-dlgebra.

Ejercicio 1.7. Considere X = {(ap)nen : an € {0,1}} = {0, 1} el conjunto de las sucesiones binarias. Para
cada NeN, {by,..., by} €{0, 1}y {i,..., in} € N definimos un cilindro en X como

C(bl ----- bn; i, ..., /N) = {(an)neN cX: aj;, = bj},

por ejemplo C(1,0,1;2,4,5) ={(an)nen : @2 =1, az =0, as = 1}.
Demuestre que S = {C C P(X) : C es un cilindro} U {&, X} es una semi-algebra.

Ejercicio 1.8. Considere S la semi-dlgebra de los cilindros definida en el Ejercicio 1.7. Defina u : S — R4
como

Muestre que u es una funcién aditiva. Lanzamiento de monedas.

Ejercicio 1.9. Muestre mediante un ejemplo que existen algebras que no son o-dlgebras, y que hay semi-algebras
que no son algebras.

Ejercicio 1.10. Muestre que si (A;)neny € P(X) es una sucesion creciente de dlgebras, entonces J, ey An €s
algebra.

Ejercicio 1.11. Sea X un conjunto de cardinal infinito. Decimos que A C X es co-finito, si A€ tiene cardinal
finito. Sea A = {A C X : A finito 6 co-finito}.

*Recuerde que si (x»)nen C R entonces

liminf x, = sup inf xk
n—o00 neN k=n

lim sup x, = inf sup xx,
n—»o00 neN g>np

y si liminf,oe0 Xp = IIMinf,00 Xn = X entonces liMp—00 Xn = X.

25



1.7. EJERCICIOS

1. Muestre que A es un dlgebra.
2. Muestre que A es og-algebra si y solo si X es finito.

Ejercicio 1.12. Sea A C R un abierto cualquiera. Muestre que existe una cantidad numerable de intervalos
abiertos {(an, bn)nen} que ademds son disjuntos tales que

A= | (an, bn).

neN

Ejercicio 1.13. Defina

Ci=A{(a,b):a,beR}
Co={[a,b):a beR}
Cs={(a,b]:a,beR}
Ca=A{[a,b]:a beR}
Cs ={(a, @) : a € R}
Co = {(—o0,b) : be R}
C; ={la, ) :aeR}
Cs = {(—o0,b] : be R}.

Muestre que 0(Cx) = Bg para todo k € {1,2, ..., 8}, donde Bg denota a los borelianos en R.

Ejercicio 1.14. Sea X un conjunto, y sean Aq, ..., Ay C X disjuntos, tales que
N
X=]]An
n=1
Calcule el algebra y la o-dlgebra generada por C = {As, ..., Ant.
Ejercicio 1.15. Sea B C P(X) una o-algebra. Para Y C X defina
By ={ANY  :AechB}.

Muestre que By C P(Y') es una o-algebra.

Ejercicio 1.16. Dada B € P(X) una o-dlgebra, decimos que A € B es un dtomo si B C Aes tal que Be B
entonces B = A o bien B = @. Muestre que todos los distintos dtomos de B han de ser disjuntos entre si.

Ejercicio 1.17. Sea B una o-algebra, y sea «y : B — R una funcién que satisface

= v es aditiva, es decir, si A, B € B son disjuntos, entonces

V(AU B) =v(A) +~(B),

= 7y es o-sub-aditiva, es decir, si (A;)nen C B, entonces

v (U An) <Y (A,

neN neN
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Muestre que <y es o-aditiva, es decir, si (Ay)nen C B son disjuntos, entonces

) (U An) =Y ),

neN neN

Ejercicio 1.18. Sea (X, B, 1) un espacio de medida. Muestre que u es o-sub-aditiva (ver Ejercicio 1.17 para
la definicidn).

Ejercicio 1.19. La diferencia simétrica se define como
AAB = (A\ B)U(B\ A).
Sea (X, B, ) un espacio de medida.
1. Muestre que para cada A, B, C € B se tiene que
w(AAB) < u(AAC) + u(CAB).
2. Verifique que si A, Be€ B
[u(A) — u(B)| < w(AAB).

Ejercicio 1.20. Sean (X, B, i) espacios de medida, y sean ax € Ry. Defina p: B — R, como

w(A) =) ap(A).

neN

Muestre que (X, B, i) es un espacio de medida.

Ejercicio 1.21. Sea X un conjunto de cardinal infinito, y sea (X, P(X), u) el espacio de medida cuenta
puntos. Muestre que existe una sucesion de subconjuntos (Ep)nen € P(X) tales que

(NEn=2 vy  lim u(Es)#0.
neN

Ejercicio 1.22. Sea X un conjunto de cardinal infinito y sea A el algebra de los subconjuntos finitos y
co-finitos del Ejercicio 1.11. Defina u : A — Ry como

0 si A es finito
p(A) =

1 si A es co-finito.
1. Muestre que u es aditiva (ver Ejercicio 1.17 para la definicién).
2. Construya un ejemplo que muestre que (Ap)qen C A son disjuntos y UneN An € A entonces
. (U A,,) £ 3 (A
neN neN

3. Muestre que si X es infinito numerable, entonces existen (Ap)pen € A tales A, 2 X, w(A,) =0y
p(X) = 1.

4. Muestre que u es o-aditiva.
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Ejercicio 1.23. Sea X un conjunto no-numerable, y sea = C P(X) la clase de conjuntos A tales que A es
numerable 6 A€ es numerable.

1. Muestre que X es una o-algebra.

2. Defina u: ¥~ — Ry como
0 si A es numerable
p(A) =

1 si A® es numerable.

Muestre que @ es una medida.
Ejercicio 1.24.

1. Muestre que toda o-dlgebra es una clase mondétona, y muestre con un ejemplo que no toda clase
mondtona es una o-algebra.

2. Sea (Mx)xen una coleccién de clases monétonas. Muestre que [y Mo es una clase monétona.
Ejercicio 1.25. Sea X un conjunto y C C P(X).

1. C S M(C).

2. C = M(C) < C es clase mondtona.

3. M(C) Co(C).
Ejercicio 1.26. Sea (X, B, 1) un espacio de medida y sea (Ap)nen € B una sucesion de conjuntos medibles.

1. Demuestre que
w(liminf Ap) < liminf w(Ap).
n—oo n—oo

2. Suponga que existe A € B tal que u(A) < ooy A, C A para todo n € N. Muestre que

w(limsup Ap) > Iimsup w(Ap).
n—oo n—oo

3. Si
Z.U'(An) < 00,

neN

muestre que p(limsup,_, An) = 0.

Ejercicio 1.27. En la demostracién de la Teorema 1.15, verifique por induccién en N que si (Ap)pen € B*
son disjuntos y C C X entonces

N
w* (C N U An> = w(CNA).
n=1

n=1
Muestre ademads que
w* (C nUJ An) = wH(CNA).
neN neN
Ejercicio 1.28. Complete la Observacion 1.14, es decir, suponga que u es o-finita en Ay que A C X con

pu*(A) = co. Muestre que existe B € 0(.A) tal que u*(A) =u*(B)y AC B.
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Ejercicio 1.29. Sea u : A — R una medida finita, u* su medida exterior asociada y B* la o-dlgebra de
Carathéodory. Muestre que B € B* si y solo si

pi(B) = ui(X) — p*(B°).
La cantidad pu«(B) : u*(X) — u*(B€) se denota como la medida interior de B.

Ejercicio 1.30. Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad (u(X) =1) y sea u* la medida exterior asociada.
Sea Y C X tal que u*(Y) = 1. Considere By (ver Ejercicio 1.15) y defina v : By — Ry como

v(ANY) = u(A).
Muestre que v estd bien definida y que es una medida.

Ejercicio 1.31. Decimos que C es una clase que recubre en X si @ € C y dado cualquier A C X existe

(An)nen C C tal que
AcC A

neN

Sea 7 : C — Ry una funcién tal que 7(@) = 0 y C es una clase que recubre. Definimos 7* : P(X) — R
como

T"(A) = inf {ZT(AH) t(An)nen €C,AC U An} .

neN neN

Demuestre que 7* es una medida exterior.
Ejercicio 1.32. Considere la funcién p* : P(R) — R4 definida como

0 si Aes numerable
uw(A)=<¢1 si Ay A son no numerables

2 si A es numerable.
Muestre que u* estd bien definida y que es una medida exterior.

Ejercicio 1.33. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, sea B la o-algebra Boreliana en X, y considere
B — Ry una medida finita. El propdsito de este ejercicio es mostrar que si A € B entonces

w(A) = inf {u(0) : O es abierto en X, AC O}, vy
w(A) =sup{u(F) : F es cerradoen X, F C A}.

Para ello defina
B ={AeB:Ve>0existen O D A abiertoy F C A cerrado tales que u(O\ F) < €} .

1. Muestre que B’ es o-algebra. Ayuda: Segin el camino que tome, recuerde que la union finita de
conjuntos cerrados es cerrado; y que la interseccion finita de abiertos es abierto.

2. Muestre que si F C X es cerrado, entonces Op = {x e X:d(x, F)< %} es un conjunto abierto para
cada ne Ny que O, \(F.

3. Muestre que si F C X es cerrado, entonces F € B'. Concluya que B’ = B.

4. Concluya el resultado.
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Ejercicio 1.34. En la demostracién de que £ es o-aditiva. Vea los casos (—oo, 0] y (a, +o0].

Ejercicio 1.35. Si By es la o-algebra Boreliana. Demuestre que si A € Br entonces AA € Br y que
L(NA) = M(A) para todo A > 0.

Ejercicio 1.36. Considere By la o-dlgebra Boreliana en R, y sea i : Bg — R una medida finita. Para cada
x € R defina
fu(x) = p((—o0, x]).

Muestre que:
1. f, es una funciéon monotona no-decreciente.
2. u((a, b)) = f,(b) — f,(a) para todo a, b € R.
3. f, es continua por la derecha.
4, Xﬂrl\oo fu(x) = 0.

Ejercicio 1.37. Sea S = {(a,b] : a, b € R} la semi-algebra de los intervalos abierto-cerrados. Considere
F : R — R una funcién no-decreciente y continua por la derecha. Defina g : & — R como

ue((a bl) = F(b) — F(a).

1. Muestre quesia< b e Ry [a b] C U (an, by), entonces
neN

F(b) — F(a) <Y F(bn) — F(an)

neN

2. Muestre que g es una medida.

Ejercicio 1.38. Sea A C B, un conjunto tal que £(A) < oo. Muestre que para cada € > 0 existe una cantidad
finita de intevalos abiertos /1, .. ., Iy tales que

N

¢ <EA U /k) <e.
k=1

Ejercicio 1.39. Considere (R, B, £) el espacio de medida de Lebesgue.

1. Sea A € B, y suponga que existe a € (0, 1) tal que £(AN 1) < ol(l) para todo intervalo abierto / C R.
Muestre que £(A) = 0.

2. Suponga que A € B, es tal que 0 < £(A) < oo. Muestre que para cada 0 < a < 1 debe existir un
intervalo abierto acotado / tal que

al(l)y < L(AN).
3. Sea AC B, tal que 0 < £(A) < oco. Muestre que existe un intervalo abierto /'y 6 > 0 tal que

(Anl+hn(Anl)#@, V|h <o

4. Para A € By definimos A= {x —y :x,y € A}. Si 0 < £(A) < co muestre que A contiene un intervalo.
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Ejercicio 1.40. Considere (R, B;, £) el espacio de medida de Lebesgue, e I C R un intervalo, y suponga que
f : | — R es una funcién diferenciable con |f'(x)| < M para todo x € /.

1. Suponga que /g C | es un intervalo, muestre que

£(f(lp)) < ML(lp).

2. Concluya que si Z € B; entonces
Lf(2)) < ML(Z)

Ejercicio 1.41. Considere (R, B, £) el espacio de medida de Lebesgue y sea E € B, tal que £(E) < oo.

1. Defina la funcién fg : R — R como fg(x) = £(E N (—oo, x]). Muestre que existe M > 0 tal que

Ife(x) — (V)| < M |x —y| Vx,y €R.

2. Muestre que para cada o € (0, 1) existe un conjunto E, C E, Ay € By, tal que £(Ey) = ad(E). Ayuda:
Recuerde el teorema del valor intermedio.

Ejercicio 1.42. Considere £* la medida exterior de Lebesgue en R.
1. Muestre que si A€ P(R) ysi r € R entonces £*(A+r) =£*(A) y £*(rA) = |r|£*(A).
2. Concluya que si A € B, entonces A+ r,rA € B, para todo r € R.

Ejercicio 1.43. Considere (R, B, ,£) el espacio de medida de Lebesgue. Sea Z € B; un conjunto tal que
£(Z) = 0. Muestre que Z¢ =R\ Z es denso en R.

Ejercicio 1.44. Sea (E,)nen una sucesion de conjuntos Lebesgue medibles en [0, 1] tales que

ﬂGEk:Q

neN k=n

Muestre que lim,—o £(E,) = 0.

Ejercicio 1.45. Muestre que existe una sucesién (Ej)ner de conjuntos en R tales que
wm £,D Epyq para todo n €N,
m {*(E,) < oo paratodon€eN,y

ﬁ&ﬁ@@>ﬁ<ﬂEO

neN

Ejercicio 1.46. Complete la Observacién 1.16, es decir, muestre que si A € B; es no acotado, entonces se
cumple que A= BUN con A € B(R) y N despreciable. Ayuda: Considere los conjuntos A, = AN [—n, n].

Ejercicio 1.47. Suponga que X, ,/* X y que (X, B) es un espacio medible. Defina B, = Bx, como en el
Ejercicio 1.15.

1. Muestre que (X, B;,) es un espacio medible.
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2. Muestre con un ejemplo que no necesariamente UneN B, =B.

Ejercicio 1.48. Sea X un conjunto no vacio. Sea (B,)nen € P(X) una familia creciente de o-dlgebras, es
decir, B, C Bpy1. Definamos

Boo =0 (| ] Bn),

neN

y consideremos u : Boo, — Ry una medida finita. El propdsito de este ejercicios es mostrar que
(*) VA€ B Ve>03dne NIB e B, tal que u(AA B) <e.

Para demostrar esto se sugiere:
1. Si A€ U,en Bn. entonces (%) es cierto.

2. Sea (Ak)ken € B una familia disjunta. Demuestre que dado € > 0 existe Ky € N tal que

w(J A0 <3

k>Ko

3. Defina
B ={Ac€ By :Ve>03IneNIBe€ B, tal que u(AA B) < ¢},

y muestre que es o-dlgebra.
4. Concluya.

Ejercicio 1.49. Dado A C R?, recuerde que el diametro (Euclidiano) de A se define como
d(A) =sup{llx —yll, : x,y € A}.

Observe que d(A) = d(A) y que d(@) = 0 (demuéstrelo). Dado & > 0, decimos que (B,)nen € P(R?) es un
e-recubrimiento numerable de A si es que

AcJBnydBy) <e,
neN

y denotamos al conjunto de todos los e-recubrimientos numerables de A como R¢(A).
Definamos

Ne(A) = inf {Z d(Bn) : (Bn)nen € RE(A)} )

neN

1. Muestre que si A C B, entonces R¢(B) C R:(A).

2. Muestre que para cada A C R? el limite Iim,_,o+ Ac(A) existe en R, .

3. Defina A : P(R?) — Ry como A(A) = limg_,o+ Ae(A). Muestre que A es una medida exterior.
4. Muestre que A({0}) = 0.

5. Muestre que si dist(A, B) > 0 entonces A(AU B) = A(A) + A(B).

6. Muestre que para cada x € R? se tiene que A(A+ x) = A(A), donde A+ x = {a+x: x € A}

7. Muestre que para cada k € R se tiene que A(kA) = |k| A(A), donde kA = {ka: a € A}.
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10.

Si 1 : R? — R? es una funcién que satisface

() = vl < lIx—yll, Vx,y €R?,

entonces A(¢P(A)) < A(A).

. Demuestre que si D = [a, b] x {0} entonces A(D) = b — ay en general para cualquier segmento de

recta Ly, = {tx+ (1 —t)y : t € [0, 1]} se tiene que A(Lx) =[x — y||5.

Demuestre que si C = [0, 1] x [0, 1] entonces A(C) = +o0. Concluya que si A C R? tiene interior
no-vacio, entonces A(A) = +oc.
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Capitulo 2

Integracién

2.1. Funciones medibles

Definicion 2.1. Sean (X1, B1) y (X2, Ba) dos espacios medibles. Decimos que una funcion f : X1 — Xz es
B1-B> medible si
f~1(B) € By para todo B € Bo.

Observacion 2.1. Notar que la definicidn es equivalente a decir que

f_l(Bg) C B;.
Lema 2.1. Sea (X1, B) un espacio medible y C C P(X2). Si f : X1 — Xo es una funcion tal que f~(C) € B
para todo C € C entonces f es una funcion B-o(C) medible.

Demostracion. Debemos probar que f~1(c(C)) C B. Por hipétesis tenemos que f~1(C) C B, de donde

obtenemos que
o(f~1(C)) C B.

Aseguramos que f~1(a(C)) = o(f~1(C)), lo que concluirfa la demostracién. Primero veamos que f~1(c(C))
es o-algebra:

= Claramente f~1(@) = @, luego @ € f~1(c(C)).

= SiAc f1(o(C)), entonces A = f~1(B) para algtin B € o(C). Con esto A° = (f"}(B))¢ = f"1(B°) ¢
f~Ho(C)).

= Sean ahora (A,)nen C f1(0(C)), luego existen B, € (C) tales que A, = f~1(B,). Con esto

U FH(Bn) =" (U B,,) e r1(a(0)).

neN neN

Como ya sabemos que F~1(c(C)) es o-algebra y como F~(C) C f~1(c(C)) entonces o(f~1(C)) C
f~1(a(0)).
Para probar la otra inclusion definimos

B ={BCX,: f1(B)ea(f 1(C))}.

Claramente C C B, y si podemos demostrar que B’ es g-algebra tendremos que o(C) C B’ y por definicién
de B’ tendriamos que f~1(co(C)) C o(F~1(C)).
Luego solo basta demostrar que B’ es o-algebra.
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2.1. FUNCIONES MEDIBLES

= Claramente @ € B'.
= Si B € B, entonces f1(B°) = (f1(B))° € o(f*(C)), luego B € B'.

= Si (Bp)neny € B, entonces

(U 8= U B0 ot )

neN neN

luego Upen Bn € B'.

Observacion 2.2. Notar que de la demostracion obtuvimos las siguientes propiedades:
1. Si BC P(X») es o-algebra entonces f~1(B) es o-algebra.
2. o(f~1(C)) = f1(o(C)) para cualquier C C P(X).

3. El conjunto
B ={BCX,:f1(B)ea(f 1(C))}.

es la o-algebra mas grande de X> que contiene a C que hace que f : X1 — X5 sea medible.
Ejemplo 2.1. Sea f : (X, B) — (R, Br). Recordar que Bg = o(C), para
C={(-o0,b): beR}.

Luego f es B-Bg medible si y solo si f~1((—oco, b)) € B para todo b € R.
En el caso de funciones reales extendidas f : (X, B) — (R, Bg) debemos considerar, por ejemplo

é:{[—oo,b]:bef&}.

Corolario 2.2. Sean (X1,7T1) y (X2, 7T2) dos espacios topoldgicos y f : X1 — Xo una funcion continua.
Entonces f es a(T1)-0(T2) medible.

Demostracion. Solo notar que para cada O € 75 se tiene que f1(O) € T; C o(T1), por lo que el lema
anterior aplica directamente.
|

Lema 2.3. Sean f : X1 — X5 y g : Xo — X3 dos funciones medibles. Entonces go f : X1 — X3 es medible.

Demostracion. Para Bz € Bs se tiene que B, = g~ 1(B3) € Bo, luego (go f)"H(Bs3) = f1(g71(B3)) =
fﬁl(Bg) € Bi.
|

Lema 2.4. Sean f, g : (X, B) — (R, Bg) funciones medibles. Entonces los conjuntos

m {x e X:f(x)<gx)}, m {xeX:f(x)>9g(x)} vy
m {x e X:f(x)>g(x)},
m {xe X:f(x)<gx)} m {xeX:f(x)=g9g(x)}
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2.1. FUNCIONES MEDIBLES

son medibles.

Demostracion. Como a < b siy solo si existe r € Q tal que a < ry r < b, podemos escribir

{XEX:f(X)<g(X)}:U{XEX:f(x)<r}ﬂ{x€X:r<g(x)},
reQ

que es medible por ser el resultado de operaciones numerables entre conjuntos medibles.
Intercambiando los roles de f y g obtenemos que {x € X : f(x) > g(x)} tambien es medible. Pasando a
los complementos obtenemos que {x € X : f(x) < g(x)} y {x € X : f(x) > g(x)} son medibles. Finalmente

{xeX f(x)=gx)}={xe X : f(x) <gx)}n{xe X:f(x)>g(x)}
que también es medible.
[ |

Proposicion 2.5. Sean f, : (X, B) — (R, Bg) funciones medibles para cada n € N. Entonces las funciones

" SUPpen fn(X), n Iminf,_es fu(X), ¥
w infpen fn(x),
m imsup,_soo fn(x), m |iMpseo fa(X)
son medibles.
Observacion 2.3. » Notar que este lema incluye los casos max,e(1,. vy fa(x)y Minpeq1,. N} fa(x).

= En general no se cumple que sup,ca f2(x) sea medible cuando el conjunto A es no numerable.

Demostracion. Veamos que f(x) := sup,en m(x) es medible. Para ello basta demostrar que f~1([—o0, b]) es
medible para todo b € R. Pero

fY([—o0, b)) = {x € X : f(x) < b}

= {x € X :sup fp(x) < b}
neN

={xeX:VneN f(x) < b}
= [ {xeX:f(x) < b}

neN

= o }([=c0. b))

neN
€ B.

Para el caso de f(x) := infpen fn(x) notemos que f~1([b, 0o]) es medible para todo b € R pues
fY([b,o0]) = {x € X : f(x) > b}
= {x € X : inf fh(x) > b}
neN
={xeX:VneN f,(x) > b}
= [ {x € X fu(x) > b}

neN
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2.1. FUNCIONES MEDIBLES

= (1) £ (b, <))

neN
€ B.

Como limsup, e fn(X) = infpen supg>, fi(X) y Iiminf,o fr(X) = suppen infi>n fi(x) tenemos que
ambas funciones son medibles. Finalmente, el conjunto de los x € X donde lim,_, fn(x) existe, es igual al
conjunto de los x € X donde IIminf o fr(X) = limsup,_. fa(x) y por lo tanto es medible gracias al lema
anterios. |

2.1.1. Funciones simples

Definicion 2.2. Sea (X, B) un espacio medible. Un particion finita B-medible de X es una coleccion finita de
conjuntos disjuntos {A;};c, € B tales que
x=||A.
icl
Definicion 2.3. Sea (X, B) un espacio medible. Para A € B, definimos la funcion indicadora (o funcicn
caracteristica) de A como

1AZX — R

X %1A(x):{

1 sixeA,
0 six¢A.

Definicion 2.4. Dada o = {A;},c; una particion finita B-medible de X y nimeros reales a = {a;};c; C R,
definimos la funcion
S=54a: X —R

X 5 =543a(x) =) icaila(x).

La funcion sq,a se llama funcion simple asociada a (, a). Al conjunto de todas las posibles funciones simples
lo denotamos como

(X, B) = {sa,a : o es particion finita B-medible, y a C R} .

Al conjunto de funciones simples no negativas (es decir las que satisface que a C Ry U {0}) lo denotamos
por ¥4 (X, B).

Lema 2.6. Las funciones simples son B-By medibles.

Demostracion. Basta notar que sib€ Ry si s = Z,G, aila, es una funcion simple, entonces

s ([-o0, b)) = | J AieB.
iel,
a,-gb

Proposicién 2.7. Sea f : X — R una funcion medible. Entonces existe una sucesion de funciones simples
positivas (sp)nen € L+ (X, B) tal que

sn(x) /' f(x) para todo x € X.
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2.1. FUNCIONES MEDIBLES

Demostracion. Para cada n € N definamos los conjuntos

B, ={xeX:f(x)>n}=r"Yn o)),

y para cada k € {0,1,2, ..., n2" — 1} definimos los conjuntos
k k+1 k k+1
Ak’n:{XEX:TSf(X)< on } - (2n on )),

que verifican F~1([0, n)) = 1 < |n_| [, & ,,1)> = |_| (%, ) = |_| lAkn y que

n2"—1
X =f71([0,00]) = FH([n, o)) U FH([0,n) = BaU | | Ak
k=0
Notemos ademads que
Ak.n = Aok,nt1 |_|A2k+1,n+1,
esto pues
k k+1  k k+ 4 k+ 3 k+1
o S < e 5 <) < 2n2 v 2n2 <) <
2k 2k +1 2k +1 2k 4+ 2

Con esto en mente, definimos la funcién simple

n2"—1
k

sn(x) = nlg,(x) + Z ElAn,k(X)'
k=0
que es el resultado de “truncar” la funcién f a su minimo valor posible en cada conjunto A, x y Bp.
Veamos primero que s,(x) < s,1(x). Supongamos primero que x € f~1([0,n)), entonces existe

ke{o, ..., n2" — 1} tal que x € Ag n = Aok ny1 U Aoky1,ns1- Si X € Aok py1 entonces
k 2k
sn(x) = o1 = ol Sn+1(x),

y Si X € Aok+1.n+1 €NtoONces
k 2k 2k +1
Sn(X) = ? = W < W = Sn+1(X).
Six € f~Y([n,n+ 1)) entonces x € B, y x € Axn41 para algin k € {0,1,..., (n+1)2"1 — 1} tal que
n< 2,7% pero esto significa que s,(x) =n < ﬁ = Spt1(x).

Finalmente, si x € f*([n+ 1, c]), entonces x € B, N B1, luego
si(x)=n<n+1=sp1(x).

Ahora, veamos que efectivamente s,(x)  f(x) para todo x € X. Si x € X es tal que f(x) = +o0o,
entonces x € B, para todo n € N, luego

sp(x)=n 4.
Si x € X es tal que f(x) < +oo, entonces debe existir Ng = Np(x) € N tal que f(x) < n para todo n > Np.
Entonces estamos diciendo que x € Ak , para cierto k € {0,1, ..., n2" — 1}y n > Ny arbitrario, es decir

k k+1

ﬁgf(x)< o
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2.1. FUNCIONES MEDIBLES

g k
Sn(x) = on
de donde kil K )
0< f(x)—sn(x)<7—§:§,
por lo tanto
sn(x) /7 F(x).

Definicion 2.5. Si f : X — R es una funcion medible, entonces definimos

fr(x) = max{f(x),0}

f—(x) = max{—f(x),0} .

Entonces fi., f— son funciones no-negativas, medibles y que satisfacen
f=»fH—f~f.

Observacion 2.4. La funcién fi es medible por ser el maximo entre 2 funciones medibles. La funcién 7— es
medible pues si g es medible, entonces —g también lo es. En efecto, si a € R entonces

(—9)*(la. o)) = {x € X : —g(x) > a}
={xeX:g(x)<-a}
=g H([~o0, —a]).

Por lo tanto f_ es medible por ser le maximo entre funciones medibles.

Corolario 2.8. Dada una funcién medible f : X — R, existe una sucesién de funciones simples (s;)nen C
Y (X, B) tal que

sp — f
n—oo

Demostracion. Basta tomar s 7 fy y s, A f_y definir
Sp=5T—5s,.

Se deja como ejercicio verificar que s, es efectivamente una funcién simple. |

Definicion 2.6. Decimos que una funcion f : X — C es medible siRef,Imf : X — R son funciones B-Br
medibles.
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2.2. INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES

2.2. Integracion de funciones medibles

Definicion 2.7. Sea (X, B, 1) un espacio de medida. Sea s € ¥ (X, B) una funcion simple no-negativa dada
por

s(x) = ala(x).
icl
Definimos la integral de s con respecto a la medida p como!

/ sdu = au(A).

X icl
En primer lugar debemos asegurarnos de que esto es una buena definicién, es decir, si tenemos que
s(x) = Z aila(x) = Z bj1lg,(x),

i€l JEK

debemos demostrar que

D ai(A) =) bu(By).

i€l j€d
Para ello, notemos que como {A;},c; v {Bf}jeJ son particiones de X entonces A; = |_|j€J AnNBjy
Bj = | lie; Ai N Bj luego

1a.() =) lang,(x) v 1g,(x)=> lans (%),

JjeK iel

Z a,-lA,.(x) = Z blej(X)

icl jeJ

y COomo

debemos tener

s() = aila(x)

iel

= Z Z a[lAimBj(X)

iel jed

s(x) =Y belg(x)

JjeJ

=>"> blans(x)

jed iel
por lo tanto si A; N B; # @, entonces s(x) = a; = b; para x € A; N B}, en consecuencia
ain(AiN BJ') = ju(A,' N Bj) VielVjed

Por lo tanto

D oaw(A) =Y a Y u(AnB)

i€l i€l Jjed

YEn esta definicién siempre supondremos que 0 - +oco = 0.
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2.2. INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES
= Z Z a,'[l,(A,' N Bj)
el jeJ

=2 bu(AnB)
jed el
= Z bj Z/L(A,‘ N Bj)

Jjed el

=>_biu(By),

Jjed

lo que confirma que la definicidn es independiente de la forma de escribir la funcién simple.

Observacion 2.5. Utilizando una idea similar se puede demostrar que si

si() =Y ala(x) v s(x)=Y_ bilg(x)

i€l Jjed

. : . L , ,
son dos funciones simples, entonces existe una particion (Cx)xex y valores {a }, .. {bj}, o tales que

5200 =Y dle,(). v 200= ble,()

keK keK

es decir, podemos tomar una particién comun para ambas funciones simples. Los conjuntos Cy son de la
forma Cx = C; j = A; N B;. Cuando esto ocurra, diremos que las funciones s; y s, estdn soportadas sobre la
misma particién.

Definicién 2.8. Dada una funcion medible no-negativa f : X — R, definimos

/fdu,:sup{/ sdu:OSsSf,seLr}.
X X

Definicion 2.9. Si f : X — R es una funcién medible, definimos

/fdu:/ f+du—/ f_du,
X X X

cada vez que la resta tenga sentido. Y cada vez que escribamos f x fdu estamos asumiendo que dicha cantidad
existe en R.
Cuando dicha resta tiene sentido diremos que f es u-integrable (o integrable si el contexto asi lo permite).

Definicion 2.10. Si f : X — C es medible, definimos

/fdu,:/RefdpA—//lmfdu,,
X X X

cada vez que las integrales existan en R. Diremos que f es p-integrable si Re f e Im f son p-integrables.
En lo que sigue solo trabajaremos con funciones a valores reales.

Antes de continuar, notemos que la definicion es “poco practica” pues implica calcular el supremo de
todas las posibles integrales de funciones simples. Algo mejor seria utilizar la sucesion s, 7 f y simplemente
tomar el limite cuando n — oo. Para ello necesitamos un par de resultados previos.

Lema 2.9. Seans;,s» € X4 y A € Ry. Entonces
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2.2. INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES

/sldug/szdu.
X X

/(51+>\52)du—/ sldu—i—)\/ Sodut.
X X X

Demostracion. Sean sy, s» dos funciones simples, que sin perder generalidad suponemos estdn soportadas
sobre la misma particiéon, es decir son de la forma

s1(x) = Za,lAi(X) y S(x)= ZbilAi(X)'

i€l el

1. Sis; < s, entonces

1. Si sy < s5 entonces a; < b; para todo 7 € /, luego

D ain(A) <Y biu(A).

i€l icl

2. Notar que

(s1+As2)(x) =D (@ + Ab)1a,(x).

icl

Lema 2.10. Supongamos que (sp)peny € X4+ es una sucesion de funciones simples tales que s, / f, y que
s € 24 es cualquier funcion simple tal que 0 < s < f. Entonces

/sdug [im /sndu.
X n—oo X

Demostracion. Por el lema anterior, tenemos que la sucesién (fX spdit) pen €S una sucesion no negativa y no
decreciente de nimeros reales, luego su limite debe existir en IE@ El resultado es evidente si limp_ o0 fx Spdp =
400, por lo que supondremos que lim;— o fx spdu < o0.
Sea X € (0,1) y definamos
Box={x€ X :As(x) <sp(x)},

luego, como s-1g , +0- 155A € 24 por el lema anterior tenemos que

/Aslsmdué/snlsmduﬁ/sn(X)du,
X Y X Y X

puesto que s-1g , < s,-1p,, < sp.

Ahora, notemos que (J,cn Bnx = X. En efecto, como s,  f tenemos que para cada x € X y cada
€ > 0 existe n € N tal que 0 < f(x) — sp(x) < €, pero como s(x) < f(x), para cada A € (0, 1) tenemos que
e = f(x) —As(x) > 0y por lo tanto

f(x) = sp(x) < f(x) = As(x) & As(x) < sp(x),

es decir x € B, x. Ademas, es claro que B, x € Bjy1,a, por lo tanto, gracias a la continuidad de la medida,
tenemos que para cualquier A € B

w(AN Bpx) / u(A)

cuando n — oo.
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2.2. INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES

Finalmente, observar que si s = Z,e, ajla, entonces

400 > |im /snduz [im /snlgmdu,
X X '

n—oo n—oo

> lim /Aslgmdu

n—o0 X

= Iim > Aaiu(A;N Bny)
i€l

= Z aj lim_ (AN Bpa)
il

=X au(A)

iel

:A/ sdu,
X

pero como esto vale para todo A < 1, podemos tomar el limite cuando A — 1~ y obtener el resultado deseado.
|

Corolario 2.11. S/ (sp)pen € X4+ es una sucesion de funciones simples tales que s, / f, entonces

/fdp,— [fim /sndu.
X n—oo X

Demostracion. Como 0 < s, < f para todo n € N tenemos que

/fdu:sup{/sdu:ogsgf,sez+}
X X
Z/sndu.
X

y del lema anterior, si 0 < s < f es cualquier funcién simple, entonces

i [ st [ sau= i [ sduzsn{ [souis<rseni)— [
n—oo X X n—oo X X %
Proposicién 2.12. Sean f, g : X — R, funciones medibles, y A > 0. Entonces

/fdué/gdu-
X X

/(f+>\g)dp,:/ fdu+>\/gdu.
X X X

Demostracion. Tomemos sucesiones de funciones simples positivas s, /' f y 5, /g, luego

1. S5i f < g entonces

1. Sea k € N. Del lema anterior tenemos que s, es una funcién simple que satisface sy < f < g =
lim,_ oo Sn, luego debe ocurrir que

/skdu< [im /§ndu.
X n—oo X

Pero como vale para cada k € N concluimos que

/fdu: [fim /skdug [im /§ndu:/gdu,.
x k—oo Jx n—oo Jx X
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2.2. INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES

2. th=s,+ A5, 1+ Ag.

Observacion 2.6. Notar que en la demostracién hemos visto que si f, g son funciones medibles no negativas,
entonces f 4+ g es medible y Af es medible para todo A € R, pues resultan ser limite de funciones medibles.

Definicién 2.11. Denotamos por L' = L£LY(X, B, u) al espacio de las funciones B-Bg medibles que son
w-integrables y que verifican que fx fdu € R.

Proposicién 2.13. Sea f : X — R una funcién medible, entonces
1. felts|flet

2. Sif € L' entonces

/fdu‘ﬁ/ [fldu.
X X

Demostracion. Tenemos que f = fi. — f_ y |f| = fy + f_, luego

/f|du:/(f++f_)du:/ f+du+/ f_du.
X X X X

/|f|d,u,<+oo<:>/f+du<+ooA/f_du<+oo
X X X

@/ﬂrdu—/f_dueR
X X

@/fdueR.
X

Ademds, si [, |f|du = +oo entonces trivialmente | [y fdu| < [, |f|du, mientras que si [y |f]du < +oo,
entonces fx fidueRy fx f_du € R, asi la desigualdad triangular en R nos dice que

/ fdp,‘ = ‘/ f+du—/ fdu‘

X X X

X X

:/ f+du+/ f_du
X X

Por lo tanto

<

[
Proposicién 2.14. Sean f, g € L! tales que f < g. Entonces
[ fau< [ gdu
X X
Demostracion. Basta notarque f =fL —f_yg=9gy —g—,ysi f <gentonces f; <gyyg_ <f_. |
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Observacion 2.7. Si f, g : X — R son funciones medibles, en general la suma f + g no esta bien definida
puesto que pueden ocurrir los casos 0o + (—oo) 0 —oo + 0o. Es por eso que para hablar de suma de funciones
medibles consideramos el conjunto (medible)

Dy ={xeX:f(x)+g(x) eR}
={xe X :f(x)=+o0, g(x)=—-0} N{xeX:f(x)=—o00, g(x) =00}

y cada vez que se escribe “f + g es medible” se debe entender que f + g : D; — R como funcién Bp.-Bg
medible, donde Bp, es la o-dlgebra de sub-espacio definida en el Ejercicio 1.15.
Para evitar este tecnicismo, usualmente se extiende f + g a todo X por 0, es decir se considera

f(x)+g(x) sixe Dy,

(2.1) h(x) = {0 S x¢D
I X +,

y se verifica que h es medible (ver Ejercicio 2.2).
Mas adelante veremos que si f, g € L' entonces w(DS) =0y por lo tanto el conjunto donde redefinimos
la suma es despreciable. Esto nos dice que h = f + g casi en todas partes.

Proposicién 2.15. Sean f, g € L', entonces para h definida en (2.1) tenemos que h € L' y

/hdu:/ fdp,—l—/gd,u.
X X X

Demostracion. Consideramos h como en (2.1). Para x € Dy tenemos que

[(F +9) () < [FO) 1o, (%) +19()| 1o, (x) < IFO)]+ g0l

/hdu:/ If + gl du g/ |f|du+/|g|du,
X D4 X X

/X(f+9)du=/X(f+g)+du—/x(f+g)du,

pero como (f +9)y — (f+g)-=f+9g="f —f 4+ g4 — g_ tenemos que

de donde

luego h € £'. Ahora

(F+9)++F+g-=(+9)-+Ff +9,

y si integramos a ambos lados obtenemos

/(f+g)+du+/ fdu+/ gduz/ (f+9)du+/ f+du+/ g+du,
Dy D, D, D, Dy Dy

pero como f, g, h € L entonces todas las integrales son finitas, luego se pueden hacer las restas y concluir. B

Proposicién 2.16. SeaAc R y f € L. Entonces \f € L1 y

/ Afdu:A/ fdu.
X X

45



2.2. INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES

Demostracion. Primero notar que

/|Af|du—/ |A||f|du—|x|/ 7] du
X X X

por el resultado para funciones positivas. Luego como f € £! tenemos que |f] € LY, luego Mf € L1 pues
INf| € L.

Para la igualdad de las integrales, consideremos primero el caso A > 0 y notemos que (Af)1 — (Af)_ =
M = M(fy — f-) = ML — A~ de donde

(AF)y + A = (AF)_ + Ay,

integrando obtenemos, gracias a la Proposicién 2.12, que

/(Af)+du+>\/ f_du:/(kf)_d;wr)\/ f.du,
X X X X

pero como todas las integrales son finitas, podemos hacer las restas y obtener el resultado.
Si A < 0 entonces escribimos

A+ + (=Nf = (M) + (=N)F,

e integrando obtenemos que

/X(Af)+du+(—>\)/xf+du:/x(>\f)du+(—>\)/xfdu,

pues —A > 0. El resultado se sigue reordenando los términos. |

Definicién 2.12. Sean f, g : (X, B, u) — R dos funciones medibles. Diremos que f es igual a g en casi todas
partes si es que el conjunto

{xeX:f(x)#9(x)}
es u-despreciable, i.e.
p({xeX:f(x)#9(x)})=0.

Usaremos la notacion f =, g o f = g c.t.p. para sefalar esto, .
De manera analoga se definen <,, >, <, y >u.

Observacion 2.8. Notar que si f = g entonces f =, g, y lo mismo ocurre con las otras relaciones.

Definicién 2.13. Dado un espacio de medida (X, B, ), definimos el espacio L*(X, B, u) como el cociente de
LY(X, B, w) bajo la relacion de equivalencia =,,.

Proposicion 2.17. Sea (X, B, u) un espacio de medida, y sea (X, B, ) el espacio de medida completado.

1. Sea g : X — R una funcion B-Bgz medible, entonces existe f : X — R una funcion B-Bg medible tal
que f =, g.

2. Sif: X — ResB-Bg medibley g: X — R es tal que f =, g, entonces g es B-Bg medible
Observacion 2.9. Recuerde que los conjuntos u-despreciables son los mismos que los fi-despreciables, por lo

que escribir =, es lo mismo que escribir =g.
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INTEGRACION DE FUNCIONES MEDIBLES

Demostracion. 1. Supongamos primero que g € ¥, es decir

9(x) =) gilg (%),

il
donde G; € B, luego G; = F;U N, con F; € By N; € N'. Luego podemos definir

F(x) = gilg(x),
icl
luego {f(x) # g(x)} € U,c; Ni que es despreciable, en otras palabras f =, g.

Ahora supongamos que g > 0, luego existe (5,) C (X, B, u) tal que 5, / g. De lo anterior, existe
funciones simples (s,) € (X, B, u) tales que s, =, 5,. Definamos

Bn={x€ X :sy(x) =35,(x)},

luego la construccién de s, nos dice que u(BS) = 0, y si definimos

B:ﬂB,,

neN

tenemos que u(B) =0y splg(x) = 5,15(x) para todo n € N, y ademas (sp158)nen = (5718)nen €S
no decreciente, luego podemos definir

f(x) = lim sp(x)1g(x),

que resulta ser una funcién B-Bg-medible, y ademds f =, glg =, g pues u(B) = 0.

Finalmente, si g es cualquier funcidon medible aplicamos lo anterior a g4 y g—.

Para ver que g es B-Bg medible notemos que si N = {x : f(x) # g(x)} y si x € g~*([~oc, a)) para
a € R entonces

gx)<ae (gx)<a A xeN)V (gx)<a A xe N
S(gx)<a AN xeN)V (f(x)<a A xe N

pues f(x) = g(x) en N€. Asi

g ([~00,2) = (¢ ([=00,a)) NN) U (F}([~00,2)) \ N) € B.
eNy eB

Observacion 2.10. Si B es completa, f es B-Bg medibley g =, f, entonces g es B-Bg medible.

Observacion 2.11. En virtud de este resultado, de aqui en adelante siempre supondremos que las o-algebras
consideradas son completas, pues en caso de no serlo, podemos pasar a la completada sin grandes cambios.

Proposicién 2.18. Sea f € L1, entonces el conjunto {x € X : |f(x)| = +o00} tiene medida nula.
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Demostracion. Definamos
Bn,={xe X :|f(x)| > n},

luego B, \( B ={x € X : |[f(x)| = +o0}. Notar que por definicion |f(x)|1g,(x) > nlg,(x), de donde

+o0> [ Ifldu= [ 1fl1e,du> [ nigdu=nu8n).
X X X

luego la dnica posibilidad es que u(B,) — 0, pero por continuidad de la medida, tenemos que w(B,) N\ u(B),
luego w(B) = 0. [

Observacién 2.12. Notar que en virtud de esta proposicidn, se tiene que cada clase de equivalencia en L1
tiene al menos un representante que es finito en todo X.

Observacion 2.13. Gracias a esta proposicién tenemos que si f, g € £, entonces la funcién h definida en
la Observacion 2.7 satisface que h =, f + g. Adicionalmente, si f, g € L' podemos suponer que ambas
funciones son finitas, y por tanto h = f + g se puede definir en todo X.

Corolario 2.19. E/ espacio L' es un espacio vectorial.

Proposicién 2.20. Sea f : X — R una funcién en L£L'. Entonces

F=u0e [ Ifldu=o.
X
Demostracion. (=): Si f € ¥ entonces

Fx) = aila(x),

i€l

donde {A;},c, es una particién de X, y {aj};c; € Ry U{0}. Sea Ip = {i € | : a; # 0}, luego

/X Fdu =Y aiu(A)

iel

= > au(A) + Y ain(A)
ie\lo iclo

= Z aip(A;).
i€ly

Por otra parte

{xeX:f(x)£0}=JA

i€ly

y como estamos suponiendo que f =, 0 entonces w(A;) = 0 para todo i € Ip, por lo tanto

/X fdu =) au(A) =0.

i€ly

Ahora, si f € L' es cualquiera, como |f| > 0, entonces podemos tomar s,  |f| con s, € . Sea
B={xe X:f(x)=0},luego 0 <s,1g < |f|1lg =0y como u(B°) =0 tenemos que

Sp = Sn]_B + Sn]_Bc = Sn]_Bc =u 0.
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Por el paso anterior concluimos que fx spdu = 0y por definicién

/|f|du: Ifm /sndu,:O.
X n—oo X

(«<): Notemos que

B:{XEXZf(X)#O}:U{XEX:|f(X)|>,17}:UBn,

neN neN

de donde B, C Bp+1 y por la continuidad de la medidad obtenemos que
w(B) = lim pu(Bn).

1
Pero |f|1g, > +1g,. luego

1 1
0= [ Iflduz [ Ifl1adu= [ S1adu=Tu() 20
X X x n n

de donde w(B,) = 0 para todo n. [

Definicién 2.14. Para cada A€ B y f € L1, definimos

/fdu:/ fladu.
A X

Observacion 2.14. = |f1g| < |f| luego si f € L' entonces flg € L} para todo B € B.
» (flg)+ =flg < fy.

w (flg)-=f1lg < f.
Lo que hace que fB fdu esté bien definida.

Proposicién 2.21. Sea f € L. Entonces
f:uO(:)/fdu:O VAeB.
A
Demostracion. (=): Notar que f =, 0 & f1. =, 0 A f_ =, 0, de donde para todo A € B se tiene que

fila=, 0=, f 1a.
(«<): Definamos By = {x € X : £f(x) > 0} € B, pero con esto

f+ — f]_B+
f.=—flg_,
y como B4 € B podemos usar la Proposicién 2.20 para concluir que fy =, 0 =, f_. |

Proposicién 2.22. Sean f,g € L!.
1. Si u(A) = 0 entonces [, f = 0.
2. f<uge [,fdu< [,gdu VAeB.

3. f=p9 [,fdu= [,9du VAeB.
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4. Si B es completa y h =, f, entonces

heltt A /hdy,:/fdu.
X X

Demostracion. Veamos 1: Sea A € B tal que u(A) =0y sea g := f1la. Entonces {x : g(x) # 0} C A por lo

tanto g =, 0y
f:/gdu:O.
L=,

Veamos ahora 2, el resto queda como ejercicio.
(=): Consideremos el conjunto
B={xeX:f(x)<gx)},

luego como f <, g tenemos que u(B€) = 0. Para A € B tenemos que flang < glang y por lo tanto

/fdy,:/ fladu
A X
:/ flAd/J,+/ flAdp,
B B¢

(«): Como antes, definamos B = {x € X : f(x) < g(x)}. Como B = {x € X : f(x) > g(x)} tenemos que

BCZU{XEX:f(X)Zg(X)+,17}:: U 55

neN neN

Observar que BS ~ B¢, y de la definiciéon de Bf tenemos que

1
flpe > glpe + —lag

de donde por hipétesis

1
/ngZ/ fduz/ gdu + ~u(By),
BS BS B¢ n

luego %M(Bﬁ) <0, con lo que concluimos que u(B§) = 0y por tanto u(B€) = 0. |
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2.3. Teoremas de convergencia

Teorema 2.23 (Teorema de convergencia mondtona, Lema de Beppo Levi). Sea (X, B, u) un espacio de
medida y (f,)nen Una sucesion no-decreciente de funciones medibles no-negativas. Entonces

/ lim f,du = Iim / frdu.
X n—oo n—oo X
Demostracion. Notemos que como f, es no decreciente, entonces f(x) := lim,_ fn(x) esta bien definido

(pudiendo ser +00). Ademas la sucesion fx fodu es también no decreciente por lo que también podemos
hablar de Iimp—oo fx fadu. Como fh(x) < f(x) para todo n, obtenemos que

/ fdu < / Fdu,
X X

lfim / fndug/ fdu.
n—oo X X

Para la otra desigualdad, consideremos A € (0,1) y sea s € ¥4 una funcién simple tal que 0 < s < f. Sea

de donde concluimos que

Bn={x€ X :f(x)>Xrs(x)},

y notemos que como f, es no decreciente, tenemos que B, C B,11. Si x € X entonces As(x) < f(x)y
fa(x) — f(x), luego debe existir n tal que As(x) < f(x) < f(x), es decir x € By, por lo tanto B, / X.

Ademas
/ fodu > / fodus
X n

ZA/ sdu,

pero si definimos v(A) := [, sdu, entonces v es una medida sobre B (ver Ejercicio 2.21), luego v(B,) /* v(X)
por la continuidad de las medidas.
En consecuencia obtenemos que

n—o0

[fm / frdu > Xv(X) = >\/ sdu,
X X
lo que vale para todo A < 1, y podemos pasar al limite A — 1~ y obtener que

[fim / fnduZ/sdu,
n—oo X X

pero esta desigualdad es vélida para cualquier funcién simple s < f, por lo que tomando el supremo obtenemos

lfim / f,,dy,Z/ fdu,
n—oo X X

y el resultado estd probado. |

Corolario 2.24. Si (f,)nen son funciones medibles no-negativas entonces

/XZ fodp = Z/X fodu.

neN neN
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Demostracion. Basta notar que como f, > 0 para todo n € N entonces gy = Z,’:’zl fn N ZneN fp. |

Corolario 2.25. Si (f,),en son medibles no negativas y que verifican f, \, f y que ademds f; € L entonces
1. feLt

2.
/fdp,: lfim / fadu.
X n—oo X

Demostracion. Notar que 0 < f < f, < f1, luego inmediatamente f, f, € £ pues [ f < [\ £, < [, i < 0.
Consideremos ahora A = {x € X : fi(x) < 400}, y definamos g, = folay g =fla. Como f; € L' tenemos
que u(A°) =0, de donde f, =, gn Yy f =, 9.

Finalmente, como 0 < g,(x) < g1(x) < +o0 para todo x € X, tiene sentido escribir h, = g1 — g, > 0,
que ademas satisfaceh, " g1 — g y por tanto podemos aplicar el Teorema de convergencia monétona. W

Observacion 2.15. Notar que en este caso se requiere que al menos uno de los elementos de la sucesion
debe pertenecer a £' (en la demostracién f1). Esto en contraste con el teorema de convergencia monétona
“creciente” que no requiere dicha hipdtesis.

Corolario 2.26. Sea (f,)nen C LY tal que f, 7 f. Luego

felfls Ifm/fndp,<+oo.
X

n—oo

Demostracion. Ejercicio. [ |

Teorema 2.27 (Lema de Fatou |). Sean (f,) funciones medibles no-negativas. Entonces
/ liminf fodu < Ifminf/ fadu
X n—oo n—oo X
Demostracion. Recordar que f(x) = liminf o fn(X) = suppen infx>n fi(x). Definimos
gn(x) = fnf e

que satisface g, < gp+1 y por lo tanto g, ' f, luego usando convergencia mondtona obtenemos que

/fdp,— [fim /gndy,,
X n—oo X

pero
/ gndu :/ inf frdu < / frdu, Yk >n,
X X k=n X
luego
/X fnf fedw < fof /X fed.
de donde se sigue el resultado. |

Teorema 2.28 (Lemma de Fatou Il). Sean (f,),en medibles y g € £L*.

1. Sif, > g para todo n € N entonces

/Ifminf fodu < Ifminf/ fodu.
X n—oo n—oo X
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2. Sif, < g para todo n € N entonces

/Ifmsup fnduzh’msup/ fodis.
X n—oo n—oo JX

Demostracion. Definamos A = {x € X : |g(x)| < oo}, y como g € L se debe tener que u(A°) = 0, luego
podemos definir
hn="Talay h=gla,

luego como f, > g tenemos que h, > h. Mas aun tenemos que f, =, h,, g =, h, de donde obtenemos que

liminf h, =, liminf f,.
n—o0 n—o0

En otras palabras h, — h > 0 y podemos aplicarle el Lema de Fatou I, es decir

/ lfm mf(h,, — h)du < ||m mf/ (h, — h)d
X n—oo
pero como h es finita se tiene que
liminf(h, — h) = liminf h, — h,
n—oo n—oo

por lo tanto, como h € £! podemos escribir

/Il'minfhnd,u—/ hdp,gll'minf/ hndp,—/ hdu,
X n—oo X n—oo X X

de donde se obtiene la primera parte.
La segunda parte se deja de ejercicio. . |

Teorema 2.29 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea (f,)nen Una sucesion de funciones

medibles tal que f,(x) — f(x) para todo x € X. Supongamos que existe g € L tal que |f,(x)| < g(x) para
n—oo

todo n € N y todo x € X, entonces

1. ferh
2.
/ |f, — f]du — O.
X n—oo
3.

/ fodu — fdu.
X n—oo X
Observacion 2.16. En la generalidad que hemos estado trabajando (funciones que admiten valores +o00) y
hablamos de f, — f, lo que se busca es estimar |f, — f|, pero esto puede no tener sentido. Para ello diremos
que la resta es valida solo si u(A°) =0 para A= {x € X : |f(x)| < 400, |fa(x)| < 400 V¥V n € N}, dando pie
a definir
fo— = fla— fla.

Por otra parte, cuando trabajamos con funciones de £! efectivamente w(A€) = 0y por lo tanto siempre

tiene sentido hablar de f, — f en este espacio.

Demostracion. 1. Como |f,(x)| < g(x) se tiene que |f(x)| < g(x) € L.
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2. Consideremos A = {x € X : g(x) < oo}, como g € L! se tiene que u(A°) = 0, por lo que podemos
considerar f := fla=,f, fn =Tfpla=ufn, §:=9la=4 g. Ademds

|Fa(x) — F(x)] < 28,

lim sup ‘fn(x) - f(x)‘ =0¢c Lt
n—oo

luego podemos usar el Lema de Fatou Il para escribir

Oglfmsup/ ]Fn—ﬂdug/Ifmsup‘fn—ﬂduzo.
X X

neN n—oo

/fndu—/fdu'—‘/ffn—f)dulé/\fn—f\du-
X X X X

Definicion 2.15 (Convergencia c.t.p.). Decimos que f,— f c.t.p. si

u({x € X fo(x) A f(x)}) = 0.

Lema 2.30. Sean (f,)nen, f : X — R funciones medibles tales que u({x € C : |f(x)| = c0}) = 0. Parag > 0
v n € N defina los conjuntos
Ane ={x e X |fh(x) = f(x)| > €}.

Entonces f, — f c.t.p. si y solo si para todo € > 0 se cumple que u(limsup A,¢) = 0.
n—oo

Demostracion. Ver Ejercicio 2.19. |

Teorema 2.31 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, versién c.t.p.). Sea (f;)nen Una sucesion

de funciones medibles tal que f,(x) — f(x) c.t.p.. Supongamos que existe g € L' tal que |f,(x)| < g(x)
n—oo

para todo n € N y para casi todo x € X, entonces

1. felt
2.
/ |f, — f]du — O.
X n—oo
3.
/ fody — fdu.
X n—oo X
Demostracion. Ejercicio. |
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2.4. LA INTEGRAL DE RIEMANN

2.4. La integral de Riemann

En esta seccidn abordaremos la integral de Riemman, para ello necesitamos algunas consideraciones previas:
Dado [a, b] € R un intervalo acotado diremos que P es una particién finita de [a, b] si P = {to, t1, ..., th}
donde

a=th<thh <b<..<tp1<t,=b,

y a la cantidad Ap = maxk—o.... n—1 {tk+1 — tk} la denominaremos el paso de la particion.
Si f : [a, b] = R es una funcién acotada, definimos las sumas superior e inferior de f en el intervalo [a, b]

asociada a una particién P = {tg, t1,..., tp} como

n—1 n—1
Sp(f) =Y Mi(tier—t) v sp(f) =D miltiss — t),
k=0 k=0

donde
My= sup f(x) vy meg= inf f(x).

X€[te iz XE[ty, tys1]

Definicion 2.16. Diremos que una funcion acotada f : [a, b] — R es Riemann integrable si para todo € > 0
existe un § > 0 tal que si ‘P es una particion finita del intervalo [a, b] que satisface Ap < §, entonces

Sp(f) - Sp(f) <E.

COMPLETAR

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Sean (X1, B1), (X2, B2) espacios de medida y suponga que X = ALIB para A, B € B;. Muestre
que f : (X1, B1) — (X2, By) es medible si y solo si f‘A (ALANBL) = (X, Bo) y f = (B, BNB1) — (X2, Bo)
son medibles.

Ejercicio 2.2. Sea (X, B, i) un espacio de medida completo, y sean f, g : X — R funciones medibles. Muestre,
usando la definicion de medible, que

1. Si a € R, muestre que af, f 4+ a, 2 : X — R son medibles.

2. Muestre que f + g : X — R es medible. Considere la funcion h : X — R definida en la Observacion 2.7
v muestre h es medible.

3. f-g: X — R es medible.

4. Suponga que g : X — R es medible con g(x) # 0 para todo x € X. Si f : X — R es medible demuestre

que f/g : X — R definida como
_ f(x)

f/g(X)—@-

es medible.

Ejercicio 2.3. Sea f : X — R una funcién y sea D C R un conjunto denso. Muestre que f es medible si y
solo si f~1([—o0, d]) es medible para todo d € D.
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Ejercicio 2.4. Sea f : R — R una funcién Borel medible, y sea @ C R un conjunto numerable. Para cada
g € Q consideremos a, € R arbitrarios y definamos

Fo) — f(x) sixeR\Q,
b = ax si x € Q.

Muestre que  es medible.
Ejercicio 2.5. Sea f : R — R una funcién no-decreciente. Muestre que f es medible.

Ejercicio 2.6. Para cada n € N consideremos f, : (X,B) — R funciones medibles tales que f(x) =
ITm o0 fa(x) esta bien definido.

1. Muestre que {x € X : f(x) > a} es medible para cada a € R.
2. Muestre que f(x) = lImpo0(fr)+(X) y f-(X) = limp0o(fn) = (X).

Ejercicio 2.7. Considere el espacio de medida de Lebesgue (R, B;,£) y sea f : R — R una funcién B, -Bg
medible. Considere las siguientes definiciones:

(1) f es continua casi en todas partes si existe N C £ tal que £(N) =0y f es continua en R\ N.

(x2) f coincide con una funcién continua casi en todas partes si existe g : R — R continua tal que
L{xeR:f(x)#g9g(x)}) =0.

De un ejemplo de una funcién que satisface (x1) pero no (*2), y otro ejemplo de una funcién que satisface

(*2) pero no (x1).

Ejercicio 2.8. Sean (X, Tx) e (Y, Ty) espacios topoldgicos. Considere en X y en Y las respectivas o-dlgebras
Borelianas Bx y By. Sea f : X — Y un homeomorfismo?, muestre que f~*(By) = Bx y que f(Bx) = By.

Ejercicio 2.9. Sea A € B, un conjunto Lebesgue medible. Suponga que F : A x (a, b) — R es una funcion
tal que

= F(-,y): A— R es Lebesgue medible para todo y € (a, b).

= f(x,):(a,b) — R es continua para todo x € A.

1. Muestre que la funcién
f(x):= inf F(x,
()= inf F(x.y)

es Lebesgue medible. Ayuda: Muestre primero que f(x) = f?fb) F(x,q)
q€(a,
qeQ
2. Muestre que g(x) := liminf,_. F(x,y) es Lebesgue medible.
Ejercicio 2.10. Sea f : R — R una funcién Borel medible. Consideramos la derivada de ' : R — R definida

como

si el limite existe en R.

Fl(x) = A@O f(x+ hf)]— f(x)

2Biyeccién continua con inversa continua.
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Para D(f') = {x € R: f'(x) € R} muestre que si f es continua entonces el conjunto D(f’) es un conjunto
Boreliano. Concluya que f' : D(f") — R es una funcién medible. Ayuda: Considere F : R x (0,00) — R,
G : R x (—00,0) — R definidas como

f(x+h)— f(x)
p ,
f(x+h)—f(x)
- .

F(x, h) =

G(x, h) =

Ejercicio 2.11. Sea f : X — R una funcién medible sobre el espacio de medida (X, B, u). Definimos ¢ : R — R
como

o(x) = u(fH((x, o0])).
1. Muestre que @ es no creciente.
2. Muestre que si u(X) = M > 0 entonces @ esta acotada superiormente por M.
3. Muestre que si p(xp) < oo para algin xg € R entonces @ es continua a la derecha en [xg, 00).

Ejercicio 2.12. Sea f : X — R una funcién medible sobre el espacio de medida (X, B, u). Definimos ¢ : R — R
como

P(x) = p(F~(x, o0))).
1. Muestre que ¥ es no creciente.
2. Muestre que si u(X) = M > 0 entonces @ estd acotada superiormente por M.
3. Muestre que si ¥(xp) < oo para algin xp € R entonces ¥ es continua a la izquierda en (xp, 00).

Ejercicio 2.13. Sean f,, f : X — R funciones medibles tales que f,  f. Para cada a € R definimos

En=f,((a o))
E=f"1((a ).

Si u: B — Ry es una medida muestre que u(E,) — u(E).
Ejercicio 2.14. Sean f,, f : X — R funciones medibles tales que f, — f.

1. Para cada a € R definimos

En=f,"((a oq])
E=rf"1((a ).

Muestre que lImsup,_o En = liminf,o Ep = E.
2. Para cada a € R definimos

Fo=f, H([~o0, a))
F=f"Y[-o0,a)).

Muestre que limsup,_soc Fn =Iliminf,00 Fn = F.
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2.5. EJERCICIOS

Ejercicio 2.15. Sean 51,5, € ¥ . Muestre que
s(x) = max{si(x), s2(x)} € .

Ejercicio 2.16. Sea (X, B) un espacio de medible y sean (f,)pen : X — R funciones medibles. Muestre que el
conjunto A es medible, donde A es el conjunto compuesto de todos los x € X tales que (f,(x))nen €S una
sucesion convergente. Ayuda: Considere los conjuntos

1
Anmk = {X € X | fmyn(x) — fn(x)| < k} .

Ejercicio 2.17. Demostrar que =, es una relacién de equivalencia en L.

Ejercicio 2.18. Sean f, g € £! y defina

M(x) = max{f(x), g(x)}

m(x) = min{f(x), g(x)}.
Muestre que M, m € 1.

Ejercicio 2.19. Demuestre el Lema 2.30.

Ejercicio 2.20. Sea (X, B, i) un espacio de medida y sean (f,)nen, f : X — R funciones medibles tales que f
es finita c.t.p. y f(x) = limp—o0 fa(x). Si XA € [0, u(X)) y € > 0 muestre que existe ng € N tal que

p({x e X :|fa(x) —f(x)| <e}) > A para todo n > ng.

Ejercicio 2.21. Considere f : X — [0, +oc] una funcién medible. Para cada A € B defina

ve(A) = / fdu.
A
Muestre que vr es una medida. Ayuda: Considere primero el caso en que f es una funcion simple.
Ejercicio 2.22. Demuestre que el Teorema de convergencia mondtona y el Lema de Fatou son equivalentes.

Ejercicio 2.23 (Teorema de convergencia monétona c.t.p.). Suponga que f, : X — R son funciones medibles
que satisfacen:

] fl(X) >0ctp.,y
w f, < fy41 C.t.p. para todo n € N.
Muestre que
/ lim f,du = Iim / frdu.
Xn—)oo n—o0 X

Ejercicio 2.24 (Lemma de Fatou c.t.p.). Suponga que f, : X — R son funciones medibles que satisfacen
fn(x) > 0 c.t.p. para todo n € N. Muestre que

/ liminf fodu < Il’minf/ fadu.
X n—o0 n—oo X
Ejercicio 2.25. Demuestre el Teorema 2.31.
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Ejercicio 2.26. Sea (X, B, 1) un espacio de medida finito, y sea (f)nen € L£Y(X, B, 14). Suponga que existe
f : X — R tal que f, — f uniformemente, es decir,

sup |fp(x) — f(x)| — 0.
XGX n—oo

Muestre que f € £L(X, B, R) y que
/ fdu = lim / frdu.
X

X n—oo

Ejercicio 2.27. Sea f : [a, b] — R una funcién Riemann integrable. Muestre que f € £!([a, b], £), donde £ es

la medida de Lebesgue, y que
b
/ f(x)dx = / fde = / fde.
a [a,b] (a,b)

Concluya que Teorema fundamental del Calculo vale para la integral de Lebesgue, esto es, si f € C}(R)
entonces

/[ s %de = f(b) — (a).

Ejercicio 2.28. Muestre que
p({x e X :|fa(x) — f(x)| > €}) — 0, para todo € >0
n—oo

es equivalente a
w({x € X : |fa(x) — f(x)| > €}) — 0, para todo € > 0.
n—oo

Ejercicio 2.29. Se dice que f, converge en medida a f si para todo € > 0
uw({x € X : |fa(x) — f(x)| > €}) — 0.
n—oo
Muestre que si fx |f, — f|du — O entonces f, converge en medida a f. Construya un ejemplo de una
n—oo
sucesion f, que converge en medida a f pero que fx |f, — f| du no converge a 0.

Ejercicio 2.30. Una sucesion (f,)qen se dice que es Cauchy en medida si para todo € > 0

w({x € X : |fa(x) — fn(x)| > €}) — 0.

n,m—oo

1. Muestre que se puede construir una subsucesion (fnj)jeN que satisface: si
Aj={xeX: |fnj(x) — fnj+1(x)| > 2_1}
entonces u(A;) < 27/, Concluya que (7n;(x))jen es de Cauchy (en R) si x € (5, AF para todo k € N.

2. Muestre que si (f;)nen €s una sucesién de Cauchy en medida, entonces existe f medible tal que f,
converge en medida a f.

3. Muestre ademds que existe una subsucesion (fnj)kEN tal que 7, — f c.t.p..
J—00

Ejercicio 2.31 (Teorema de Egorov). Sea (X, B, 1) un espacio de medida finito, y sean (f,)nen funciones
medibles tales que f, — f c.t.p.. Muestre que para todo € > 0 existe A C X tal que u(A°) < ey
SUpxea |fa(x) — f(x)| — 0, es decir, la convergencia c.t.p. es convergencia uniforme, salvo en un conjunto de
medida pequefia. Ayuda: Considere los conjuntos Apm = Ugsp {X € X : [(x) — F(x)| > £}
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Ejercicio 2.32. Sea f € L*(X, B, u) y sea € > 0.

1. Muestre que existe s funcién simple tal que s € L1y

/|f—s|dp,<£.
X

2. Suponga ahora que X =R, B=B; y u = £. Muestre que existe g : R — R continua tal que

/\f~g|d£<s.
R

Ayuda: Verifique primero que si f = 14 para A € B, entonces f se puede aproximar por una funcion
simple de la forma

N
k=1

donde I es un intervalo abierto (ver el Ejercicio 1.38). Luego vea que L(a,b) Se puede aproximar por
una funcion continua.

Ejercicio 2.33. Considere el espacio de medida de Lebesgue (R, B;,£), ysea f € L}(R). Paraa# 0y beR
considere la funcién T(a) = ax + b. Muestre que fo T € L' y que

/fd£:|a|/fon£.
R R

Ejercicio 2.34. Para cada n € N sea f, : [0, 1] — [0, 00) una funcién Lebesgue integrable tal que
1
/ fr(x)dx =1 vy / fr(x)dx < — VneN.
[0.1] [F.1] n
Si se define
g(x) = sup fp(x),
neN
muestre que
/ g(x)dx = +o0.
[0.1]
Ejercicio 2.35. Sea f, : [0, 1] — [0, co) una sucesién de funciones continuas tales que
= Si m # n entonces f,(x) # fo(x) para todo x € [0, 1].
= Existe f:[0,1] — [0, 00) tal que f, — f c.t.p..
Muestre que

1 1
Iim / fn(X)dX:/ f(x)dx.
n—oo 0 0

Ejercicio 2.36. Sea (X, B, 1) un espacio de medida completo. Sea f : X — R una funcién medible, y sea
g : X — R otra funcién tal que f = g c.t.p.. Muestre que g es medible y que

p({x e X f(x) >a}) = pu({x € X : g(x) > a})
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Ejercicio 2.37. Calcule el siguiente limite

® sen(x"
Ifm/ ( )dx.
n—oo Jq x"n

Ayuda: Note que (0, 00) = (0, 1] U (1, 00).

Ejercicio 2.38. Suponiendo que dx es la medida de Lebesgue, demuestre el siguiente
Teorema. Sea f : [a, b] x [~1,1] :— R una funcién de clase C! (es decir, es diferenciable en sus dos
variables y las derivadas son continuas). Suponga ademas que para cada t € (—1, 1) se tiene que
f(x,t+h)—f(x,t) of

—
h—0 Ot

(x,t) uniformemente en x.

Muestre que la funcién F : (=1, %) — R definida como F(t) = fab f(x, t)dx es diferenciable y que

dF b of
E(t) = . &(X, t)dX

Ejercicio 2.39. Sea f : R — R tal que f € CO(R) N L}(R), para x € R defina

F(x) = // Fde,

donde £ es la medida de Lebesgue en R y el conjunto /, estd definido como

(0,x) six>0,
Iy=1 O six =0,
(x,0) six<0.

1. Muestre que F es continua.

2. Muestre que F es diferenciable para todo x € Ry que F'(x) = f(x). Ayuda: Para h # 0 considere

F(x+ h) — F(x)

Ap(x) = p

- f(x)
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Capitulo 3

Introduccion a los espacios L”

Sea (X, B, i) un espacio de medida completo (i.e. B contiene a todos los conjuntos p despreciables), y
sea p > 0, p # 1. Consideramos el espacio

LP(X,B,pu)={f: X > R:fmedbley |f|P €L},

1
P
1Flleo = 7], = ( / Ifl"du)
X

LX(X,B,u) ={f: X = R: f medible y existe a € R tal que |f| <, a},

equipado con

También definimos

ademas definimos
|l oo = [|flloc =nf{a e R:|f| <, a} =esssup|f]|.

En general, los espacios £LP y £ no tienen estructura de espacio vectorial, pues f + g no siempre existe.
Sin embargo, en el capitulo anterior vimos que dado f € L£P entonces existe f € L£P tal que f =4 fy
‘F(x)‘ < 00. Como =, es una relacion de equivalencia, entonces podemos definir el espacio cociente

LP(X,B, u) = LP(X. B, ) /:u —{[fl=, : feLr}.
Si tomamos en cuenta todo lo que vimos en el capitulo anterior, entonces tenemos que
Proposicion 3.1.

[fl=, +lg]=, = [F + 3]=,.
Alf]

/ [f]:;du_ / fau

donde se pueden escoger f € [fl=, ¥ G € [9]=, finitas. En lo que sigue, cada vez que digamos f € LP significa
que escogemos f € [f]=, que es finita.
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3.1. EL ESPACIO L!

3.1. El espacio L!

Proposicion 3.2. E/ espacio (L*(X, B, ), ||-|l;) es un espacio vectorial normado.

Demostracion. Solo mencionar que de la proposicidon anterior se obtienen las propiedades de espacio vectorial.
Y de lo visto en el capitulo anterior se deducen las propiedades que debe satisfacer una norma. En particular
notar que

/ fldu =0 f =, 0 [fl, = [0]_,.
X

Se deja como ejercicio completar los detalles. |

Teorema 3.3. L' es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (f,)pen € L' una sucesién de Cauchy. Para demostrar que L es un espacio de Banach,
basta construir un subsucesién convergente.
Como (fy)nen es de Cauchy, podemos encontrar n; € N tal que

1
[fn — fmll; < 5 Yn m>n.
Similarmente podemos encontrar n, > ny tal que

Yn,m2> ny,

1
an - fm”l < ?

y procediendo de manera inductiva, para cada k € N podemos encontrar ngx > n,_1 tal que

Yn,m2> ng,

1
||fn - fm”l < ?

y en particular esto implica que

1
ankJrl_f”kngyv Vk>1.

Veamos que la sucesién gx := f,, es convergente en L1, Sea hy(x) = > }_; |gk+1(x) — gk(x)| y notemos

que
n
> gk — gl
k=1

Ademas, tenemos que 0 < h,(x) < hp+1(x) por lo que el Teorema de convergencia mondétona nos dice que

hy 2 h =301 |Gk+1(x) — gr(x)| con
/hz [im /hngl,
n—oo

es decir h € L' por lo que sin perder generalidad podemos suponer que h es finita c.t.p. y que h, — h c.t.p..
Por otra parte, tenemos que sim>n > 2

n
< Z lgk+1 — gklly < 1.
1 k=1

1hally =

|9m(X) = gn(X)] < [gm(X) = gm—1(X)| + |gm=1(x) = Gm—2(X)| + ... + |gns1(X) — gn(X)|

m—1

= > 1gks1(x) — g (¥))
k=n

< Z |9k+1(X) — gk (x)]
k=n
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3.2. EL ESPACIO L*®

— h(x) = ho-1(x),

y como h,(x) = h(x) c.t.p. tenemos que la sucesion (gn(x))nen €s Cauchy en R para casi todo x, por lo

tanto para casi todo x € X debe existir g(x) € R tal que
gn(x) njgog(x)'

y ademas, pasando al limite m — oo en la desigualdad |gm(x) — gn(x)| < h(x) — hp—1(x) < h(x) obtenemos
que

190 = 19n(X)] < [9(x) = gn(x)] < h(x) c.t.p.en X.

y por lo tanto g € L. Finalmente, por el Teorema de convergencia dominada concluimos que
19— gnlly — 0O,
n—oo

puesto que g — g, njoo c.t.p. vy [g(x) — ga(x)| < h(x) c.t.p. para h e L. |

3.2. El espacio L*®

Lema 3.4. Sea f : X — R medible, entonces |f(x)| < ||f|l, c.t.p..

Demostracion. Si ||f||,, = 400 no hay nada que demostrar, por lo que supondremos ||f||., < +oc. Recordar
que ||f]|, =inf{a>0€R:|f| <, a}, luego para cada n € N existe a, > 0 tal que |f(x)| < a, c.t.p.y

1
an < Iflloc + .

Como |f(x)| < a, c.t.p. tenemos que el conjunto A, = {x € X : |f(x)| < a,} satisface u(AS) =0, y si lo
juntamos con lo anterior podemos escribir

1
7114, < 8 < [Flloo + =,
luego si definimos A = [,,cxy An tenemos que p(A°) =0y 14 < 14, de donde obtenemos que
1
Flla < [fl1a, < Ifllec +

pero esto vale para todo n € N, y el resultado se sigue pues |f(x)| < ||f]|,, para todo x € A. [

El siguiente lema nos dice que la convergencia bajo la norma ||-||,~ es convergencia uniforme salvo por un
conjunto de medida nula.

Lema 3.5. Sea (fy)neny € L y f € L. Entonces

|fo—fllo — 0= JA € B, u(A%) =0, tal que sup|f(x) — f(x)| — 0.
n—oo XEA n—oo

Demostracion. Recordar que en L° siempre podemos suponer que f, y f son finitas en todo X (de lo
contrario podemos tomar representantes en la case de equivalencia que asi lo sean).
(=): Por el lema anterior tenemos que |f,(x) — f(x)| <, [|fa — ||, s decir, si definimos

An=A{x € X [fa(x) = FO) <p lIfn = Flloo
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3.2. EL ESPACIO L*®

entonces u(A5) = 0. Para A = [,y An tenemos que u(A) =0y
|fn - f‘ Ia< ||fn - f”oo'
pero la cota superior no depende del x € A, luego

sup |fo(x) = FO)| < Ifp = Flloo — 0.
XEA n—oo

(«): Por definicion tenemos que
o —fllo =if{acR:|f,—f| <, a}.
Pero
[fa(x) = F()] < fgﬁ'f”(x) — ()] VxeA,
y como u(A€) = 0 entonces

|fa(x) = F(X)] < sup fa(x) = ()| ctp.,

por lo tanto
[fn = Flloo < sup |fa(x) = F(x)| — 0.
XEA n—oo

Teorema 3.6. L°° es un espacio de Banach.

Demostracion. Que (L*°, |-||,,) es un espacio vectorial normado se deja como ejercicio. Veamos que es
completo, para ello consideremos (f;)nen € L una sucesién de Cauchy, donde suponemos sin perder
generalidad que f, es finita para todo n € N. Ademas, como toda sucesién de Cauchy debe ser acotada,
podemos suponer que |||, < M < +o0o para todo n € N.

Con esto en mente notar que

12 (X)] <u ||fn||oo'
|2 (x) — fm(x)] <u 17 = Tmlloo »

luego si consideramos

An={x € X |fa(x)| <pu [Ifallo} .
Bnm = {x € X : |[fa(x) — fm(x)| <u | fn — fm“oo}

tenemos que u(A5) =0y u(By ) = 0. Si definimos el conjunto

A: ﬂAnﬂ m Bn,mv

neN n,meN

entonces cada f, es acotada por M en A, y ademas
0D () ~ ()| < 1~ Fnll =2 0.

en otras palabras, (f,14) es una sucesion de Cauchy en (B(X,R), dx) que se sabe es un espacio métrico
completo, y por tanto debe existir f € B(X, R) tal que

sup [fp(x) = F(x)| = sup |[fa(x)1a(x) — F(x)1a(x)] — O,
XEA xeX h—oo

pero por el lema anterior esto es equivalente a decir que ||f, — f|., — O. [ |
n—oo
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3.3. ESPACIOS LP, P € (1, )

Teorema 3.7. E/ conjunto de las funciones simples f =, aila, es denso en L>(X, B, ).

Demostracion. Ejercicio. |

3.3. Espacios L, p € (1,00)

Lema 3.8 (Desigualdad de Holder). Sean p,q € (1,00) tales que % +% =1, yseanf € LPyge LY.
Entonces f-gc L'y

Ifglly < Il llgllq

Demostracion. Notar que si [|[f][, = 400 o [|g||, = +oc entonces la desigualdad se es cierta trivialmente. De
manera similar, si |[f]|, =0 o si [|g|, = 0 entonces se sigue que f =0 c.t.p. o bien g = 0 c.t.p. y por lo
tanto fg = 0 c.t.p. y nuevamente la desigualdad es cierta trivialmente.

Recordemos la desigualdad de Young para niimeros: si a, b > 0, entonces!

1 1
ab < —aP + —p9.
p q

Si|Ifll,. llglly € (0,00) el resultado se sigue al aplicar la desigualdad de Young para

f‘
_lreol ekl
111, lgllq
en efecto, tenemos que
[FCgC)] _ LIFC)P” | 1)l

1

< =
= p q -
Il lally = 2 IIFlS a lgllg

luego integrando se obtiene que
P q
fllgl 1 [1FF 1 [l 1

1
—_— < = -4+ =1
Iflpllgly = S UflG aJ lgllg p a

Corolario 3.9 (Desigualdad de Holder 2). Sean p, g, r € (1, 0) tales que % + % = % yseanfelPygel9,
Entoncesf-ge L'y

IFgll, < Ifll,llgll

Demostracion. Ejercicio. |

Observacion 3.1. La desigualdad de Holder también vale si p = oo en cuyo caso se interpreta que % =0, es
decirg=ry

1fall, < Il 191l
Corolario 3.10. S/ (X, B, ) es un espacio de medida finita, entonces

[*CLPCLICILY,

para todo 1 < g < p < oo, y en general las inclusiones pueden ser estrictas (ver el Ejercicio 3.3).

Para demostrar esto, notar que de la convexidad de la funcién exponencial tenemos que

1 Poobe
+ie|an:i A
P q p q

1

1 Pyl q 1 P
ab:eplna +q|nb <ielna
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3.3. ESPACIOS LP, P € (1, )

Demostracion. Como el espacio es de medida finita, entonces la funcién constante f = 1x pertenece a todos
los espacios LP, luego como p > g podemos definir

pq
f = —
p—q

luego
1.1 1
rp q

entonces de la generalizacion de la desigualdad de Holder obtenemos que
1

1Fllg < WLANFHl, = (O 11,

lo que nos da la inclusién. |

Observacion 3.2. En general no hay inclusiones entre LPy L9 si p # q. Notar que por ejemplo si u(X) = 400
entonces la funcién 1 = 1x € L pero 1 ¢ LP para ningln p < co.

Teorema 3.11 (Desigualdad de Minkowski). Sean f, g € LP con p > 1, entonces f + g € LP con

I+ 9ll, < [Ifll, + gl -

Demostracion. Notar que para cada x € X

[F(x) + gOIP = IF(x) + g0 () + gO)IP™H < (IFC + 190G IF () + gO)IP

de donde de la desigualdad de Holder se obtiene que
[ie+a < [an+iahie+ e
= [1er+ g+ [ lollf + g

</|fp>él(/|f+g|p>j;+ </9”>1 (/|f+g|p>1i
() (] o)

de donde se concluye la desigualdad. |

IN

T =

Teorema 3.12 (Teorema de convergencia dominada en LP). Sea 1l < p < oo, (f;) C LP una sucesion, g € LP
y f medible tales que |f,| <, gy fs — f c.t.p.. Entonces
n—oo

o= ll, — 0.

Demostracion. Notar que como |f,| < g c.t.p. y como f, — f c.t.p, entonces tenemos que |f| < g c.t.p.y
n—oo
por tanto f € LP.
Ahora |f, — f|P — O0ctp.y |[fo — FIP < 2P7L(|f|P + |FIP) < 2P |g|P c.t.p. y como g € LP podemos apli-
n oo

car el Teorema de convergencia dominada a la sucesién |f, — f|” € L para concluir que [y |f, — f|P du — 0.
n—o0
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3.4. EJERCICIOS

Teorema 3.13 (Teorema de Fischer—Riesz). El espacio LP es un espacio de Banach.

Demostracion. La demostracién es analoga a la del caso p = 1, por lo que solo veremos donde estdn las
modificaciones.
Dada una sucesién de Cauchy (f;)nen € LP le construimos una subsucesién convergente g, = f,, tal que

x

o5 k=1

lgk+1 — gkll, <

La sucesién gk es convergente en LP pues si consideramos hp(x) = >4 _; |gk+1(x) — gk(x)| entonces de
la desigualdad de Minkowski deducimos que

n
1hallp < > llgksr — gull, < 1.
k=1

Ademds, tenemos que 0 < |h,(x)[P < |hya1(x)|P por lo que el Teorema de convergencia mondtona nos dice
que [hp|? 2RI =[S0 (g1 (x) — gk(¥)]|” € LT y podemos suponer que h es finita c.t.p. y que hy, — h
c.t.p..

Tal como en el caso p =1, la sucesion (gn(x))nen €s de Cauchy c.t.p. en Ry por tanto es convergente
c.t.p. a g(x) que ademas verifica

19(xX)| = 1gn(x)| < |g(x) = gn(x)| < h(x) c.t.p. en X.

y por lo tanto |g(x)| < |gn(x)| + |h(x)|, es decir g € LP. Finalmente, por el Teorema de convergencia
dominada en LP concluimos que

lg = gnll, =2 0.
puesto que g — gp njgoo c.t.p. y lgn(x)| < h(x) + |g(x)| c.t.p. para h,g € LP. |

Observacion 3.3. Notar que para p = 2, el espacio L?(X, B, i) es un espacio de Hilbert real (resp. complejo)
para el producto interno

(r.9) = [ fodu (resp. (F.0) = [ fadu)
X X
Terminamos este capitulo con un resultado de densidad

Teorema 3.14. Sip € [1,00) entonces el conjunto de las funciones simples® f = Y icraila, con u(A;) < oo
es denso en LP(X, B, ).

Demostracion. Ejercicio. |

3.4. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Considere (N, P(N), v) el espacio de medida cuenta puntos.

1. Muestre que si f : N — R es medible no negativa, entonces

/Nfdu => f(n).

neN

2En algunos libros, a las funciones simples soportadas en conjuntos de medida finita se les denomina " step functions’ .
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2. Concluya que si p € [1,00) entonces LP(N, P(N), v) es isométricamente isomorfo a £P, el espacio de
sucesiones p-sumables.

Ejercicio 3.2. Muestre las siguientes propiedades
1. figel™=1f-gel> con|fgl <Ifllell9gllo-
2. fel® gelt=f-ge L con|fglly <[l gl

Ejercicio 3.3. Considere el espacio de medida ((0,1),8,£) y sean 1 < g < p < co. Construya un ejemplo
de f :(0,1) - R de modo que f € L9((0,1)) pero f ¢ LP((0,1)). Ayuda: Considere funciones del tipo
f(x) = x?(1 — Inx)® para a, b € R apropiados.

Ejercicio 3.4. Sea (X, B, ) un espacio de medida finito y sea f : X — (0, 0o) una funcién medible cualquiera.

Muestre que
s () (] )

Ejercicio 3.5. Sea f € L(R, B, £) tal que
/ fde =1,
R

y para cada x € [-1,1] y n € N defina u,(x) = nf(nx). Muestre que si ¢ € C([—1, 1]) entonces

1
Iim / uppdl = (0).
-1

n—oo
Ejercicio 3.6. Sean (X, B, ) un espacio de mediday f € L*(u).

1. Sea Ap:={x € X : L <|f(x)| < n}. Muestre que

Ifm/ f|du:/|f|du.
n—oo An X

2. Deduzca que para todo € > 0 existe A € B con u(A) < oo tal que sup,ea |f(X)] < 0o pu-ctp) y

/ If| <e.
X\A

Ejercicio 3.7. Sea f € L1([0, 1], B, £). Muestre que

/1_E |f(x +€) — f(x)|dé(x) —0.
0 e—0

Ayuda: Muestre primero el resultado para f = 1, con | = (a,b) C [0, 1] un intervalo abierto. Ver el
Ejercicio 2.32.

Ejercicio 3.8. Sea f € L1(X, B, ). Muestre que

/|f|du — 0.
A w(A)—0

Ayuda: Muestre primero el resultado para f = 1g con B € B.
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Ejercicio 3.9. Suponga que f : X — (0, 00) es una funcién medible. Se define el infimo esencial como

essinff =sup{c >0:f(x)>cctp}.
) 1
Muestre que essinf f = ———.
esssup 7
Ejercicio 3.10. Sea f € L([0, 2], B, £). Muestre que
2T 27

Iim / f(x)sen(nx)dé(x) = ILm / f(x) cos(nx)dé(x) = 0.
0 = Jo

n—oo
Ayuda: Suponga primero que f = 1, para | C [0, 27] intervalo.

Ejercicio 3.11. Considere f, : [0, 1] — R definida como

nx

falx) = 1+ n2x2’

1
1. Para p > 1 calcule Iim / |fn|P de.
n—oo 0

2. Muestre que (f;)nen NO converge uniformemente ni en L°°.

Ejercicio 3.12. Calcule

lim (sen(x))" e ¥dx.
0

Ejercicio 3.13. Suponga que ||f, — f]|, — 0 para algin 1 < p < oo. Suponga adicionalmente que
n—oo
gn(x) — g(x) para todo x € X con supnen [|gnllo < M. Muestre que ||fagn — fgll, —n—c0 0.
n—,oo

Ejercicio 3.14. Demuestre la siguiente generalizacion de la desigualdad de Holder: Si p, g, r € [1, +oc] son
tales que
1 1 1
-+ ==,
p q r

entonces
Ifgll, < IIfll, Mgl

Ejercicio 3.15. Demuestre el Teorema 3.7.
Ejercicio 3.16. Demuestre el Teorema 3.14.

Ejercicio 3.17. Sea (X, B, ) un espacio de medida cualquiera y sea E € B un conjunto medible. Suponga
que f € L1(X) y que f(x) > 0 para todo x € X. Muestre que

1
lim / fodu = w(E).
E

n—oo

Ayuda: Considere los conjuntos {0 < f(x) < 1} y {f(x) > 1}.

Ejercicio 3.18. Sea (X, B, 1) un espacio de medida y suponga que f € LP(X) para todo p € [1, c0). Muestre
que

Jim [, = 1l

Para probar esto verifique que:
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1. Demuestre el resultado suponiendo que ||f]|,, = 0.

2. Para cada p > 1y a > 0 verifique que
[fllp > aPu({x € X [f(x)] > a}).

3. Si||flloo > 0,y para cada 0 < o < ||f]|,, muestre que ||f],, < Il’nl)inf||f||p. Ayuda: Recuerde que
p—o0
fell

4. Si 0 < |[[fll, < oo entonces ||f[|,, > limsup [|f]|,. Ayuda: Recuerde que f € L*.
p—00

5. Concluya.

Ejercicio 3.19. Sea (X, B, ) un espacio de medida tal que 0 < u(X) < oo. Sea f € L>(X) tal que ||f||,, > 0
y considere, para p > 1,
ap :/ |f|P du.
X

El ejercicio anterior demuestra |im ¢/a, = ||f|.,. el propdsito de este ejercicio es demostrar de forma
p—00
independiente que

. Opy1
T [
p—oo  Qlp

Para ello

1. Verifique que api1 < op ||| oo -

2. Muestre que ap < aﬁlu(X)ﬁ.

3. Para 0 < € < ||f||,, defina el conjunto Ae = {x € X : |f(x)| > ||f|l,, — €} y demuestre que
api1 > (A (Il — €)P.

4. Concluya.

Ejercicio 3.20. Suponga que f,, f € L1(X,Bu) son funciones no-negativas tales que f, — f ctp.y
n—oo

Jx fadie — [x fdu. Muestre que ||f, — f|| ;1 —n— 0.

Ejercicio 3.21. Sea (X, B, 1) un espacio de medida finito. Diremos que una familia F C LY(X, B, u) es

uniformemente integrable si
sup{/ |fldu: f € F} < 0.
X

Iim / |f|du =0 uniformemente en f € F.
A

w(A)—0

Muestre que si f,, f : X — R, son tales que f,, f € LY, f,(x) — f(x) para todo x € X, y

n—oo

n—oo

/ fodu — fdu,
X X

Entonces la familia {f, : n € N} es uniformemente integrable.
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Capitulo 4

Medidas producto

Dados dos espacios de medida (X1, By, u1) y (X2, Ba, u2) nos interesa equipar al espacio producto X x X»
con una estructura de medida: una o-algebra y una medida. Para ello establecemos los siguientes requisitos:

m SiA€ By B € B entonces A x B debe ser medible.
= L a medida de A x B debe ser ui(A) - u2(B).

Notar que gracias al Ejercicio 1.6 sabemos que la familia
S:{AXBZAGB;L,BEBQ}

es una semi-algebral, por lo que gracias a los teoremas de Carathéodory y Hahn podemos considerar el
siguiente esquema para construir una medida en X7 x X5 que satisfaga lo anterior:

1. Definir u : S — R como
p(A X B) = u1(A)ua(B).
2. Considerar la o-algebra B = B1 ® By = 0(S).

3. Extender u a B utilizando los teoremas de extensién.

Sin embargo, para que este esquema funcione, debemos primero garantizar que u : S — R es efecti-

vamente una medida?, y para obtener esto utilizaremos la teoria de integracién que desarrollamos en los
capitulos anteriores.

Definicion 4.1. Sea A C Xy x X5. Para cada a; € X;, i = 1,2 se definen las fibras de A como
m Aj(ap) ={x € X1:(x,a2) € A}.
m Ax(a1) ={y € Xy:(a1,y) € A}.

Lema 4.1. Sea A C X1 x Xs.

1. Si A= A; x Ay, entonces

2 ( ) A1 siar € As,
a =
ez %) Si ap ¢A2

2 ( ) A> sia; € Aq,
a =
2 (%) 5/81¢A1.

!Pero no necesariamente un algebra (y por tanto tampoco o-algebra)
2Hay que demostrar que es o-aditiva
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2. (Ai(a)))c = (A%)i(ay) para (i,j) € {(1,2),(2,1)}.
3. Uren(A)i(@) = (Uxen Ar)i(a)) para (i,J) € {(1,2),(2,1)}.

Demostracion. Ejercicio. |

Lema 4.2. Sea A € By ® B», entonces para cualquier (a1, az) € X1 x X se tiene que Ai(az) € By y
Ax(ay) € Bo.

Demostracion. Consideremos la coleccién de conjuntos
C= {A eEBL®Bs: Al(ag) € B, Var € Xo, A2(81) € By Va € Xl}.

Evidentemente si A= A1 X Ay € By X By, entonces A € C, luego By x B> CC.

Ademds, gracias al Lema 4.1 tenemos que A€ C = A° € Cy (A;) € C = UpenyAn € C, de donde
obtenemos que C es una o-dlgebra.

Con esto By ® B> C C C B; ® By, es decir, la propiedad que queriamos demostrar es cierta. [ |

Proposicion 4.3. Sean (X;, Bj, uj), i = 1,2, dos espacios de medida o-finitos. Para cada A € B1 ® B> se
tiene que

0a: X1 — Ry, oa(x1) := uo(Ax(x1)) es una funcién By-medible, y
Yo Xo = Ry, Ya(x) := u1(A1(x2)) es una funcién By-medible.

Demostracion. En primer lugar, notemos que gracias al lema anterior se tiene que A’()g) € B, y por lo tanto
las funciones w4 y P4 estan bien definidas. Para ver que las funciones son medibles, supongamos primero que
las medidas w1 y w2 son finitas.
Consideremos
M={A€ BB :paes By medibley ¥ es B> medible},

y demostremos que B1 ® B, = M.

En primer lugar, notemos que si A= A; X A> € B1 x B> entonces

wa(x1) = po(A2(x1)) = w2(A2)1a, (x1), ¥
Ya(x) = u1(A1(x2)) = u1(A1)la,(x2),
luego las funciones son medibles. En otras palabras, By x B, € M.

Ahora si A € A(B1 x By), y como By x By es una semi-adlgebra, tenemos que debe existir una familia
disjunta y finita (A¥) ek C By x By de la forma Ak = AKX x A% y que satisfacen

A= | | A%
kek

Como ademds wi(Ai(x)) = > rex i((AK)i(x)) tenemos que

A= Z © Ak

keK

Ya= Y Vax,

keK
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que resultan ser medibles por ser suma de funciones medibles no negativas. Con esto, hemos demostrado que
A(B1 x By) € M. Para concluir que B ® B, € M demostraremos que M es clase mondtona y aplicamos el
teorema de la clase mondtona para concluir que B; ® B> = M.

Supongamos que tenemos (Ap)neny € M tales que A, 7 A. Notar que (Ap)a(x1) 7 Ax(x1), luego por la
monotonia de la medida tenemos que

p2((An)2(x1)) 7 pa(Az(x1)),

de donde obtenemos que

walx1) = [im 0a,(x1) = sgg ©0a,(x1),
n

que es una funcién B; medible (el supremo de funciones medibles es medible). De manera similar se verifica
que Y4 es B> medible, y se obtiene que A € M.
Si por otra parte A, \( A, como las medidas son finitas® tenemos que

p2((An)2(x1)) N p2(A2(x1)),

luego
0a(x1) = inf a,(x1),
neN

y asi @4 es B1 medible. Andlogamente se concluye que ¥4 es B> medible y por lo tanto A € M.
Para el caso general de medidas o-finitas argumentamos de la siguiente forma. Para i = 1, 2 consideremos
(Xi.n)nen C B tales que
pi(Xin) <t+oo y Xin /"X

Para cada n, consideramos las o-algebras restringidas* a cada X; ,, es decir
B,',n = Bl‘x = {AﬁX,'vn A€ B,‘},

y con esto en mente, si A € By ® Ba, consideremos A, = AN X1, X X, Del caso finito tenemos que @4,
es By , medible. Si definimos
_ VA, (x1) sixg € Xy
©Yn = )
0 SI X1 ¢ Xl,n-

entonces @4 es B1 medible para cada ny ademas

PA=SupQa,,
neN
de donde w4 es B1 medible. El caso de ¥4 es andlogo. |

Para evitar eventuales confusiones, en lo que sigue utilizaremos la siguiente notacién: si f : X; — R es u;

integrable entonces
/fdMIZ/ F(xi)du(x;).
X; X;

1

Teorema 4.4. Para i = 1,2 sean (X;, Bj, ;i) dos espacios de medida o-finitos. Entonces existe una tinica
medida . = w1 ® U definida sobre By ® B> tal que

3Recordar que la continuidad decreciente para las medidas requiere finitud de la medida de algtin conjunto.
*Ver el Ejercicio 1.15.
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1. SiA= A1 x Ay € B; x By entonces
(A1 X Az) = p1(A1) - u2(A2).
2. 1 es o-finita.

3. Para todo A € B1 ® B> se tiene que
B = | a(Aaa)dus () = [ m(ArGe))dua )
X1 X2

Demostracion. De la proposicidon anterior tenemos que se pueden definir las siguientes funciones vy, Vs :
B; ® B> — R dadas por

n(A) = /X oa(x)dui (1) = /X b2 (Aa(x0))da (1)
va(A) = | wala)du () = /X (A1 (x2))dsa (x2),

Xz

que gracias al Ejercicio 2.21 son medidas. Recordar ademas que si A = A; X As € B1 x By entonces

0a(x1) = w2(A2)1a, (x1).

luego
(A) = | ua(A)La () () = paAe)is (A2).

Andlogamente v2(A) = ui1(A1)u2(Az), lo que demuestra la parte de existencia de la medida w, ya que
podemos tomar @ := 11 0 = L.
Veamos ahora que si una medida arbitraria v : By ® B, satisface que v(A; X A2) = u1(A1)u2(A2) entonces
v debe ser o-finita. En efecto, consideremos los conjuntos X; ,  X; de la demostracién anterior, luego es
claro que
X1,0 X Xon /X1 % Xo,

y como v(X1,n X Xo.p) = u1(X1,n)u2(X2,n) < 400 tenemos que v es o-finita.

Notemos ahora que como v es una medida entonces 1/1) es también una medida, luego T(A; X Az) =
Bl><32

w1(A)ua(Az) = 11 BB (A1 x Az) es una medida o-finita sobre la semi-algebra By x Bo.
1XD2
Para concluir, notamos que del teorema de Hahn-Caratheodory, la extensién de T a By ® B, debe ser

Unica, de donde concluimos que vy = Vo = U1 ® Uo. [ |

Corolario 4.5. Sea A € B1 ® B». Las siguientes son equivalentes
1. p1 @ pa(A) =0.
2. wa =0 pui-c.t.p., es decir x; — us(Ax(x1)) es nula para ui-casi todo x; € Xi.
3. Ya =0 ux-c.t.p., es decir xo — u1(A1(x2)) es nula para up-casi todo x> € Xo.

Demostracion. Se sigue de

b ® pin(A) = /X b (AL (1)) (1) = /X i (A2 (x2) )itz (x2).
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Observacion 4.1. Es importante mencionar que incluso en el caso en que By y B> sean completas (algo
que hemos venido suponiendo siempre), en general la o-algebra By ® B> no tiene por que ser completa. En
efecto, basta notar que si By = B> = o-algebra de Lebesgue, y si consideramos V' un conjunto no Lebesgue
medible, entonces A =V x {0} no es medible en B; ® By, pero es despreciable, pues V x {0} CR x {0}y
L@ LR x {0})=0.

Con esto en mente, denotaremos B1®B> y u1®uo a la o-dlgebra completada y la respectiva medida

completada.

En los siguientes resultados trabajaremos con o-algebras que no son necesariamente completas.
Lema 4.6. Sea A € B1®B>, entonces

1. Ax(x1) € Ba, para up casi todo x; € Xi.

2. A1(xp) € By, para o casi todo xo € Xo.

3. La funcion
x1 — f2(A2(x1))

es B1 medible.

4. La funcion
xo = 1(A1(x2))

es B> medible.

b Bpa(A) = /X (A2 (x1)) i (x1) = /X HE(A () )dFEE(x2).

Demostracion. Si A € B1®Bs entonces existen B € B1 @ Bo y N € Ny, @, tal que A= BU N. Recordar
que como N € Ny, gu,. debe existir C € By ® By tal que ug @ ua(C) =0y N C C.
Del corolario anterior tenemos que uo(Co(x1)) =g, 0, es decir, existe H; € B tal que Hf es pi-despreciable

p2(Ca(x1)) =0 Vxi € Hy.
Ahora, como B € By ® B, tenemos que Ba(xy) € By para todo x; € Xi, luego como
Ax(x1) = Ba(x1) U No(x1),  No(x1) € Co(x1),

entonces A>(x1) € Bo para todo x; € Hj.
Por otra parte tenemos que

2(A2(x1)) = u2(Ba(x1)) Vxi € Hy,

pero la funcién x; — wo(Ba(x1)) es By medible, luego x; — z(A>(x1)) es By medible.
Finalmente, si u1®u2(A) = pu1 ® ua(B), luego

p1@u2(A) = w1 ® ua(B)
:/x w2(Ba(x1))dp1(x1)

— / po(B2(x1))dui(x1)
X1
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4.1. TEOREMAS DE TONELLI'Y FUBINI

~ [ maaa))dmicn).
X1
Las demostraciones relativas a A;(x2) son analogas. |

Teorema 4.7. Sea f : X1 X Xo — R una funcién By @ B, medible. Entonces

f(-,x) : X1 — R es By medible para todo x» € X»
f(x1,") : Xo — R es B> medible para todo x; € X;.

Si f es Bi®Bo medible, entonces f(-, xo) es By medible para casi todo x» € Xo y f(x1,-) es B> medible para
casi todo x1 € Xj.

Demostracion. Supongamos primero que f es una funcion simple B ® B>-medible, luego
F=> aly
i€l
con A’ € By ® Bo, pero como 1,4i(x1,x0) = Lean,(a)(X2) = Lean, (x)(x1) tenemos que
Fx2) = D ail(an, (o) (),
i€l
que resulta ser una funcidn simple sobre X1, en particular es B; medible. Lo mismo ocurre para f(xi, -).
Ahora, si f es una funcion B; ® B> medible cualquiera, sabemos que existe una sucesion de funciones

simples f, — f, y ademds es claro que
fn('vXQ) — f(',Xg),
n—o00

y como cada (-, x2) es By medible, también debe serlo el limite.
Si ahora f es B1@B> medible, entonces debe existir f que es By ® B, medible tal que f = f u c.t.p. para
U= 1 ® us. Se deja como ejercicio ver que esto es suficiente para concluir. |

4.1. Teoremas de Tonelli y Fubini

Volvamos a suponer que los espacios (X, B;, uj) son completos y o-finitos para i = 1, 2.

Teorema 4.8 (Tonelli). Sea f : X1 x Xo» — Ry una funcién By ® B, medible, entonces

1.
X1 —> f(x1, x2)du2(x2) es una funcion Bi-medible.
Xo
2.
Xo —> / f(x1, x2)du1(x1) es una funcion Bo-medible.
X1
3. Ademas

/X1><X2 fd(ur @ po) = /X1 </x2 f(Xl,Xz)dug(X2)> dua (x1)

= /X2 </><1 f(lexz)dﬂl(Xl)) dua(x2)
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4.1. TEOREMAS DE TONELLI'Y FUBINI

Demostracion. Supongamos primero que f € >, es decir

(4.1) f(x1,x0) :Za,'lAi(X]_,Xz),

i€l

luego para x; € X; fijo se tiene que

/><2 f(x1, x0)duz(x2) = Z aj /x2 Lai(x1, x0)duo(x2)

icl
= Zai/ LA, () (2)dp2(x2)
el X2
= auo((A)a(x)),
icl
pero xi AN uz((AN2(x1)) es una funcién Bi-medible gracias a la Proposicién 4.3.

Si ahora f > 0 es arbitraria, podemos tomar una sucesién de funciones simples (f,)neny € X4 tales que
f, / f. Gracias al teorema de convergencia mondtona tenemos que para cada x; € X3

/ fn(Xl,Xz)duz(Xz)—>/ f(x1, x2)dua(x2)
X n—oo [x,

de donde x; — fxz f(x1, x2)duo(x2) es Bi-medible por ser limite de funciones Bi-medibles. Andlogamente
se verifica que xo — le f(x1, x2)du1(x1) es Bo-medible.

Finalmente, veamos que se las integrales iteradas coinciden con la integral sobre el espacio producto.
Como antes, si f es una funcién simple como en (4.1) tenemos que

/X1><X2 fd(u @ up) = ,Ze; a1 ® /L2(Ai)
=Yoo [ ua(a0ate))n ()

i€l

:/X (Z a;uz((Ai)2(X1))> dua(x1)

i€l

— /X1 </X2 f(Xl,XQ)d,UQ(XQ)) dui(xy),

es decir el resultado es cierto para funciones simples.
Si ahora f > 0 es medible, entonces como antes existe f,  f con f, simple. Nuevamente, gracias al
teorema de convergencia monétona tenemos que la igualdad anterior aplicada a f,, debe preservarse en el

/)<1><X2 fd(u1 @ p2) = /X1 </X2 f(X1,X2)dp,2(x2)> dpi(x1).

La otra igualdad es andloga. |

limite, es decir

El resultado anterior vale si se toma f una funcién B1®B> medible, con las siguientes modificaciones
Teorema 4.9 (Tonelli en la completacién). Sea f : X1 x Xo — R una funcion B1®B, medible, entonces

1

X1 — f(x1, x2)duo(x2) es una funcion Bi-medible para casi todo x; € Xj.
Xz
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2.
Xo — / f(x1,x2)du1(x1) es una funcion Bo-medible para casi todo xo € Xo.
X1

3. Ademas

/X1><X2 fd(u1@up2) = /X1 (/)(2 f(Xl,X2)d/1,2(X2)> d (x1)

- /><2 (/X1 f(leXQ)le'l(Xl)) dp2(x2)

Un corolario simple que se puede obtener del teorema de Tonelli ocurre cuando (X1, B, u1) = (X2, Bo, u2) =
(N, P(N), v) son el espacio de medida cuenta puntos, en cuyo caso las funciones medibles son sucesiones y
las integrales son series (ver Ejercicio 3.1).

Corolario 4.10. Sea (an k)n ken Una bi-sucesion de niimeros reales no negativos. Entonces

ZZ dnk = Z Zan,k = Z Ay k-

neN keN keN neN (n,k)eN?

Teorema 4.11 (Fubini). Sea f : X1 x X> — R una funcion By ® B> medible. Entonces f € L}(X1 x Xo, By ®
Bo, 1 @ wo) siy solo si alguna de las integrales iteradas

/X1 (/x2 f(X1,X2)|dM2(X2)> dui(x1), . ( . If(xl,xQ)|dy,1(x1)) duo(x0)

es finita, en cuyo caso

/><1xx2 fd(ur ® uo) = /X1 </X2 f(Xl,X2)d,LL2(X2)> du1(x)

— /x2 </><1 f(xl,xQ)dul(Xﬂ) duz(x2)

Demostracion. Si f es una funcion B; ® B, medible entonces |f| > 0 satisface las hipdtesis del teorema de
Tonelli, luego

/><1xx2 Ifld(pr @ p2) = /X1 < . |f(x1,x2)|d,u,2(X2)> dpi(x1)

- /X </X |f(x1,X2)|du1(X1)> duz(x2),

de donde obtenemos que si una de las integrales es finita, entonces las otras dos son finitas.
Finalmente, si f es integrable, entonces podemos aplicar el teorema de Tonelli a f; y f_ para escribir las
integrales iteradas. |

Tal como en el teorema de Tonelli, el resultado de Fubini sigue siendo valido (con obvias modificaciones)
si es que f es una funcién B1®B> medible.
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4.2. La medida de Lebesgue en RV

Consideremos (R, By, £) el espacio de medida de Lebesgue. Definimos inductivamente
Bl =B, BM'=pB'®B
=4 "M=iVey

lo que nos da un espacio de medida (R", B’LV,ZN). Cuando el contexto lo permita no usaremos el super-indice
N en esta definicion, esto es, denotaremos por (RV, B, , £) al espacio de medida anteriormente construido.

Definicién 4.2. Definimos el espacio de medida de Lebesgue en RN como la completacion de (RN, B, 2),y
lo denotamos igual. Cuando el contexto lo permita también utilizaremos la notacion “dx” para denotar a la
medida de Lebesgue.

Lema 4.12. Si By = 0(C1) y Bo = 0(C2), entonces
0(C1 xCo) =By ® By,

Demostracion. (C): Evidente, pues C1 x Co C By X Bs.
(2): Sea B una o-dlgebra tal que C1; x C, C B. Veamos que By x B, C B, para ello definamos

Bi={ACXi:Ax X, e B},
y notemos que C; C By. Ademds, B; es o-algebra pues
m A x X2 = (A X XQ)C,

- (UnEN A”) X Xo = UnEN(Aﬂ X X2),

y como B es o-dlgebra se concluye lo afirmado.

Por lo anterior se cumple que By = 0(C1) C By, en otras palabras si A € By entonces A x X, € B.
Similarmente se demuestra que si B € B> entonces X; x B € B. Notando que Ax XoNXiNB=AXxB,
luego By x B> C B.

Finalmente, como C1 x C» C d(C1 x C2) tenemos que lo anterior demuestra que By x By C 0(C1 x Cp),
lo que termina el resultado. |

Observacion 4.2. El lema anterior nos dice que B; se puede construir como la completacién de la o-algebra
generada por ejemplo por

n C1 = {H,N:1 li - 1; € R es un intervalo abierto}.
n O = {H,’\lzl li : I; CR es un intervalo cerrado}.
e 5= {I1 (a1 b : —00 < a < o0, 00 < by < +o00

Los siguientes lemas son enunciados sin demostracion y se dejan como ejercicio al lector.

Lema 4.13. S/ (X1, d1) y (X2, do) son espacios métricos separables, entonces
B(Ta,) ® B(Ta,) = B(Tay X Ta),

donde T4 denota la topologia generada por la métrica d.
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Observacion 4.3. El lema sigue siendo cierto si se considera un producto numerable de espacios métricos
separables. Mas alin, se puede cambiar la hipdtesis de espacios métricos separables, por espacios topoldgicos
cuyas topologias tengan bases numerables (segundo axioma de numerabilidad).

Lema 4.14. Para i = 1,2 sean (X;, B;, u;) espacios de medidas o-finitos. Entonces

B1&B, = By @ Bo.

Observacion 4.4. Como consecuencia de los Lemas 4.13 y 4.14 obtenemos que B; = @, la completacion
de la o-4lgebra Boreliana® en RV.

Proposicion 4.15. Si A € B,, entonces

2N(A) = inf {ZeN(CH) (Conen CSyAC cn} .

neN neN

Demostracion. Sabemos que S es una semi-algebra y que ademads si A € S entonces
n
eN(A) = [T e bi).
i=1

Si definimos u; : S — Ry como

pe(A) =[] (i b)),
i=1

y dado que ya sabemos que £V es o-aditiva y o-finita sobre S entonces concluimos que p; también lo es. Por
lo tanto, gracias a los teoremas de Carathéodory y de Hahn, cualquier extensién de p; ha de coincidir con £V
en o(S) = Byw.

Por otra parte, el lemma anterior nos dice que Bﬁ’ es la completacion de Bgw y por definicidn 2N es la
completacion de £V = p; . En particular, £V debe ser igual a la medida exterior asociada a p; en B[V, esto es,
si A € B)Y entonces

£(A) = ui(A) =inf {Ze(cn) (Co)nen €ESYAC U Cn} .

neN neN

Teorema 4.16. Sea a € R\ {0} y b € RV. Consideremos la funcién H(x) = ax + b, entonces
1. H(Bgw) = Bgw y H(BY) = BY.
2. Para todo A € BY, L(H(A)) = |a|" £(A).
3. Una funcion f : RN — R es (Lebesgue) medible si y solo si f o H es (Lebesgue) medible.

4. Una funcion f : RN — R es (Lebesgue) integrable si y solo si f o H es (Lebesgue) integrable, en cuyo

caso
/ fdx = |aN/ f o Hdx.
RN RN

®La generada por la topologfa de la norma
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Demostracion. Las demostracion de 1.y 2. son analogas a las vistas en el caso 1-dimensional y se dejan de
ejercicio al lector.

La parte 3. se obtiene de observar que f~1(A) es medible si y solo si H~! o f~1(A) es medible y le hecho
de que B = H(B) tanto para B = By como para B =B, .

Para 4. supongamos primero que f es una funcién simple no-negativa, es decir

f= ZailA,, aj >0,
icl
luego es claro que
foH= Z a,-lH—1(AI.)

i€l

y como H71(x) = Ix — 1p, de la parte 2. deducimos que

1 1
foHdx=) al(H ' (A))=—x ) ail(A)=- /fdx.
/RN D at(H AN = - D atA) = o |

icl i€l
Si ahora f es medible no-negtiva, podemos tomar una sucesién de funciones simples no-negativas tales
que f, / f, luego por convergencia mondtona obtenemos que f es integrable si y solo si

Ifm/ fadx < 400,
RN

n—oo

pero por el caso anterior esto ocurre si y solo si
n—oo

lfim / fn o Hdx < 400,
RN

luego, nuevamente por convergencia mondtona, pues f,o H ~ f o H obtenemos que f es integrable si y solo

si f o H es integrable, y en este caso
/ fdx = |a|N/ f o Hdx.
RN RN

Finalmente, aplicamos lo precedente f, y f_ para obtener el resultado para f = f; — f_.
|

Terminamos esta seccién con el teorema del cambio de variables en el contexto de la integral de Lebesgue
Teorema 4.17. Sea T : RN — RN una funcion lineal invertible.

1. Sif >0 es medible o si f € L*(F(Q)), entonces
/ f(x)dx = |det T|/ foT(x)dx.
RN RN

2. Para cada E € By se tiene que £(T(E)) = |det T|£(E).

Antes de demostrar este teorema, notemos que T : RN — RN una funcién lineal invertible si y solo si
T € GL(N,R) el grupo de las matrices invertibles de N x N con coeficientes reales. Ademas, de algebra lineal
se sabe que si T € GL(N,R), entonces T se puede escribir como una composicién finita del siguiente tipo de
operadores
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que son las matrices elementales que se utilizan en la reduccién Gaussiana.

Demostracion. Hecha la observacién anterior, es suficiente demostrar el teorema solo para T;, i = 1,2, 3,
pues si el teorema es cierto para T y para S, entonces también lo es para T o S, en efecto

/ f(x)dx = |det T|/ foT(x)dx
RV RV
= |det T| |det5|/ foT oS(x)dx
RN
= |det(T o 5)|/ fo(T oS)(x)dx.
RN

Para Ty notar que el enunciado del teorema solo dice que hay que intercambiar el orden de las variables Xx;
Y Xj+1, 10 que se puede hacer gracias al teorema de Fubini. Ademds det T; = —1.

Para T», nuevamente gracias a Fubini, primero podemos integrar respecto a la variable x; y usar la
propiedad en dimension N = 1 de que la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones, esto es

luego la identidad se sigue de integrar respecto al resto de las variables y que det T, = 1.

Finalmente, para T3, nuevamente gracias al resultado en dimensién N = 1 de la homogeneindad de grado
1 de la medida de Lebesgue obtenemos que

y como det T3 = ¢ se sigue el resultado al integrar respecto a las demas variables.
La segunda parte del teorema se obtiene al tomar f = 17 () pues en este caso 17 (g)(T(x)) = 1g

£(T(E)) 1 / /
- fix= [ foTdx= | 1gdx=£(E).
et 7|~ JdetT] Juu X7 [, FoTdx= [ 1edx=E)

El teorema anterior se puede generalizar al caso en que T : Q C RN — T(Q) € RN es un difeomorfismo
de clase C!, pero no demostraremos este teorema en este curso.

Teorema 4.18. Suponga que Q C RN es abierto y que T : Q — RN es un difeomorfismo de clase C' (es
decir, T es invertible, y tanto T como T~ son de clase C'). Entonces

1. Para cada E € By entonces T(E) € By y se cumple que £(T(E)) = [ |det DT (x)| dx.

2. Sif >0 es medible osi f € LY(T(Q)), entonces

/ f(x)dx = / foT(x)|det DT (x)|dx.
T(Q) Q
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4.3. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Si C; es una coleccién de conjuntos tales que B; = o(C;), entonces
N
®B,‘ :O'({Cl X...xCn:Cj EC,‘}).
i=1

Ejercicio 4.2. Considere (X, B), (X;, B;j) espacios medibles parai=1,..., N, y considere p; : HL\Izl Xk = X;,
la proyeccion sobre la j-ésima coordenada.

Demuestre que una funcién f : X — Hﬁzl Xy es B—®L\’:18k medible si y solo si pj o f es B-BB; medible
para todo / € {1,..., N}.

Ejercicio 4.3. Verifique que se tienen las siguientes propiedades:

1. Si A= A; x Ay, entonces

2 ( ) A1 siar € As,
a =
ez I sia ¢ As.

A ( ) A> sia; € A,
a =
et g s 81¢A1.

2. (Ai(a))° = (A9i(a)).
3. Unea(AN)i(@)) = (Uxen AV)i(a))-

Ejercicio 4.4. Suponga que f,g : X1 x Xo — R son funciones medibles tales que f = g u; ® ps-c.t.p..
Verifique que (-, x2) =, 9(-,x2) y que f(x1, ) =4, 9(x1,-).

Ejercicio 4.5. Sean f : (X1,B1) - Ry g : (X2, B2) — R dos funciones medibles. Considere la funcién
h: X1 x Xo — R definida como h(x1, x2) = f(x1)g(x2).

1. Demuestre que h es B1 ® B> medible.

2. Sifell(Xy,Bi,u)y ge LY(Xo, Bo, o), muestre que h € LY(X1 x Xo, B ® Bo, 41 @ o) y que

/Xlxx2 hd(p1 @ po) = </><1 fdm) (/){2 gduz) :

Observacion: Los espacios (X;, B, ;) son o-finitos y completos para i =1, 2.
Ejercicio 4.6. Demuestre los Lemas 4.13 y 4.14.

Ejercicio 4.7. Considere (R, B, ,£) el espacio de medida de Lebesgue, y sea £, la medida exterior asociada a
¢,y sea A C R tal que £.(A) = 0. Considere ahora (R?, B, £2) el espacio Lebesgue en R?, con £2 la medida
exterior asociada a £2. Muestre que £2(A x B) = 0 para todo B C R.

Ejercicio 4.8 (Lema de Whitney). Sea U C R" un abierto. Muestre que U se puede escribir como una unién
numerable de cubos cerrados casi disjuntos, esto es

U= G,

neN

donde C, = H,Nzl[a,,, ba]y £(Ch, N Cpy) = 0 cada vez que n # m.
Ayuda: Considere el enrejado de RN compuesto por ZN y sus sucesivas bisecciones.
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Ejercicio 4.9. Demuestre que si A C RV entonces
1. inf {&(U) : AC U, U abierto} = inf {3° . €(Cpn) : A C Upen Cn. Chn es un cubo cerrado},
2. inf{L(U) : AC U, U abierto} = inf {3",cn€(Cpn) : A C Upnen Cnr Cn €s un cubo abierto}.
Ayuda: Recuerde que £((a, b)) = £([a, b]) = £((a, b]).
Ejercicio 4.10. Considere £* la medida exterior de Lebesgue en RV.
1. Muestre que si AC RN y si r € R entonces £*(A+ r) = £5(A) y £5(rA) = |r|N £*(A).
2. Concluya que si A € B; entonces A+ r,rA € B, para todo r € R.
Este ejercicio generaliza lo visto en el Ejercicio 1.42.
Ejercicio 4.11. Complete los detalles faltantes en la demostracién del Teorema 4.16.

Ejercicio 4.12 (Desigualdad de Minkowski para integrales). Sean (X;, B;, u;) espacios de medida o-finitos y
sea f : X1 x Xo — [0, 00) una funcién By ® B, medible. Si 1 < p < oo, muestre que

(/X1 </x2 f(Xl,X2)d.U'2(X2)>pdﬂl(X1)>; < /X2 </X1 f(Xl,X2)pd/J,1(X1)>’1)d‘u,2(X2).

Ejercicio 4.13. Considere el espacio de Lebesgue (R4, B;,dx) y g : Ry — Ry una funcidn Lebesgue medible

tal que
_ [T 9x)
Cqg = /0 NG dx < 0.

Para cada f € L?(Ry, B, dx) definimos la funcién
T = [ aGnf)dy,

1. Muestre que Tf € L2(Ry, B (Ry), dx).
2. Lo anterior muestra que T : L2 — L2 es un operador bien definido. Muestre que T es lineal y que
def . 2
171 sup {IIT 7l : £ € L2, [IFll, < 1} = C.

sen x

‘dx:—l—oo.

Ejercicio 4.14. 1. Verifique que / ‘ :
0

2. Use el teorema de Fubini para demostrar que

3 T senx s
[im dx = —.
T —~+o00 0 X 2

o
Ayuda: Le puede servir considerar / e dy.
0

Ejercicio 4.15. Sea f : X — R tal que f € LP(X), donde (X, B, u) es un espacio de medida o-finito. Para
cada 0 < t < oo considere el conjunto

Er={xe X :|f(x)| >t}
y defina la medida v sobre (R, Br) como la tnica medida que satisface v((a, b]) = w(E, \ Ep).
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. Verifique que v esta bien definida.

. Demuestre que si g : [0,00) — [0, 00) es Borel medible, entonces

/X g0 F()du(x) = / g(s)du(s).

[0,00)

Ayuda: Muestre primero el resultado para g(s) = 1a(s) para A € Bg.

Si dt es la medida de Lebesgue sobre R demuestre que

_ p—1 _
/X ()P du(x) = p /[o,oo)t W(Eo)dt = / sPdu(s)

[0,00)

vale para todo p > 1. Ayuda: Note que 1g,(x) = 1g,(t) = 1g(x, t) donde
E={(x,t) e X xR4 : |f(x)| > t}

yEx={teRy :|f(x)| >t}
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Capitulo 5

Medidas en espacios topoldgicos

5.1. Medidas regulares

Definicion 5.1. Sea (X, B, u) un espacio de medida y (X,T) un espacio topolégico Hausdorff tales que
T C B. Diremos que u es regular si

1. Si K es compacto, entonces u(K) < +oo.

2. W es regular exterior, esto eso, si A € B, entonces

w(A) = inf u(U).
UDA

3. W es regular interior, esto eso, si A € T, entonces

pu(A) = sup  u(K).

K compacto
KCA

Observacion 5.1. Una medida Boreliana que es finita sobre los conjuntos compactos, regular exterior y regular
interior sobre los abiertos se suele llamar medida de Radon.

Proposicion 5.1. Sea (X, B, 1) un espacio de medida regular. Entonces para cada A € B tal que u(A) < +oo

p(A) = sup  u(K).
KCA

K compacto

Demostracion. Es claro que si K C A entonces u(K) < u(A), luego

u(A) > sup  u(K).
KCA
K compacto

Para la otra desigualdad, supongamos primero que existe Ko 2 A compacto. Ahora, como la medida es
regular tenemos que

wKo\A) = inf u(U),
UDKo\A

luego, dado € > 0, debe existir un abierto Uy € T tal que Uy 2 Ko \ Ay
u(lo) < u(Ko \ A) +e.
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Definamos el compacto K = Ko \ Up = Ko NUS§ € Ko N (Ko NA) = KoN(K§UA) = KonNA=Ay
notemos que
A\K=An(KonUg)*©

= AN (K5 U Up)

= (ANKg)U (AN Uo)

=AnNUp

CUpN(AUKSE)

C UsN (AN Ko

= Uo \ (Ko \ A)

y por lo tanto, como las cantidades en cuestién son finitas,

H(A\ K) < u(lo \ (Ko \ A)) = u(Uo) — (Ko \ A) <,

de donde
p(A) = p(A\ K) + (AN K) < e+ u(K),

lo que prueba que
pw(A) < sup - u(K).
KCA
K compacto

En general, podemos tomar Up € T tal que AC Up y
u(Uo) < p(A) +1 < +oo,
luego Uy € T y tiene medida finita, por lo tanto, si tomamos € > 0 debe existir Kg C Uy compacto tal que
(o) < n(Ko) + 2.

Pero AN Ky C Kp, entonces podemos aplicar el caso anterior a AN Ky, es decir para € > 0 dado existe
K1 € AN Ky compacto tal que .
(AN Ko) < u(Ky) + 5

En particular, K1 C AN Ky € A es compacto y
A\ Ki=(ANKiNKy) UANKT NKG)
= ((ANKo) \ K1) U ((AN K7) \ Ko)
C ((ANKo)\ K1) U (Uo \ Ko),

de donde
p(A\ K1) < p(Uo \ Ko) + u((AN Ko) \ K1) <e,

y el resultado se sigue. |

Teorema 5.2. Sea (X, B, 1) un espacio de medida, (X, T) un espacio topologico Hausdorff tales que
= 7T CB.

= Existen (K,) € X compactos tales que* X = Unen Kn-

1Si un espacio topoldgico satisface esta propiedad se dice que es o-compacto.
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» u(K) < 400 para todo K C X compacto.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. w es regular

2. Para todo Aec B
w(A) = inf u(U).
UDA

3. Para todo A € B y todo € > 0 existe U D A, abierto, tal que
u(U\ A) <e.
4. Para todo A € B y todo € > 0 existe F C A, cerrado, tal que

A\ F) <e.
En cualquiera de las afirmaciones anteriores, i.e. si 4 €s regular, se tiene que

pu(A) = sup  p(K)

K compacto
KCA

B C B(X).

Demostracion. (1) = (2): Directo de la definicion.

(2) = (3): Como X es una unién numerable de compactos, entonces i es o-finita pues estamos suponiendo que
los compactos tienen medida finita, luego debe existir una particion disjunta (Ap)peny € B con u(A,) < 400
para todo n € N.

Sea A€ Bye >0, luego por (2) deben existir (Up)peny € T tales que ANA, C U,y
€
w(Un) < u(ANA,) + on’

y como u(ANA,) < u(Ap) < +oo entonces

BUL\ (AN AY)) < o
Notar que
(U un> \ (UmmAn)) c U U\ (ANA),
neN neN neN
luego

d

Uun]\

neN

U(AmAn)D SM(U Un\(AmAn)>

neN neN

< ZU'(UH \(ANAp))

neN

<> e "

neN
= E’
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en otras palabras, si tomamos el abierto U = {J,cyy Un y como A = {J,,ciy AN A, hemos demostrado que
u(U\A) <e.
(3) = (4): Dado € > 0y A € B debe existir U O A€ tal que
MUNAT) <e
luego podemos tomar F = U, luego F C Ay
AN F) = u(ANF9) = p(ANU) = u(U\ A%) <e.

(4) = (1):
Sea A € B. Si u(A) = 400, luego para todo U DO A abierto, entonces u(U) > u(A) = oo, por lo tanto

Jnf_pu(U) = +o0 = pu(A).
UDA

Si u(A) < 400, tomemos € > 0, luego existe F C A€ cerrado tal que
u(AS\ F) <e.
En otras palabras, si tomamos U = F€, tenemos que A C Uy como u(A) < +oo
wUN\A) =u(U) —u(A) <e,

es decir
pw(U) <u(A) +e

de donde

i <
Jnf_u(U) < u(A).
UDA

Como la otra desigualdad es evidente, entonces . es regular exterior.
Probemos ahora que si A € B, entonces

p(A) = sup  u(K).

K compacto
KCA

Sea € > 0y consideremos F C A cerrado tal que
€
WANF) < 3,

consideremos los compactos (K)nen € X tales que X = J, ey Kn, vy definamos
n
Cr=JKnnF.
j=1
Luego C, C A, C,, es compactoy C, 7 F, en consecuencia la continuidad de la medida nos dice que

w(F) = lim pu(Cn).
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Si w(F) = +o0, entonces u(A) = 400 y limp_00 (Cp) = 00, por lo tanto

sup  u(K) > u(Cy) — +oo.
K compacto n—oo
KCA

Si u(F) < +o0 notemos que A= F U (A\ F), luego
u(A) = u(F) + (AN F) < u(F) +e.

Sin embargo, como u(Cp) — u(F) < +oo, debe existir no € N tal que u(Cpy) > u(F) — 5, de donde
n—oo
obtenemos que .
w(A) S pu(F)+ 5 <u(Cr) +e< sup  p(K)+e,
2 K compacto
KCA
lo que concluye la demostracién.

Finalmente, veamos que B C B(X). Sea A € B, luego de las equivalencias anteriores, sabemos que para
cada n € N debe existir un abierto U, y un cerrado F, que satisfacen: F, CAC U,y

1

BUNA) S5, WA\F) <5

De aqui obtenemos que

SN

.U'(Un\Fn):/J'((Un\A)U(A\Fn))S

Gézﬂun: Fa:UFn

neN neN
entonces Gy, F, € B(X) y Gs \ F» C Up \ Fp para todo n € N, por lo tanto

por lo que si definimos

/'L(Gé\Fa) =0,

y ademas F, C A, por lo tanto A= F, U(A\ F,) C F, U(Gs \ F5). En otras palabras, A es la unién de un
conjunto F, € By A\ Fy, que es u-despreciable respeto a B(X). |

Corolario 5.3. (RN B, ,4) es un espacio de medida regular.

Demostracion. Como los compactos son conjuntos acotados en RV, es claro que todo compacto tiene medida
finita y que RN es o-compacto. Veamos que

UA) = fnf L),

U abierto

para todo A € B, . Denotamos por v(A) = inf {£(U) : AC U, U abierto} y notamos que para cada abierto
U D A se tiene que

£(A) < £(U),
y por tanto

L(A) < v(A).

Ahora, si suponemos que £(A) < oo y para € > 0, entonces existe (Rp)pen € S, Ry = Hf\lzl(a,, b;] de modo
que

€
> U(Ry) < U(A) + >

neN
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Cada rectangulo R, se puede agrandar de modo obtener un rectangulo abierto R’n = H,Nzl(a,-, E,) con b; < E,'

tal que
€

2n+l'

URy) < L(Ry) +

La o-sub-aditividad de £ nos garantiza que

U Ro) <D URn) < Y UR) + 5 < U(A) +e,

neN neN neN

y por lo tanto, como A C U,,EN R, que es abierto, entonces
v(A) <L(A) +e,

y la desigualdad se sigue recordando que € > 0 es arbitrario. Gracias al teorema anterior se sigue que
(RN, B, £) es un espacio de medida regular. [ |

Proposicion 5.4. Sea (X, B, u) un espacio de medida regular sobre un espacio topoldgico Hausdorff localmente
compacto y o-compacto. Entonces C-(X) es denso en LP(X,B,u) paral < p < oco.

Observacion 5.2. Un espacio localmente compacto que verifica el segundo axioma de numerabilidad es
o-compacto.

Demostracion. Ejercicio. |

Corolario 5.5. Si 1 < p < oo tenemos que C.(RN) es denso en LP(RN, B, , £).

Proposicion 5.6. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea u una medida finita sobre los Borelianos de
X. Entonces u es una medida de Radon.

Demostracion. Ejercicio. |

5.2. EIl teorema de representacion de Riesz-Markov

A lo largo de este capitulo, trabajaremos en (X, T) un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto.
El propdsito final de esta unidad es encontrar espacios de medida en este tipo de espacios tales que la medida
sea Boreliana y regular. Para ello consideramos el espacio

Ce(X)={f: X = R: f es continua y tiene soporte compacto}

y funcionales lineales positivos sobre C.(X), esto es, funciones de la forma L : C.(X) — R que son lineales y
satisfacen
f>0=L(f)>0.

A modo de ejemplo, consideremos (X, B, 1) un espacio de medida Boreliano tal que pu(K) < oo para
todo K C X compacto. Bajo estas condiciones es claro que C.(C) C L'(X) y que ademas el funcional
Ly : Cc(X) — R definido como

Lu(f) = /X fdu
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es un operador lineal positivo. El teorema principal de este capitulo dice que cualquier operador lineal positivo
ha de ser de esta forma, en el sentido de que si L es un operador lineal positivo sobre C.(X), entonces existe
un espacio de medida (X, B, u) regular (ver Definiciéon 5.1) y

L(f)=Lu(f) VYfeC(X).
Antes de enunciar el teorema, hacemos la siguiente

Definiciéon 5.2. Dado U C X abierto y f € C.(X) decimos que f < U si se satisfacen las siguientes
condiciones

= suppf C U, y
L] OSfSlu.

Teorema 5.7 (Teorema de representacion de Riesz-Markov). Sea (X, T) un espacio topolégico Hausdorff
localmente compacto y sea L : C.(X) — R un funcional lineal positivo. Entonces existe una o-algebra B que
contiene a los Borelianos de X y una tinica medida u : B — R tal que

1. w es finita sobre los compactos de X,
2. W es regular exterior en B y regular interior en T,
3. La o-dlgebra B es completa, y

4
L(f):/ fdu, V£ e C(X).
X

Demostracion. Haremos la demostracion de este teorema en varios pasos.

l. Unicidad de u. Consideremos dos medidas w1 vy w2 que satisfacen las consecuencias del teorema, y veamos
que u1(K) = ua(K) para todo compacto K C X. Sea K C X un compacto, como 1 es regular, dado € > 0
ha de existir U D K abierto tal que

pi(U) < pi(K) +e,

ahora, gracias al lema de Urysohn para espacios Hausdorff localmente compactos, existe una funcion f € C.(X)
talque 0 < f <1, f(x) =1six € K consuppf C U (ver por ejemplo [9, Theorem 2.12]) de acuerdo a
nuestra definicion, esto significa que f < U y ademas se satisface que 1x < f. Ahora, como las medidas
satisfacen L = L, = L,, tenemos que

Mz(K):/ 1kduo
X
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y como lo anterior vale para todo € > 0 concluimos que

u2(K) < pi(K),

y por la simetria del argumento, concluimos que u1(K) = u2(K) para cualquier K compacto en X. Por la
regularidad de las medidas, concluimos que w1 (U) = uo(U) para todo abierto U, y a fortiori en todo conjunto
medible.

I1. Definicidon de w. Primero vamos a definir i sobre los abiertos de X de la siguiente forma

(5.1) w(U) =sup{L(f): f<U},

y notemos que si U; C Us y si f < U; entonces f < Us, luego u(U;) < w(U>). Lo anterior nos permite
extender p a todo P(X) como

W(A) =inf{u(U): ACU, UeT},

pues se satisface que u(U) = u*(U) para todo U € T.

Veamos que u* es una medida exterior. Claramente u*(@) = 0 y como u es mondtona sobre los
abiertos, entonces u* también ha de serlo. Solo nos queda ver la o sub-aditividad. Supongamos primero que
U= UneN U, con U, abierto y demostremos que

u(U) <D u(Un).

neN

Sea f < Uysea K =suppf que es compactoy K C U, luego existe N € N tal que K C UnN:1 Un,.
Consideremos g1, .. ., gn una particién de la unidad (ver por ejemplo [9, Theorem 2.13]) subordinada al
cubrimiento (JN_, Uy, esto es

® gp € Cc(Un) c CC(X)v y

- lequl gn =1

Gracias a la particion de la unidad y la linealidad de L, podemos escribir f = E,’:’Zl fagny

N
L(F)=>_L(fgn).
n=1

como fg, < U, tenemos que L(fg,) < u(Uy), y por tanto

N
L(F) <) p(Un) < (Un).
n=1

neN
Dado que la desigualdad anterior vale para todo f < U concluimos que
w(U) <Y u(Un).
neN

Como consecuencia de la desigualdad anterior obtenemos que

inf{u(U):ACU UeT}= fnf{Zu(Un) CAC | Un UpeT Vn eN}
neN neN
y gracias al Ejercicio 1.31 concluimos que u* es una medida exterior.
Ahora que tenemos una medida exterior, consideramos B como la o-dlgebra de Caratheodory asociada de
w* (que sabemos es completa gracias al Teorema 1.21) y la medida u es la restriccion de u* a B. Para poder
concluir necesitamos que:
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= 7T CB,

m (4 es finita sobre los compactos de X,

m [ es regular exterior y regular interior sobre los abiertos, y
m [ =1,

Ill. Los abiertos son medibles. Si A C X es tal que u*(A) < +oo, debemos demostrar que si U € T
entonces
p (A) = (ANU) +u"(ANU°).

Supongamos primero que A € T, luego ANU € T es u-finito y por lo tanto, dado € > 0 debe existir f < ANU
tal que
w(ANU) < L(f) +e.

Sea K =suppf, luego AN K< € T es también u-finito y por lo tanto debe existir g < AN K¢ tal que
HANKS) < L(g) +e.
Con lo anterior tenemos que supp f Nsupp g = & y por lo tanto
supp(f +g) =suppf Usuppg C(ANU)U(ANK ) C A
y ademds f 4+ g € [0, 1], en otras palabras f + g < A, y por lo tanto
w(A) = L(F+9) = L(F) + L(g) = w(ANU) + w(ANU) —2¢

lo que nos da la desigualdad deseada pues u* = w sobre los abiertos. Ahora si A C X es arbitrario y si
w*(A) < oo entonces por definicion, dado € > 0 debe existir V € T tal que AC V y u*(V) < u*(A) + ¢,
pero de lo anterior y de la monotonia de u* tenemos que

pr(A) > (V) —e€
>uvVnU)+u(VNU) —¢
>p (ANU)+u (ANUS) —¢,

lo que demuestra que U € B.
IV. 1 es regular exterior. Notar que de la definicidn tenemos inmediatamente que

w(A) = pu*(A) =inf{u(U) :ACU, UecT},

para todo A € B, es decir u es regular exterior.

V. w es finita sobre los compactos. Sea K un compacto en X y sea U DO K un abierto tal que U es compacto
en X (ver [9, Theorem 2.7]) luego podemos construir una funcién f € C.(X) tal que f(x) =1si x € K
y f(x) =0 si x € U° donde ademds 0 < f(x) < 1 para todo x € X (ver [9, Theorem 2.12]). Sea ahora
V ={xe X:f(x) >3} que es abierto y satisface K C V, luego

u(K) < u(v)
y por otra parte, si g < V entonces g < 1y < 2f. Por lo tanto, como L es positivo se cumple que
0 < L(2f —g) = L(g) <2L(f)
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lo que implica que
p(K) < u(V) =sup{L(g) : g <V} < 2L(f) < cc.

VI. i es regular interior. Debemos probar que si U € T entonces
w(U) =sup{u(K): K C U, K compacto}
Sea U € T. Si u(U) = 0 entonces es evidente que
0 <sup{u(K): K CU K compacto} < u(0) =0,
luego basta probar el resultado para U € T tal que u(U) > 0. Como
w(U) =sup{L(f): f<U}

entonces para todo 0 < a < p(U) debe existir f < U tal que L(f) > a. Sea K = supp f y consideremos
V' O K un abierto, entonces

w [(f) <u(V), pues f <V,
w () <uK)=if{u(V):KCV,VeT}y
m a<L(f) <u(K)<wuU) puessK CUYUET.

Como lo anterior vale para todo a < u(U) y, como sup {u(K) : K C U, K compacto} < u(U), concluimos
que
w(U) =sup{u(K): K C U, K compacto}.

VII. u representa al funcional L. Finalmente, debemos demostrar que

L(f) :/deu

para todo f € C.(X). Primero notemos que, gracias a la linealidad de L y de la integral, basta probar el
resultado para f € C(X) tal que f(x) > 0, puessi f € C-(X) podemos escribir f = fi.—f_ con fy, f— € Cc(X)
y fy,f— > 0. Ademas, dada f € C.(X) con f > 0, entonces existe M > 0 tal que 0 < f= ﬁf <l vy
nuevamente por la linealidad de L y de la integral, solo debemos probar el resultado para f.

Supongamos entonces que f € C.(X) satisface 0 < f <1.ParaneNyk=1,..., n consideremos las
funciones continuas (ver Ejercicio 5.6)

1 si f(X)Z%,
(5.2) fix) = nf(x)—k+1 si — §f(x)<%,
0 si f(x)<%,

y notemos que si para cada x € X entonces

= si f(x) =0 se tiene que fx(x) = 0 para todo k,
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=S k"—n_l < f(x) < % para algin ko € {1,..., n} entonces si k < kg — 1 entonces % < % < fi(x)
luego fx(x) = 1. De manera similar, si k > kg + 1 entonces fx(x) < k—,? < k;nl por lo tanto fx(x) = 0.
Lo anterior nos dice que podesmo escribir

1 sil<k<k —1,
fu(x) =< nf(x) —ko+1 si k=ko,
0 siko+1< k<n,
y en cualquier caso notamos que
n ko—l n
YA =f+ Y fit > fi=nf(x).
k=1 k=1 k=ko+1
Ahora, para cada k=1,..., n consideremos los conjuntos compactos K, = {x e X:f(x)> %} y Ko =

supp f, que satisfacen Ky C Ki_1 y nos permite escribir

1 si x € Kk,
fu(x) =< nf(x) —k+1 sixe K1\ Kg
0 six € Kg_yq,

de donde es claro que 1k, < fx < 1k, , Y en consecuencia

(53) w(Ke) < /X fidu < u(Ke_1).
Veamos que también se satisface

(5.4) w(Ki) < L(fi) < p(Ki-1)-

En efecto, como 0 < f, < 1k, ,, entonces para cualquier abierto U 2 Kjy_; se cumple que f < Uy por lo
tanto L(fx) < u(U). Como esto es valido para todo abierto U O Kx_1 concluimos que

L(fi) <inf{u(U) U2 K, UeT}=pu(Ki-1).
Por otra parte, para cada 0 < € < 1 consideramos el conjunto abierto
Ve={xeX:fi(x)>1—¢}.

Si g € Cc(X) es tal que g < V; entonces g < 1%51‘;( y por lo tanto L(g) < 1%£L(fk). Pero como V; es abierto,
podemos calcular u(Vz) usando y (5.1) obtenemos que

W) =0 {L(9) -9 < Ve} < 7 L(h).

Como ademds 1k, < fx tenemos que Ky C V¢ y la monotonia de u nos dice que

B(Ki) < BOG) < T L(R)

lo que al hacer € tender a 0 demuestra la otra desigualdad en (5.4) .
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Si juntamos (5.3) y (5.4) obtenemos que

/ fedis — L(f)
X

< u(Ki—1) — u(Kk),

lo que implica que

/deu - L(f)‘ = ,17;:1 (/X fedu — L(fk)>‘
< 1; [ At
< ;éwm_l) - u(K0)
= ((Ko) — (Ky))
= %M(Ko)

pero como Ky = supp f es compacto, entonces u(Kp) < oo, y por lo tanto, al pasar al limite n — oo
obtenemos lo deseado. |

5.3. Ejercicios

Ejercicio 5.1. Demuestre el Proposicidon 5.4. Ayuda: Note que basta demostrar que para cadae >0y Ae B
existe g € Cc(X) tal que [|14 —gll, <.

Ejercicio 5.2 (Teorema de Lusin). Sea f € L*(X, B, u). Dado € > 0 entonces existe un conjunto medible
A € B tal que

u(A) <e,

y flac es continua.

Ejercicio 5.3. Sean (X, B, ) un espacio de medida regulary f € L1(X, B, ). Muestre que la medida

v(E) Z/Elfldu

es una medida regular. Para ello
1. Demuestre el resultado suponiendo que w es finita. Ayuda: Use el Ejercicio 3.8.
2. Generalice lo anterior al caso de que u es o-finita.

3. Concluya. Ayuda: Note que v(A) = v(AN{x e X :|f(x)| > 0}) y considere los conjuntos X, =
{x e X:|f(x)] > %}

Ejercicio 5.4. Sea (R, Bg, 1) un espacio de medida finita sobre los borelianos de R. El propdsito de este
ejercicio es demostrar que w es regular. Para ello

1. Muestre que si —oo < a< b< oo ysi R=(a, b] (entendiendo que (a, o] = (a, o)), entonces

wR)= inf u(U).

U abierto
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2. Si A € Bg, muestre que para cada € > 0 existen R, = (ak, bx], k € N, tales que

w(A) +e>> u(R).

keN

Ayuda: Recuerde los teoremas de Carathéodory y Hahn relativo a extensiones y unicidad de medidas.
3. Concluya.

Ejercicio 5.5. Demuestre la Proposicién 5.6. Para ello defina
B ={Ae€B:Ve>0existen O 2 A abiertoy F C A cerrado tales que u(O\ F) < €} .

1. Muestre que B’ es o-dlgebra.

2. Muestre que si F C X es cerrado, entonces O, := {x e X:d(x, F)< %}T es un conjunto abierto para
cada ne Ny que O, \(F.

3. Muestre que si F C X es cerrado, entonces F € B'. Concluya que B’ = B.
4. Demuestre que w es regular exterior y regular interior..

Ejercicio 5.6. Muestre que las funciones fi definidas en (5.2) son continuas y que tienen soporte compacto
en X.

Ejercicio 5.7. Para f € C-(R) denotamos la integral de Riemann de f como R/ fdx.
R

1. Muestre que L : Cc(R) — R definido como

um:R/fw
R
es un funcional lineal positivo.

2. Si £ denota la medida de Lebesgue y si u; es la medida de Riesz-Markov asociada el funcional L,
muestre que u; (A) = £(A) para todo A € Bg.

b b
R/ fdx:/ fde
a a

para todo f acotada y Riemman integrable en el intervalo acotado [a, b]. Ayuda: Muestre primero que
sif =1¢cqy con (c,d) C [a, b] entonces para cada € > 0 existe g € Cc((a, b)) tal que0<g<1y

3. Concluya que

b
R/ |f —gldx <e.
a

Comparar con el Ejercicio 2.27.

'Recuerde que si Y C X entonces
d(x,Y)=inf{d(x,y):y €Y}.
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Capitulo 6

Medidas con signo y el teorema de
Radon-Nykodym

6.1. Medidas con signo

Hasta ahora hemos trabajado con funciones de conjuntos u : B — R, y cuando éstas son o-aditivas,
entonces las denominamos medidas. Sin embargo, nada impide de hacer una teoria sobre funciones o-aditivas
a valores reales, no necesariamente no-negativos.

Definicién 6.1. Dado un espacio medible (X, B), decimos que v : B — R es una medida con signo si
m V(A) € (—o0, 0] 6 V(A) € [0, 0) para todo A € B,
= Y(2)=0,vy
m v es o-aditiva.
Al trio (X, B, v) lo llamaremos espacio de medida con signo.
Ejemplo 6.1. = Sean w1, ko medidas (positivas) donde al menos una de las dos es finita. Entonces
V(A) = p1(A) — p2(A)
es una medida con signo.

= Sea (X, B, u) un espacio de medida finita, y sea f una funcién medible tal que fy € £ o £ € L1,

entonces
V(A) = / fdu,
A

es una medida con signo en (X, B).
Lema 6.1. Sea A C B conjuntos medibles. Si |v(B)| < oo entonces [V(A)| < 0.

Demostracion. Sin perder generalidad supongamos que v > —oo. Pero por la aditividad de v podemos escribir
v(B) =v(B\ A)+v(A)

entonces la tnica posibilidad para que v(B) sea finito es que tanto v(B \ A) como v(A) sean finitos. [
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Observacion 6.1. Notar que no necesariamente se cumple que A C B = v(A) < v(B).
Proposicién 6.2 (Continuidad). = Si A, A entonces v(A) = limpeo V(AD).
m SiA, N\ Ay (A1) € R entonces v(A) = limp_00 V(An)

Demostracion. Solo haremos la primera parte, la segunda se deja como ejercicio al lector.
Si A= ,enAncon A,_1 € A, podemos escribir A, = (A, \ Ap—1) L A,—1 y por lo tanto

V(An) = V(An \ An—l) + V(An—l),

como esto vale para todo n concluimos por induccién que

N
V(AN) = (A1) + D v(Aq\ Ana),
n=2

y si definimos Ag = @ entonces
N

v(AN) = Y v(An\ Ana),

n=1

pero como A = |_|nEN A, \ A,_1, de la o-aditividad de v obtenemos que

N
V(A) =D w(An\ Apt) = Iim D w(An\ Apt) = lim w(A),
neN n=1

lo que demuestra el resultado. |

Lema 6.3. Si v es una medida con signo y si |v (|l,en An)| < oo entonces
Z lv(An)l
neN

es convergente.

Demostracion. Sin perder generalidad supondremos que v(A) > —oo para todo A € B. Definamos

At = An siv(Ap) >0,
o siv(Ap) <0

A, siv(Ay) <0,
- {@ si U(Ay) > 0.
Luego las series
v (l_l Af) = Zu(Af),
neN neN

convergen en R pues consisten solo de términos del mismo signo, mas atn, la serie que consiste de los
términos no-positivos debe ser finita pues v no alcanza el valor —oo. Finalmente, tenemos que

v <|_| A,,> =D V(A =D w(AD) + D (A,

neN neN neN neN
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pero como el lado izquierdo es finito, la Unica posibilidad es que la serie de los valores no-negativos también

sea finita, y por lo tanto
DA =D v(AD) = u(A)

neN neN neN
es finita. [ |

Definicion 6.2. Sea (X, B, v) un espacio de medida con signo. Diremos que A € B es un conjunto positivo
(respectivamente negativo) para v si para todo B C A, B € B se cumple que

v(B) > 0 (respectivamente v(B) < 0).
Un conjunto se dice despreciable si es positivo y negativo a la vez.

Lema 6.4. Sean (An)nen € B conjuntos positivos (respectivamente negativos, despreciables). Entonces
UnGN A, es un conjunto positivo (respectivamente negativo,despreciable).

Demostracion. Sea B C A :=J,cy An, entonces

A= |_|Bn,

neN

donde

n—1

Bn=An\ <UAk>.

k=1

Por lo tanto
B=||BNnB,
neN

de donde se obtiene que

v(B)=> v(BNBy),

neN

pero BN B, C A, luego como A, es positivo (respectivamente negativo, despreciable) entonces v(BNB,) > 0
(respectivamente < 0, = 0), de donde se concluye el resultado. |

Teorema 6.5 (Teorema de descomposicion de Hahn). Sea (X, B, v) un espacio de medida con signo. Entonces
existen un conjunto positivo P y un conjunto negativo N tales que X = P U N.

Mds alin, si existe otro conjunto positivo P’ y otro conjunto negativo N’ tales que X = P’ LU N’, entonces
PAP" y NAN' son despreciables.

Demostracion. Sin perder generalidad supondremos que v > —oo. Definamos
Z=inf{v(A): Ae B, A esnegativo},

notemos que Z < 0 pues A = & es un conjunto negativo y v(&) = 0. De la definicién de Z podemos encontrar
una sucesion de conjuntos negativos A, tales que

v(A,) — I.

n—oo

Si definimos N = |J,cry An entonces v(A) = Z por la continuidad de la medida con signo v. Notemos ademds
que gracias al Lema 6.4 el conjunto N es negativo.
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Veamos que P = N€ es un conjunto positivo. En caso de no serlo, ha de existir B C P tal que v(B) < 0.
Si B es un conjunto negativo, entonces N U B es un conjunto negativo y

v(INUB)=v(N)+v(B)<ZT

lo que es una contradiccién con la definicién de infimo. En consecuencia B no puede ser un conjunto negativo,
es decir, existen un subconjunto C C By k € N tales que

1
v(C) > —,
(€)=
lo que implica que si m € N es tal que m > k entonces v(C) > % y por tanto podemos definir

1
ki = mfn{k € N existe C C B tal que u(C) > k} < k.

Denotamos C; C B a un conjunto tal que v(Cy) > k% y observamos que como —oo < v(B) < 0 entonces
por el Lema 6.1 tenemos que v(C1) es finito y por tanto

U(B) = V(B C1) + v(B1) = V(B C1) = (B) ~ 1(C1) < U(B) — 4 < 0.

Si denotamos por B; := B entonces el conjunto B, := By \ C; satisface entonces que B, C By C A€
y v(Bz) < 0, y por tanto podemos repetir el argumento precedente. En caso de que B, sea negativo,
entonces llegamos a la contradiccién deseada, de lo contrario podemos encontrar Co» C B> y ko € N tales que
Bs = By \ Co C B, satisface v(B3) < v(B32) — k%

Si seguimos de manera inductiva este proceso, o bien encontramos un B, C B que es negativo y se
obtiene la contradiccién, o bien obtenemos conjuntos (C,)nen, (Bn)nen € By enteros {k,},cy tales que

= B =B,
= C, C By,
= k,:=min{k € N: existe C C B, tal que u(C) > £}, y

» Byi1=Bp\ Ch= B\ Uj_; Bk satisface

v(Bpy1) < v(Bp) — < 0.

kn+1
Notar que los conjuntos Cp, son disjuntos entre si, pues Cp+1 € Bpy1 = B, \ Cp, por lo tanto
1 < v(Cp) =v Cnl,
n kn
eN neN neN

pero como ey Cn € By v(B) es finita se tiene que v (|_|nGN Cn) también ha de serlo gracias al Lema 6.1.
Por lo tanto se debe cumplir que k, — 0.
n—oo

Definimos
BOO:L@%B,,:B\UC,,,
neN
N
y observamos que B, es negativo. En efecto, notemos que si D C By, entonces D C B\ |J C, = By para
n=1
todo N € N entonces
1
6.1 D)< ———:,
(6.1) YD) < 1
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pues de lo contrario se tendria que D C By y v(D) > ﬁ lo que contradice la definiciéon de ky. En

consecuencia, como (6.1) vale para todo N tenemos que v(D) < 0, lo que concluye la demostracién.
Finalmente, si P’y N’ son otra descomposicién de X, entonces P\ P’ C Py como P es un conjunto
positivo, entonces P’ N P también es positivo. Por otra parte PN P’ C Ny como N’ es un conjunto negativo,
entonces P\ P’ también es negativo. En conclusién P\ P’ es un conjunto despreciable. EI mismo argumento
aplica para PP\ P, N\ N'y N"\ N. [

Definiciéon 6.3. Dadas dos medidas con signo vy, v» : B — R, decimos que v1 y v» son mutuamente singulares
si existen A1, A> € B tales que

m X = A UA,

m A; es vo-despreciable, y

m A es vi-despreciable.

Denotamos por v1 1 v»> a dos medidas mutuamente singulares.
Observacion 6.2. Informalmente se suele decir que v; estd soportada en A;, 1 = 1,2.

Teorema 6.6 (Teorema de descomposicion de Jordan). Sea (X, B,v) un espacio de medida con signo.
Entonces existe un dnico par de medidas (positivas) vt v~ : B — R tales que

Mas adin, al menos una de las dos medidas es finita. En caso de que v sea finita (respectivamente o-finita),
vt y v~ también son finitas (respectivamente o-finitas).

Demostracion. Sea X = P U N la descomposicion de Hahn, y definamos
vT(A) =v(ANP),
v (A)=—v(ANN).

Claramente v = v —v~ pues v es aditiva, ademds v™ L v~ puessi A C N entonces v (A) = v(ANP) = 0,
y de manera similar si B C P entonces v~ (B) = 0.

Ahorasiv =0t — 7~ con 0" L U~ entonces existen P’, N’ tales que X = P'LUN’, P’ es i~ despreciable
y N’ es 0" despreciable. Esto implica que si AC P’y B C N’ entonces

v(A) =T (A) >0,
v(B)=—-p"(B) <0,

es decir, P’ es positivo y N’ es negativo. En consecuencia P/, N es otra descomposicién de Hahn de X y por
el Teorema 6.5 concluimos que v(PAP') = v(N'AN) =0y por lo tanto si A € B tenemos que

HA) = AN P) = (AN P) = u(AN P N P) = u(AN P) = v (A),

y similarmente 7~ (A) = v~ (A).
Finalmente si suponemos que v > —oo entonces v~ (X) = —v(X N P) < oo, por lo tanto v~ es finita.
Que v y v~ sean finitas (respectivamente o-finitas) si v lo es se deja como ejercicio al lector. |
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Definicion 6.4. Dada una medida con signo v, definimos la variacion total de la v como la medida |v| definida
como
lv|=vt +v~

Definicién 6.5. Dadas dos medidas con signo u y v, decimos que v es absolutamente continua respecto de i
si para todo conjunto A € B tal que |u| (A) = 0 entonces v(A) = 0. Denotamos esta relacion como v < L.

Lema 6.7. Son equivalentes
1L vy,
2 vt <y L u.
3. v < |l

Demostracion. Ejercicio. |

Proposiciéon 6.8. Sea v una medida con signo finita y sea u una medida con signo tales que v < . Para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si A € BB satisface || (A) < § entonces |v| (A) < €.

Demostracion. Argumentemos por contradiccidon y supongamos que existe € > 0 y que para cada n € N
existe un conjunto medible A, tal que [v| (An) > €y |u| (An) < 5. Si definimos

A= limsup A,
n—oo
tenemos que .
| (A) < Z|M| (An) < =1 vneN,
k>n
y por lo tanto |u| (A) = 0. Pero
v[(An) = lim || UAn| > limsup v} (An) > &,
k>n

lo que contradice v < u. |

6.2. Teorema de Radon-Nykodym

Dado (X, B, ) un espacio de medida 'y g : X — R4 una funciéon medible, vimos que
v:B— Ry

definida como

v(A) = /Agdu

define una medida, mas aln se demostré la siguiente

Proposicion 6.9. Sea (X, B, ) un espacio de medida y g : X — Ry una funcion medible. Si consideramos
v : B — Ry definida como
v(4) = [ g
A

entonces
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6.2. TEOREMA DE RADON-NYKODYM

1. v es una medida.

2. felYX,B v)siysolosifge LY(X, B, u).

/fd//:/ fgdu.
X X

Cuando sucede esto, decimos que g es una densidad de v respecto a w. Observar que si A € B es tal que
w(A) = 0, entonces

3.

V(A) = /A gdu =0,

es decir v < u. El siguiente teorema nos dice que si v < u entonces debe existir una funcién g tal que
dv = gdu.

Teorema 6.10. [Radon-Nykodym] Sea (X, B) un espacio medible, y sea u una medida y v una medida con
signo, ambas o-finitas sobre B tales que v < . Entonces existe una funcion g : X — R, p-integrable tal que

v(A) = /A gl

para todo A € B. Ademads, g es tnica u-c.t.p.. La funcion g se dice que es la derivada de Radon-Nykodym de

v .
v con respecto a | y a veces se denota como dTL o bien que dv = gdu.

Para demostrar este teorema necesitamos la siguiente

Proposicion 6.11. Sean u, v medidas finitas. Entonces v L i o bien existe € > 0 y un conjunto medible A
tal que w(A) > 0 y A es un conjunto positivo para la medida (con signo) v — €.

Demostracion. Para cada n € N consideremos la medida con signo p, := v — %u, ysea X = P,UN, la
descomposicién de Hahn asociada. Definamos

Po=JPn No={[)Nn
neN neN

y notemos que Ng € N,. Por lo tanto p,(Npg) <0y
1
0 <v(No) < E/L(/Vo)-

Como u es finita, concluimos que v(Ng) = 0. Como N§ = Fy, entonces o bien u(Fy) = 0 (en cuyo caso
w L v) o bien v(Fy) > 0.

En consecuencia existe ng € N tal que u(Pp,) > 0. El resultado se sigue considerando € = n—lo y A= Py.
[ |

Demostracion del Teorema 6.10. Supongamos primero que u y v son medidas finitas. Consideremos el
conjunto

f:{f:X—>R+:fesmedibIey/fdugu(A)VAEB},
A

y definamos
a:sup/ fdu: f eF.
X
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6.2. TEOREMA DE RADON-NYKODYM

De la definicion del supremo podemos encontrar una sucesién de funciones medibles f, € F tal que
a = lim / fadu < v(X) < 0.
n—oo X

Para cada n € N definamos
gn:ma/x{flvé vvvv fn} y g:SUIEIfn,

ne
/ Gndis > / f.du.
X X

Observe ademas que g, € F, esto pues si h = max{hy, ho} con hy,h, € F, entonces para B =
{x € X : h(x) < ha(x)} podemos escribir para A € B

/ hdu = / hdu + / hdu = / hodu + / hidu <v(ANnB)+v(ANBS) =v(A).
A ANB ANBx ANB ANBX

Ahora bien, como a = lim,— fx fadw, [ gndu > [ fadpy gn € F concluimos por convergencia monétona

quege Fy
/g: lfim /gndu:a.
X n—oo X

En particular g € L1(u) y por lo tanto g < oo p-c.t.p.. Asi, si definimos f = 9Llixex:g(x)<c) €NtONCES

/ fdu = a.
X

Veamos que f es la funcién buscada. Como f € F tenemos que dp = dv — fdu es una medida (no-
negativa). Veamos que p L u: de no ser asi tenemos que p < u y podemos usar la Proposicién 6.11 para
determinar la existencia de e >0y A € B tal que u(A) >0y

por lo tanto g, /' gy

eu(BﬂA)<p(BﬂA):u(BﬂA)—/ fdu
BNA

para todo B € B. Ahora para g = f 4+ €1 4 tenemos que

/gdy,—/fdu,—l—su,(AﬂB)g/fdpA—l/(BﬂA)—/ fdp,—/ fdu+v(BNA) <v(B),
B B B BNA BNAC

y por lo tanto g € F, pero
/gdu,:/ fdu +eu(A) > a,
X X

lo que contradice la definicién de a.

Pero dp = dv — fdu < du, en consecuencia p = 0 (ver Ejercicio 6.5), lo que concluye la demostracion en
este caso.

Si py v son medidas o-finitas, entonces X = | J, ¢y Xk con X disjuntos y u(Xx) < ooy v(X) < oo. Si
definimos ux(A) = u(AN Xk) y vk(A) = v(AN Xk), entonces lo hecho anteriormente nos dice que existe f
funcién medible no-negativa tal que

I/k(A) :/Afku,k VAeB.

La funcién f = ZkeN fr satisface entonces la propiedad deseada.
Finalmente, si v es una medida con signo y u es o-finita, basta escribir v = v+ — v~ y aplicar lo anterior
avtyv. [
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Corolario 6.12 (Teorema de descomposicion de Lebesgue). Sea (X, B) un espacio medible y sea u una
medida y v una medidas con signo sobre B que son o-finitas. Entonces existen medidas con signo vy y V1,
ambas o-finitas, tales que

m Y=+ UV,
=y Ly
< W

Demostracion. De la demostracién del Teorema 6.10 recordemos que probamos que existe f medible no
negativa tal que
dp =dv — fdu,

y que p L w. Luego el resultado se sigue escribiendo vp = p y dvy = fdu. |

6.3. Ejercicios

Ejercicio 6.1. Sea (X, B, v) un espacio de medida con signo y sea v = v — v~ la descomposicién de Jordan

de w. Para f medible defina
/fdl/—/ fdu*—/ fdv™,
X X X

cada vez que las integrales y la resta tengan sentido. Muestre que

/fdu
A

Ejercicio 6.2. Muestre que la relaciéon “<" es reflexiva y transitiva.

V] (A) = sup {

:fmedibleyogfgl}.

Ejercicio 6.3. Dado (X, B, 1) un espacio de medida 'y g : X — R4 una funcién medible. Muestre que si

u(A):/Agdu.

entonces v < L.
Ejercicio 6.4. Sean u y v dos medidas. Muestre que u < u + V.
Ejercicio 6.5. Suponga que u y v son medidas tales que v < uy v L . Muestre que v = 0.

Ejercicio 6.6. Demuestre una generalizacion del Teorema de Radon-Nikodym suponiendo ahora que  es una
medida con signo. Ayuda: Escriba p = u*t — pu=.

Ejercicio 6.7. Suponga que u, v son medidas finitas que satisfacen v < . Defina p = i + v y considere
f =9 Muestre que 0 < f <1 p-ctp.y

dv f

dilu, = ﬁ p-c.t.p..

Ejercicio 6.8. Suponga que v < u y i < p para medidas o-finitas. Demuestre que

dv  dv du

— =—-=C pctp.
do du dp pctp
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Ejercicio 6.9. Suponga que v < u para medidas o-finitas. Muestre que
dv
fdv= [ f—d
/ Y / du

Ejercicio 6.10. Suponga que v; < U1 y Vo < lo. Muestre que 11 @ Vr K b1 @ o Y

para toda funcion medible finita.

d(v1 ® o) duy dvy
(X1, %0) = —(x1) - —=(x0).
d(M1®M2)( 1) dul( ) duz( 2)
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