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Prefacio

Este apunte ha sido elaborado para el curso “Matematica Aplicada” que se dicta para la carrera de
Agronomia en la Universidad de Talca.

Dado que el curso es un compendio de materias expuestas en diversos libros, lo que se ha hecho es
recopilar dichas materias, organizarlas en la manera en que se exponen en el curso, ademas de incorporar
diversos ejercicios en cada seccion.

Cabe mencionar que tanto algunos contenidos tedricos, como algunos ejemplos han sido extraidos de
la bibliografia sefalada, con el fin de que este apunte sea lo mads auto-contenido posible. Ademas se han
incorporado ejemplos y ejercicios de autoria de quién escribe este manuscrito para complementar los
contenidos.

Finalmente, aclarar que este apunte estd en permanente construccion, por lo que la exposicion de
algunas materias, tanto como la lista de ejercicios puede variar en el tiempo. Ademas algunos contenidos
aun no estan completos.






Capitulo 1

Repaso

1.1. Algunas herramientas de calculo

1.1.1. Derivadas

Definicion 1.1. Dada una funcién f definida en un intervalo | C R, definimos la derivada de f en xg € /

como

f(xo + h) — f(x0)
h

f'(x0) := Um .

( ) h—0

Observacién 1.1. = El limite en la definicion de la derivada, puede no existir. Si este es el caso,
decimos que la funcidn no es diferenciable en xp.

= Es importante recordar que la derivada de una funciéon tiene varias interpretaciones. En primer
lugar, si tenemos dos variables x, y relacionadas por una funcidn f, es decir, y = f(x), entonces
f'(x0) representa la tasa instantdnea de cambio de la variable y con respecto a la variable x en el
instante xp.

= Otra interpretacion de la derivada se puede obtener al observar el grafico de la funcion f. En este
caso, el valor f'(xp) corresponde a la pendiente de la recta tangente al grafico de f(x) en el punto
(x0, f(xo)). Ver figura 1.1 para visualizar este punto.

Para efectos practicos, no utilizamos la definicion formal de la derivada, por el contrario, debemos
conocer las derivadas de ciertas funciones basicas, y las reglas para obtener derivadas de funciones
generadas a partir de estas funciones basicas.

Dentro de las funciones bhasicas consideramos: polinomios, funciones trigonométricas, logaritmos y
exponenciales. Asi como se debe saber calcular la derivadas de funciones generadas a partir de las
anteriores mediante operaciones entre funciones: sumas, restas, productos (regla del producto), cocientes
(regla del cociente), composiciones (regla de la cadena).

El siguiente ejemplo ilustra alguno casos:
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flxg) == mmm S
y = f(x0) + '(x0)(x — xo)

Figura 1.1: La derivada es la pendiente de la recta tangente.
x?+4
senx + e

Ejemplo 1.1. Encontrar la derivada de f(x) = W
n(tan x) + x

Solucion. Para encontrar la derivada iremos paso a paso:

(%) senx + X'+
X)= | ————
x-lnx+x°

’
(senx+ eXZ+4) (x-tnx +x5) — (senx+ exz+4) (x-thx +x5),

(x -lnx +x5)2

((sen x)" + (ex2+4),) (xhx+x°) — (senx+ eX2+4) . ((X lnx) + (x5)/)

(x -lnx +x5)2

(cosx+ 2x - eX2+4) (x-thx+x°) — (senx + eXZH) “((tnx + 1) +5x%)

(x “lnx + x5)2

Otro tipo de derivadas que debemos ser capaces de calcular, es aquella que requiere derivacidén
implicita: cuando la variable dependiente y la variable independiente estan relacionadas mediante una
ecuacion.

Ejemplo 1.2. Calcular la derivada de y en términos de x e y, cuando x?y + tan y = log,(xy).

Solucion. En esto casos debemos derivar ambos lados de la ecuacidn con respecto a la variable x,
asumiendo que y depende de x. El principal cuidado que debemos tener es que siempre asumimos que y
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dy
es una funcién que depende de x, por lo que la derivada de y es entonces d—J y para obtener la derivada
X

de funciones de y debemos usar la regla de la cadena.

% (xzy + tan y) = % (logz(xy))
2xy+xzzz+seczj~zzzxy1ln2(y Ccilij()
de donde deducimos que
dy _ xl‘l? — 2xy
dx X2+Seczy_yl1|12
1.1.2. Ejercicios
Ejercicio 1.1. Calcule las derivadas de:
1. f(x) = sen(x?). 6. f(x) = In(x°).
2. f(x) = sen’ x. 7. f(x) = (In(x))°.
3. f(x) = ’X(i + VX + 1+ x cos x. 8. f(x) = log, x.
4. f(x) = ™. 9. f(t) = L_ donde A, C y k son constantes
5. f(x) = 2% positlv;; Cet
dy

Ejercicio 1.2. Dada la relacidn entre x e y, encuentre I
dx

1. x>+ y? = R?, donde R es una constante posltlvas X2 + %y3 10
2. yx’ + lny = cos(xy). Xy

1.1.3. Algunos conceptos relativos a la derivada.

Definicion 1.2 (Ndmeros y puntos criticos). Dado un intervalo | C R, decimos que ¢ € | es un nimero
critico para la funcion f : | — R si:

1. f'(c) no esta definido, 6

2. f'(c) estd definido y f'(c) = 0.

Ademds, si ¢ es un ndmero critico, decimos que el par (c, f(c)) es un punto critico para la funcién.

Ejemplo 1.3. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x) = cos x en el intervalo [0, 37).
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Solucién. La derivada de la funcion f esta dada por f’(x) = —sen x, que esta definida en todo el intervalo,
luego para encontrar los puntos criticos, debemos resolver la ecuacidn

—senx =0.

Ejemplo 1.4. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x) = |x| en el intervalo [—1,1).

Solucion. En este caso, la funcidn |x| no es diferenciable en ¢ = 0 (¢Por qué?). Por lo que tenemos que
0 es un punto critico. Por otra parte, cuando x # 0, la derivada de |x| nunca se anula (;Por qué?), de
donde deducimos que el Gnico punto critico de la funcién es (0, 0). |

Definicion 1.3 (Monotonta de funciones). Dado un intervalo | C R y una funcién f : | — R. Decimos
que:

= una funcion es creciente, si cada vez que x1 < xp, entonces f(x1) < f(x2).

= una funcion es decreciente, si cada vez que x1 < x2, entonces f(xq1) > f(x2).

2

Ejemplo 1.5. Determine donde la funcién f(x) = x° — x es creciente, y donde es decreciente.

-2 =15 -1 =05 B 1 1.5 2

Figura 1.2: Gréfico de f(x) = x> — x en [-2,2].

¢(Como determinamos si una funcién es creciente o decreciente?

Teorema 1.1 (Test de la primera derivada para determinar monotonta). Dado un intervalo | C R y una
funcion diferenciable f : | — R. Tenemos que:

= f es creciente en el intervalo 1, si f'(x) > 0 para todo x € I.

= f es decreciente en el intervalo I, si f'(x) < 0 para todo x € 1.
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Solucion (Ejemplo 1.5). Calculamos la derivada de f y obtenemos f'(x) = 2x — 1. Para determinar el tipo
de monotontia de la funcién, debemos analizar el signo de f. Para ello encontramos los puntos criticos, en

este caso solo hay uno x = 5 Y dividimos el intervalo en cuestion usando los puntos criticos:

intervalo | f'(x) | signo de f'(x) f(x)
(—oo, %) 2x —1 - decreciente
(3,00) |2x—1 + creciente

Definicion 1.4 (Extremos relativos). Decimos que una funcion f tiene un

= mdximo relativo en xg, si es que f(xo) > f(x) para todo x e un intervalo a < ¢ < b.
= minimo relativo en xp, si es que f(xg) < f(x) para todo x e un intervalo a < ¢ < b.

Ejemplo 1.6. Encontrar los maximos y minimos relativos de la funcién f(x) = x> — 3x.

20

—20

Figura 1.3: Gréfico de x> — 3x en [-3, 3].

¢Cémo encontrar extremos relativos?

Teorema 1.2 (Test de la primera derivada para extremos relativos). Dado un intervalo | C R y una
funcion diferenciable f : | — R. Tenemos que:

= xo es un mdximo relativo para f, si es que f'(x) > 0 a la izquierda de xp y f'(x) < 0 a la derecha de
X0-

= xo es un minimo relativo para f, si es que f'(x) < 0 a la izquierda de xo y f'(x) > 0 a la derecha de
X0-
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Solucién (Ejemplo 1.6). Calculamos f'(x) = 3x?> — 3, de donde obtenemos 2 puntos criticos: (—1,2) y
(1, =2). Tenemos la siguiente tabla:

intervalo f'(x) signo de f'(x)
(—oo,—1) | 3(x +1)(x — 1) +
(=11 [3x+MN)(x=1) —
(1,00) | 3(x+1)(x—1) +
de donde concluimos que f tiene un maximo relativo en x = —1 y un minimo relativo en x = 1. |

Definicion 1.5 (Convexidad y concavidad). Decimos que

= una funcién f es convexa, si es que f'(x) es creciente en el intervalo.

= una funcién f es céncava, si es que f'(x) es decreciente en el intervalo.
Teorema 1.3 (Test de la segunda derivada para determinar convexidad o concavidad). Dado un intervalo

I C R y una funcién dos veces diferenciable f : | — R. Tenemos que:

= f es convexa en el intervalo I, si f”"(x) > 0 para todo x € 1.

» f es céncava en el intervalo 1, si f"(x) < 0 para todo x € 1.
Definicion 1.6 (Puntos de inflexidn). Decimos que f tiene un punto de inflexion en el ¢ si es que la

convexidad de la funciéon cambia, es decir, si es que

= f es convexa a la izquierda de ¢ y céncava a la derecha de ¢, 6

= f es concava a la izquierda de ¢ y convexa a la derecha de c.
Teorema 1.4 (Test de la sequnda derivada para encontrar puntos de inflexion). Dado un intervalo | C R
y una funcion f : | — R. Tenemos si que c es un punto de inflexion, entonces

= {”(c) no existe, ¢

= {”(c) existe y f"(c) = 0.

Ejemplo 1.7. Sea f(x) = x> — 3x definida sobre todos los reales. Determine donde la funcién es céncava
y donde es convexa. Ademas encuentre los puntos de inflexidn.

Solucién. Tenemos que f'(x) = 3x> —3, por lo que f”(x) = 6x para todo x. Por lo tanto tenemos un posible
punto de inflexién en (0, 0).

intervalo | f”(x) | signo de f”(x)
(—o0,0) | 6x —
(0, o0) 6x +

De donde deducimos que f es concava en (—oo,0) y convexa en (0, 00). Ademas (0, 0) es un punto de
inflexion. |
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Teorema 1.5 (Test de la sequnda derivada para extremos relativos). Dado un intervalo | C R y una
funcién 2 veces diferenciable f : | — R. Tenemos que si xyp € | satisface t'(xg) = 0, entonces

= xp es un mdximo relativo para f, si es que f"(xp) > 0.

= xo es un minimo relativo para f, si es que f"(xg) < 0.

Ejemplo 1.8. Sea f(x) = x* — 2x? definida sobre todos los reales. Encuentre los extremos relativos de
esta funcidn e identifique los maximos y minimos relativos.

2 _1,5\—1/073/ M'S 2

Figura 1.4: Gréfico de f(x) = x* — 2x? en [-2,2].

Solucion. Primero identificamos los puntos criticos usando la derivada de f, que se puede escribir como
f'(x) = 4x3 — 4x = 4x(x + 1)(x — 1), de donde deducimos que hay solo 3 néimeros criticos: c = —1, c =0
yc=1

Para identificar los extremos relativos, calculamos la sequnda derivada, f”(x) = 12x?> — 4 y evaluamos
los puntos criticos, donde obtenemos

(x) | ()
12x> —4| 8
12x2 —4 | —4
12x*—4| 8
De donde concluimos que f tiene minimos relativos cuando ¢ = —1 y ¢ = 1; y un maximo relativo cuando
c=0. [

1.1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.3. Dado los graficos de la figura 1.5, identifique: intervalos de crecimiento, decrecimiento,
convexidad, concavidad, puntos criticos, puntos de inflexidn, extremos relativos y absolutos.

Ejercicio 1.4. Dada la funcion f(x), determine: puntos criticos; intervalos de crecimiento y decrecimiento;
intervalos de convexidad y concavidad y puntos de inflexion. Finalmente haga un bosquejo del grafico de
la funcion utilizando la informacidon anterior.
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-134 0,87

S e -8 -2 2 3

Figura 1.5: Graficos para el ejercicio 1.3

1. f(x) = x5 en [—1,2). 4. f(x) = X%(ZX —5) definida sobre todos los reales.
2. f(x) = (x — 1) en[-2,2].

3. f(x) = —56x3 + gx? + {x — 2 en [0, 4]. 5. f(x) = e™* + x en [0, 10].

1.2.  Optimizacion en una variable

Definicion 1.7 (Maximos y minimos absolutos). Sea f una funcién definida en un intervalo | que contiene
a un numero c. Decimos que:

= f(c) es el mdximo absoluto de f en | si f(c) > f(x) para todo x en I, y

» f(c) es el minimo absoluto de f en | si f(c) < f(x) para todo x en |I.

Habitualmente, los extremos absolutos coinciden con los extremos relativos, sin embargo, hay ocasiones
donde esto no ocurre. A continuacion veremos como determinar los extremos absolutos de una funcidn

2

0,5

Figura 1.6: Grafico de f(x) = |x| en [-1, 2]
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dada. En primer lugar, consideraremos el caso en que el intervalo / es un intervalo cerrado [a, b].

Teorema 1.6 (Teorema del Valor extremo). Sea f una funcion continua definida en el intervalo cerrado
[a, b). Entonces f alcanza sus valores extremos en el intervalo.

05

Figura 1.7: Grafico de f(x) = |x| en [-1,2). Notar que esta funcidén no alcanza su maximo.

Gracias a este teorema, encontrar valores extremos de una funcién continua en un intervalo cerrado
[a, b] es relativamente directo:

1. Verificamos que la funcidn es continua y que el intervalo es cerrado.
2. Encontramos los ndimeros criticos para la funcion f.

3. Calculamos los valores de f en los néimeros criticos; ademas calculamos f(a) y f(b),

4. El mayor de los valores obtenidos en el paso anterior es el maximo absoluto, y el menor de los
valores es el minimo absoluto.

Ejemplo 1.9. Encontrar los valores extremos de la funcién f(x) = 2x> — 3x> — 12x — 7 en el intervalo

[—3,0].

Solucion. Siguiendo el procedimiento, primero nos damos cuenta que la funcién es un polinomio, por
lo tanto es continua. Luego debemos encontrar los niimeros criticos de f, para ello calculamos f'(x) =
6x2 — 6x — 12 = 6(x — 2)(x + 1) y nos percatamos que solo hay dos posibles candidatos: ¢ = —1 y ¢ = 2.
Sin embargo, ¢ = 2 no pertenece al intervalo, por lo cual no lo consideramos. Finalmente calculamos los
valores de f en los puntos criticos y en los extremos del intervalo:

f(x) c | f(o)
2x3 —3x? —12x -7 | =3 | =52
2x3 —3x2—12x—-7|-1| 0
23 -3x2—-12x—-7| 0 | -7
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Figura 1.8: Gréfico de f(x) = 2x3> — 3x> — 12x — 7 en [-3, 0]

De donde deducimos que el méximo absoluto es 0 y se alcanza cuando x = —1. El minimo absoluto es
—52 y se alcanza cuando x = —3.

También estaremos interesados en encontrar los valores extremos de funciones que no estan definidas
en intervalos cerrados, en cuyo caso, no tenemos garantizada la existencia de dichos valores extremos,
ya que el Teorema del valor extremos no aplica.

Para encontrar los valores extremos en estos casos, procedemos a encontrar los nlimeros criticos y
evaluamos la funcidn en ellos, junto con los extremos del intervalo (si los hubiese). Sin embargo, para
poder concluir, necesitamos hacer una andlisis extra, usando la primera o la segunda derivada de la
funcidn: Analisis del grafico.

Ejemplo 1.10. Sea f(t) = > — 71‘2 + 30t + 20. Encuentre, si es que los hubiese, el méximo y minimo

absoluto de la funcién f en el intervalo t > 2.

Solucion. En este caso el intervalo es no-acotado, por lo que la existencia de los valores extremos
no esta garantizada. Para buscar los valores extremos, primero determinamos los niimeros criticos:
f/(t) = 3t =21t 4+ 30 = 3(t> — 7t + 10) = 3(t — 2)(t — 5). De donde deducimos que hay 2 ntimeros criticos:
t =2yt =05. Para saber si estamos en presencia de maximos o minimos, debemos estudiar mas a fondo
la funcién. En primer lugar analizamos la primera derivada en cada sub-intervalo

intervalo f'(t) signo de f’(t)
(2,5) | 3(t—2)(t—5) -
(5,00) | 3(t—2)(t—5) +

de donde podemos deducir de inmediato que t =5 es un minimo absoluto, ya que f es decreciente para

todo t < 5 y creciente para todo t > 5. Por otra parte, para t = 2 tenemos un maximo local que NO es

un maximo absoluto, pues para tlim f(t) = +oo (ver Figura 1.9). |
—0Q

10
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100

80

60

40

21
Figura 1.9: Gréfico de f(t) =t — ?tz + 30t + 20 para t > 2.

En resumen, podemos tenemos la siguiente guia para resolver problemas de optimizacién:
1. ldentificar que es lo que se quiere maximizar o minimizar. Una vez hecho esto, asignar nombres a
las variables de interés.

2. Expresar mediante ecuaciones o desigualdades las relaciones entre las variables. Usualmente una
figura puede ayudar en este proceso.

3. Reducir la cantidad a ser optimizada para obtener una funcién de una sola variable independiente.
Ademas se deben identificar posibles restricciones a dicha variable.

4. St denotamos por f(x) a la cantidad a ser optimizada, encontramos f’(x) y determinamos todos
los puntos criticos. Luego identificamos el valor requerido (maximo o minimo) usando los métodos
anteriormente expuestos.

5. Interpretar el resultado en términos del problema original.

Solucion (Ejemplo 2.1). Recordar que ya realizamos los primeros 3 pasos y habiamos llegado a la
conclusidn de que quertamos resolver el siguiente problema

L . 800
minimizar la funcién 2x + —, ,
X (P
sujeto a que x > 0.
Para resolver entonces consideramos f(x) = 2x + @ y calculamos f'(x) = 2— 8%, de donde obtenemos

que el Unico punto critico relevante esta dado por x = V400 = 20. Ademas observamos que cuando
x < 20, la funcién es decreciente (f’'(x) < 0) y cuando x > 20 la funcién es creciente (f'(x) > 0), de
donde concluimos que x = 20 determina un minimo absoluto para f. En otras palabras, necesitamos

800
2-20+ >0 = 80 metros de cerca y el corral tiene las dimensiones expresadas en la Figura 1.10.

11
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Figura 1.10: Dimensiones de la cerca ideal.

16
Ejemplo 1.11. Encontrar los valores extremos de la funcién f(x) = x> + — cuando x > 0.
X

150
100

50

16
Figura 1.11: Gréfico de f(x) = x% + ~ Para x > 0.

Solucion. Notar que la funcidn es discontinua solo cuando x = 0, valor que no estad incluido en el
intervalo. Dicho esto, podemos calcular la derivada

, 16 2(x*-8)
FxX)=2x— 5 =——5—".
X X
De aqui deducimos que x = 2 es el tUnico nimero critico para la funcidn (observar que 0 no se encuentra
en el intervalo de interés).

Para determinar si x = 2 es un extremo relativo, utilizaremos el test de la primera derivada:

intervalo f'(x) signo de f'(x)
2(x>—8
02 |28 .
X
2 (x3 — 8)
2.oo) | 5 +

12
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De donde podemos concluir que f tiene un minimo relativo en x = 2, ademas dado que la funcién es
siempre decreciente cuando x < 2 y siempre creciente cuando x > 2, podemos concluir que en realidad f
tiene un minimo absoluto cuando x = 2. Por otra parte, dado que lim f(x) = lim f(x) = +o0, concluimos

x—0+ X—00

que f no tiene maximo absoluto. |

Ejemplo 1.12. Un agricultor estima que si planta 60 naranjos, entonces la cosecha serd de 400 naranjas
por arbol. La cosecha disminuird 4 naranjas por arbol si es que se planta 1 arbol adicional. { Cudntos
arboles deben plantarse para maximizar la cosecha?

Solucion. Nuestro objetivo es maximizar la cosecha, por lo que debemos expresar la cosecha como una
funcién:
cosecha total = (cantidad de arboles) - (cosecha por arbol),

Observemos que la cantidad de arboles puede ser expresada como 60 + x, donde cada x denota un arbol
plantado en adicion a los 60, y que la cantidad de naranjas puede ser expresada como 400 — 4x, es decir,
nuestra funcidn queda:

C(x) = (60 + x)(400 — 4x) = 4(6000 + 40x — x?).

A continuacidn identificamos restricciones sobre las variables, que en nuestro caso es x. Como dijimos,
cada x representa un arbol plantado, con la observacién de que x puede ser negativo, en cuyo caso
indica que se debe cortar un arbol. Dado que inicialmente tenemos 60 arboles, la restriccién es que
x > —60 (no podemos cortar mas arboles de los que tenemos).

Es decir nuestro problema queda

maximizar C(x) = 4(6000 + 40x — x?)

sujeto a que x > —60.

Para resolver esto, calculamos C’(x) = 8(20 — x), y deducimos que solo hay un nimero critico: ¢ = 20.
Dado que nuestro intervalo es no acotado, debemos hacer determinar si este ndimero critico es un maximo
o minimo usando los test de la primera o segunda derivada.

Si calculamos la seqgunda derivada, notamos que C”(x) = —8 < 0 para todo x, por lo tanto deducimos
que ¢ = 20 es un maximo relativo. Para determinar si es que es un maximo absoluto observamos que la
funcion es creciente para todo x < 20 y decreciente para todo x > 20. En conclusidn, podemos decir que
la cosecha se maximiza si plantamos 20 arboles adicionales, es decir, si tenemos una plantacion de 80
arboles. |

1.2.1. Ejercicios

Ejercicio 1.5. El granjero del ejemplo 2.1, al no saber técnicas de optimizacidn, compré para su corral de
caballos 200 metros de cerca. Como vimos anteriormente, la cantidad dptima necesitada es de solo 80
metros, por lo que le sobraron 120 metros de cerca. Ante esto, decide que es tiempo de construir un
nuevo corral para sus chanchos y vacas. Dado que esta vez no quiere desaprovechar nada, le pregunta
a los estudiantes de este curso i(Cual es el drea maxima que puede cercar utilizando los 120 metros

13
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de cerca?. Resuelva este problema bajo el supuesto de que los corrales son rectangulares y que estan
dispuestos como indica la figura 1.12.

Vacas

Figura 1.12: Corral para chanchos y vacas.

Ejercicio 1.6. Se desea construir una caja con tapa utilizando un cartdn rectangular que mide 5 metros
por 8 metros. La caja se realiza cortando las regiones sombreadas y luego doblando por la lineas
punteadas (Ver figura 1.13). (Cuéles son las dimensiones x, y, z que maximizan el volumen de la caja?

Figura 1.13: Diagrama para el ejercicio 1.6.

Ejercicio 1.7. Un tridngulo isdsceles tiene un vértice en el origen, y su hase es paralela al eje x con los
extremos ubicados en la curva 12y = 36 — x%. Determine las dimensiones del tridngulo de 4rea maxima
bajo dichas condiciones. Ver figura 1.14.

Ejercicio 1.8. El gerente de una fabrica estima que cuando g miles de unidades de un producto son
producidas cada mes, el costo de la produccién serd de C(q) = 0,4g° + 3q + 40 miles de pesos. Ademas

estima que las g unidades serdn vendidas a un precio de p(q) = 22,2 —1,2q miles de pesos por unidad.

1. Determine el nivel de produccidon que le otorgarad la mayor ganancia a la empresa. ¢ Cuanto es
dicha maxima ganancia?. Hint: La ganancia es igual a los ingresos menos los costos.

14
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12y = 36 — x?

Figura 1.14: Diagrama para el ejercicio 1.7

2. (A qué nivel de produccién se minimiza el costo promedio por unidad? Hint: El costo promedio esta

C
dado por M

Ejercicio 1.9. La ley de Poiseuille dice que la rapidez de la sangre que fluye a r centimetros del eje
central de una arteria de radio R estad dada por

S(r) = ¢(R? — r?),

donde ¢ es una constante positiva. Determine a que distancia del eje central de la arteria la sangre fluye
con mayor rapidez. Hint: R y ¢ son constantes conocidas, por lo que su respuesta debe ser en términos
de cy R.

Ejercicio 1.10. La reaccion del cuerpo humano a algunas sustancias psicotropicas se puede modelar
mediante la ecuacidn
c D
RD)=D*|=—-=],
2 3
donde D es la dosis y C es una constante que indica la maxima dosis que se puede dar. La tasa de

cambio de R con respecto a D se denomina sensibilidad.

1. Encuentre el valor de D para el cual la sensibilidad es mayor. {Cudl es la maxima sensibilidad?
Hint: Su respuesta debe estar en términos de C.

2. (Cual es la reaccidén cuando se utiliza la dosis obtenida anteriormente?

Ejercicio 1.11. Debemos construir un tambor cilindrico para guardar V cm? de agua (V es una cantidad
fija conocida). En virtud que queremos que el tambor nos dure bastante tiempo, decidimos que este
sea construido con acero inoxidable, pero como dicho material es caro, decidimos colocarle una tapa
de plastico. El costo del acero inoxidable es $300 por centimetro cuadrado, en tanto que el costo del
plastico es de $100 por centimetro cuadrado. Determine las medidas del tambor (alto y radio de la base)
que nos hacen gastar la menor cantidad de dinero.

15
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Ejercicio 1.12. Una empresa de buses interurbanos arrienda sus buses de 50 pasajeros para viajes
especiales a grupos de mas de 35 personas. St un grupo de 35 personas solicita el servicio, entonces
cada persona debe pagar $6.000. Para grupos mas grandes, el costo por pasajero se reduce en $50
por cada persona adicional a los 35 (es decir, si hay 36 personas, cada persona cancela $5950, si hay
37, entonces cada persona cancela $5900, etc.). Determine la cantidad de pasajeros que hacer que la
empresa de buses reciba la mayor cantidad de dinero. Hint: Recuerde que deben viajar un nimero entero
de personas.

Ejercicio 1.13. Una empresa de bebidas gaseosas desea introducir al mercado el formato de bebidas de
500 cm? enlatadas. Determine las dimensiones de la lata de modo que esta utilice la menor cantidad de
material para su construccion. Hint: la superficie de un cilindro se puede calcular como la suma de la
superficie de las tapas, mas la superficie del contorno.

Ejercicio 1.14. Determine las dimensiones de la lata en el ejercicio 1.13, si es que el costo de las tapas
es el doble que el costo de la superficie del contorno. Hint: recuerde que quiere minimizar costos.

1.3. Razdén de cambio

En ciertos problemas practicos, x e y (0o quizds mas variables) estédn relacionadas por una ecuacion,
y ambas variables se puede considerar como funciones de una tercera variable t, la que usualmente
representa al tiempo. Bajo este escenario, a veces es Uutil relacionar las tasas a las que x e y varian con

. . . dx dy . o -
el tiempo, es decir, relacionar Fria Y A continuacién presentamos un procedimiento general para
a

dt
afrontar este tipo de problemas:

1. Cuando es pertinente, hacer un diagrama para representar la situacion y asignar nombres a las
variables.

2. Determinar una ecuacidon que relacione las variables.

3. Usar diferenciacion implicita para obtener una ecuacion que relacione las tasas de cambio.

4. Determinar que datos son conocidos y cuales son los que se quiere obtener.

Ejemplo 1.13. El jefe de una empresa determina que cuando g cientos de unidades de cierto producto
son producidas, el costo total de produccidon es de C miles de pesos, donde

C? —3q> = 4275.

Cuando 1500 unidades estén siendo producidas, el nivel de la produccién esta incrementdndose a una
tasa de 20 unidades por semana. {Cudl es el costo total a este tiempo y a que tasa estd cambiando?

., dC : .
Solucion. Queremos encontrar C y at cuando g = 15 (recordar que g representa cientos de unidades).

En primer lugar, de la ecuacién que relaciona C con g obtenemos que

C? = 4275+ 3q> = 4275+ 3 - 15% = 4275 + 3 - 3325 = 4275 + 10125 = 14400,

16
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de donde obtenemos que C = 120. Por otra parte, si derivamos la ecuacién con respecto a t obtenemos
que

dC dq
20— =9¢°
dt dt’
0 sea
dC 9q dq
dt — 2C dt’
1 20 2
Luego para concluir, reemplazamos C = 120 miles de pesos, g =15y % 100 = 10 (recordar que g

estd en cientos), de donde obtenemos

dC _9-(152 2 27

dt ~ 2-120 10 16

27
Es decir, C estd cambiando a 16 = 1,6875 miles de pesos por semana, es decir a $1.687,5 por semana. B

Ejemplo 1.14. Un lago ha sido contaminado por una planta ubicada en su costa. Un grupo ecoldgico
determina que cuando los niveles de contaminacién es x partes por millén (ppm) , habran F peces en el

lago, donde
32000

3+ VX

Cuando hay 4000 peces restantes en el lago, la contaminacion crece a una tasa de 1,4 ppm/semana. (A
qué tasa esta cambiando la poblacidn de peces en este tiempo?

F =

Solucion. Notamos que F - (3 + ﬁ) = 32000 y reemplazamos F = 4000 para obtener que a este tiempo
se tiene

4000 (3 + /x) = 32000

de donde se obtiene que x = 25. Ahora, para obtener la tasa de cambio de la poblacion de peces,
derivamos la ecuacidn respecto a t para obtener

dx

(3“[) 2\/}c/t =0,

0 Sea

dF F dx

dt —2y/x(3+ V) dt’

y cuando reemplazamos los valores conocidos, ohtenemos

dF 4000 14

—_— == -— = -70,
dt 2v25(3+v25) 10
es decir, la poblacion de peces disminuye a una tasa de 70 peces por semana. |
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1.3.1. Ejercicios

Ejercicio 1.15. Un bloque de hielo que se usa para refrigerar se puede modelar como un cubo de lado s.
En estos instantes, el bloque tiene un volumen de 125.000 cm’, y se esta derritiendo a una tasa de 1.000
cm? por hora.

1. (Cuénto mide el lado del cubo en estos instantes? ;A qué tasa esta variando s?

2. (A qué tasa varia el area de la superficie del cubo?

Ejercicio 1.16. Una escalera de 10 metros esta apoyada sobre una pared. La parte superior de la escalera
empieza a reshalar hacia abajo a una velocidad de 3 metros por segundo (Ver figura 1.15). (Cuén rapido
se mueve la parte inferior de la escalera, cuando la parte superior esta a 6 metros del suelo?

3m)

Figura 1.15: Escalera cayéndose.

Ejercicio 1.17. Hacia un tanque cénico (cono invertido) fluye agua a razén de 8 m3/min. Si la altura del
tanque es de 12 m. y el radio de la base del cono es de 6 m. (Qué tan rapido sube el nivel del agua
cuando ésta tiene una altura de 4 m.?

Ejercicio 1.18. Se infla un globo esférico a razén de 10 cm3/min. Calcular la tasa de cambio del radio del
globo cuando el volumen de éste es de 15 cm?. Hint: EL volumen de una esfera estd dado por V = %rzr3.

Ejercicio 1.19. Un colector de aguas lluvia tiene 40 m. de largo y 20 m. de ancho. Ademas tiene 8 m.
de profundidad en su parte mas profunda y 3 m. en su parte menos profunda (Ver figura 1.16). En un
dia lluvioso se estima que fluyen 10 m3/hora hacia el colector. {Con qué rapidez sube el nivel del agua
cuando esta tiene:

1. 3 m. de altura.

2. 6 m. de altura.
Hint: haga un dibujo del perfil del colector en cada instante.
Ejercicio 1.20. Un avion que vuela hacia el norte a 640 km/h pasa sobre cierta ciudad al medio dia
(12h00). Un segundo avidn que va hacia el este a 600 km/h, esta directamente encima de la misma ciudad

15 minutos mas tarde (12h15). Si los aviones estan volando a la misma altitud, que tan répido se estan
separando a la 1:15 p.m.(13h15). Hint: haga un dibujo mirado desde arriba de los aviones.
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Figura 1.16: Colector de aguas lluvia.

Ejercicio 1.21. Se deja caer una piedra a un lago en calma, lo que provoca que se produzcan ondas
circulares. El radio del circulo exterior crece a un ritmo constante de 1 metro por sequndo. (A qué ritmo
cambia el area de la regidén circular cuando el radio es de 4 metros?

Ejercicio 1.22. Un auto esta a 30 kms. al NORTE de una ciudad y se dirige hacia el NORTE a 25 kms/h.
Simultdneamente un camién se encuentra a 40 kms. al ESTE y se desplaza al ESTE a 50 kms/h. ¢{Cudn
rapido cambia la distancia entre los vehiculos en ese instante? Hint: Recuerde el teorema de Pitagoras.

1.4. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Definicion 1.8 (Funciones exponenciales). Dado b > 0, denotado como base, existe una tnica funcion
f(x), denotada como funcion exponencial de base b tal que

f(x) = b*.

Observacion 1.2. Cosas a recordar: Suponga que a, b > 0, entonces

1. b* = bY entonces x = y. 4. (b*)Y = b*Y.
2 aX = bX entonces g = b. 5. St a > 0, entonces (ab)* = a* - b*.
3. b* . hY = p*ty, 6. b™ = —.

bx

Si b > 1, entonces

1. lim b* = 4+o0. 3. lim b =0.
2. lim bp*=0. 4. lim b™ = 4o0.
X——0Q X——00
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y=>b", b>1

y=b,0<b<1

Figura 1.17: Funciones exponenciales.

Un caso muy importante es el que se produce cuando b = e = 2,7182.... Esto pues la funcidon
f(x) = e* es la dnica funcidn que satisface f'(x) = f(x), por esto (y otras razones), es que e se denomina
la base natural.

Ejemplo 1.15. Se estima que en t afios la poblacién de cierto pais serd de P(t) = 50%%%! millones de
personas.

1. ¢Cual es la poblacion actual?

2. (Cual sera la poblacion en 30 afos?
Solucion. 1. La poblacién inicial es cuando t = 0, o sea P(0) = 50 millones de personas.

2. En 30 anos la poblacion sera de P(30) = 50e3 ~ 91,11 millones de personas.

Definicion 1.9 (Funciones logaritmicas). Dado b > 0, denotado como base, existe una tnica funcion f(x),
denotada como funcién logaritmica de base b tal que

f(x) = log, x.
Observacion 1.3. Cosas a recordar: Suponga que a, b > 0, entonces

1. log, x = log, y entonces x = y. — logy, x.

2. log, x = log, x entonces a = b. logy, x

5. Funcidn inversa: log, b* =x y b =X.

3. log,(x - y) = log, x + log, y.
log, x

1 _6. Cambio de base: log, x = .
= Jb lOCJC, b

4. log, x9 = ylog,x, en particular log, x~

Si b > 1, entonces
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y = log, x, b>1

y=log,x, 0<b<1

Figura 1.18: Funciones logaritmicas.

1. Xlwowo log, x = +o0. 2. xl—l>|8+ log, x = —o0.

Al igual que antes, distinguimos el caso en que b = e, y denotamos por lnx = log, x y denominamos
a esta funcién como logaritmo natural.

Dado que lo necesitaremos, recordemos las derivadas de las funciones exponenciales y logaritmicas.

Teorema 1.7 (Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas). Sea b > 0, entonces

1. d%(ex) = e, 3. %(bx) —eX-lnb,
1 1
2. %(l” x) = %/ 4. %(log/J X) = o0y

1.4.1. Ejercicios

Ejercicio 1.23. Resolver las siguientes ecuaciones:

1. 3 = e, 4. In(x —2)+ 3 =In(x+ 1).
2. 2lnx =1.
3. X = 4, 5. e + e¥ — 2 = 0. Hint: Defina v = e*.

Ejercicio 1.24. Simplifique las siguientes expresiones sin usar calculadora.

1. e3"* —3log, 16. 2. In(9e?) + In(3e7?).

Ejercicio 1.25. Cuando una cadena, cable telefdnico o similar es colgado entre dos postes, la curva que
se forma es una catenaria. Una catenaria tipica esta dada por la férmula

C(x) = % (e4X + e_4X)
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1. Encuentre el minimo de esta catenaria cuando —10 < x < 10.

2. Bosqueje el grafico de C(x) en el intervalo [—2,2]. (Cudl es la altura minima a la que se puede
colgar un cable modelado por esta catenaria en [—2, 2], para que el cable no toque el suelo?

Ejercicio 1.26. Bosqueje el grafico de las siguiente funciones, identificando puntos criticos, puntos de
inflexién y méximos/minimos si es que los hubiese.

1. f(X) = x2e™¥ 3. h(x) L x > 0.

, x> 0.
X2

2. glx) =
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Capitulo 2

Modelos funcionales

2.1. Nociones basicas de modelamiento matematico

El modelamiento matematico es un tipo de modelo cientifico que usa formulismos matematicos
para expresar relaciones entre variables y/o parametros, para estudiar el comportamiento de sistemas
complejos ante situaciones dificiles de observar en la realidad.

Basicamente, el modelamiento matematico consta de 4 etapas: Formulacién, Andlisis, Interpretacion y
Testeo.

1. Formulaciéon: Dada una situacion compleja de la vida real (Ejemplo: una epidemia de mosquitos),
debemos asumir ciertas condiciones que nos permiten simplificar el entendimiento del problema
(identificar las variables relevantes, hacer supuestos en base a experimentacidn, etc.) para asi poder
establecer un modelo.

2. Analisis del Modelo: Esta etapa consiste en usar las herramientas matematicas (calculo, ecuaciones
diferenciales, etc.) para resolver el modelo (Ejemplo: la poblacién de mosquitos aumenta a una tasa
exponencial).

3. Interpretacion: Durante esta etapa debemos aplicar las conclusiones obtenidas durante el analisis
a nuestro problema real, produciendo alguna prediccion (Ejemplo: los mosquitos se apoderan del
mundo).

4. Testeo y ajustes: Volvemos a experimentar y comparamos los resultados experimentales con la
prediccion del modelo. Finalizada esta etapa, hay dos opciones: el modelo predijo correctamente
los resultados experimentales, o bien es necesario ajustar el modelo para tomar en cuenta las
discrepancias.

Ejemplo 2.1. En una granja se planea construir un corral para caballos al costado de un rio. El corral

debe ser rectangular y debe contar con 800 metros cuadrados. Ademas, es necesario cercar en los 3
costados no adyacentes al rio. { Cudntos metros de cerca se necesitan?
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Figura 2.1: Corral para caballos.

Solucion. Para estudiar este tipo de ejemplos, siempre es (til hacer un diagrama que represente la
situacion. En este caso tenemos lo ilustrado en la Figura 2.1. En segundo lugar debemos identificar las
variables relevantes. En el caso del ejemplo, tenemos 2 variables: el ancho del corral (la variable x en la
imagen), y el largo del corral (la variable y).

Luego identificamos las condiciones que satisfacen las variables. En el caso del ejemplo, la condicién
principal es que el &rea del corral debe ser de 800 m?, es decir

x -y = 800.

Luego debemos identificar el problema en cuestion. En el ejemplo, queremos saber la cantidad de metros
de cerca necesario, lo que se puede representar por

2x + y.

Finalmente hacemos un supuesto que es bastante razonable: Queremos usar la menor cantidad de cerca
posible, ya que esto reduciria los costos asociados a la construccion del corral.

Con todo lo anterior, el problema queda modelado por el siguiente ejercicio matematico:
minimizar la funcién 2x + y,
sujeto a que x - y = 800, (P)
x>0ey>0.

Reduccién de variables: en primer lugar observamos que la restriccidon x - y = 800 puede escribirse

como y = —, lo que nos permite re-escribir nuestro problema como
X

L ., 800
minimizar la funcién 2x + —,
X

(P)

sujeto a que x > 0.

Este problema se puede resolver utilizando las herramientas de calculo en una variable aprendidas en
cursos anteriores. Sin embargo, uno de los propdsitos de este curso es aprender a trabajar directamente
con el problema (P), y para ello debemos conocer tépicos de cdlculo en varias variables.
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2.2. Analisis Marginal y aproximacion de funciones

En economia usualmente se utiliza la derivada para estimar el cambio en una cantidad (por ejemplo:
costos, ingresos o ganancia) que resulta de incrementar en 1 unidad el nivel de producciéon. Dicho uso se
denota como andlisis marginal.

Motivacion: Supongamos que C(x) representa el costo de producir x unidades de cierto producto. Si
se estan produciendo xp unidades, entonces la derivada

, , C(xo+ h) — C(x
C'(xo) = lim (xo /3 (x0)

se conoces como el costo marginal de producir xg unidades.

Ahora, si consideramos h = 1, tenemos que
C'(x0) = C(xo + 1) — C(x0),

es decir, C'(xg) aproxima el costo adicional de producir una unidad extra a xp (Ver figura 2.2)

Clxo+1)

Clxo)

Figura 2.2: Costo marginal. En rojo se aprecia graficamente el valor de C'(xp).

Ejemplo 2.2. Se estima que cuando se producen x unidades de cierto producto, el costo serd de
C(x) = %xz +3x+ 98 miles de pesos, y que cuando x unidades se venden, el precio es de p(x) = %(75 —X)
miles de pesos.

1. Encuentre el costo marginal, los ingresos marginales y la ganancia marginal.

2. Use el costo marginal para estimar el costo de producir la novena unidad. {Cual es el costo real de
dicha unidad?
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3. Use el ingreso marginal para estimar el ingreso de vender la novena unidad. ¢Cudl es el ingreso
real?

Solucion. 1. El costo marginal es

1
C'(x) = 27X +3
El ingreso total esta dado por /(x) = x-p(x) = 3 (75 — x) = 25x — % por lo tanto el ingreso marginal
es )
I'(x) = 25— 3
Finalmente la ganancia se puede calcular como G(x) = I(x) — C(x) = 25x — %2 - (%x2 +3x + 98) =
—;—jlxz + 22x — 98, y la ganancia marginal es
2 1 11
Yx)=1(x)—=C'(x)=25—=x— [ = =22 — —x.
G'(x) (x) — C'(x) 5 3 (4x—|—3) 5%

2. C'(8) = 5. Para obtener el costo real de la novena unidad calculamos C(9) — C(8) = —10881 —130 =
41
- =5,125.
8 ’

3. I'(8) =3 =19,6 y el ingreso real es de /(9) — /(8) = 198 — 23° = 28 =19, 3.
|

En términos un poco mas generales, uno puede utilizar la derivada para aproximar cualquier funcidn.
Recordemos que la derivada se puede definir como

, , f(xo+ h) — f(x
f(XO)Z/EL_'TB(O /3 (0)'

luego si es que h es suficientemente pequefo, podemos escribir

f(xo + h) — f(xo)
h '

F(xo0) =

o equivalentemente
f(xo + h) ~ f(xo) + f'(x0)h,

de donde obtenemos:

Teorema 2.1 (Aproximacidén por incrementos). Sea f una funciéon diferenciable en xy, y sea Ax un pequerio
incremento en x, entonces
f(xo + Ax) = f(xo) + f'(x0)Ax.

Similarmente, si denotamos Af = f(xo + Ax) — f(xo) al cambio en la funcién, entonces
Af = f'(x0)Ax.

Ejemplo 2.3. Suponga que el costo total de producir g kilos de cierto producto es C(q) = 3g% + 5q + 10.
Si el nivel de produccion es de 40 kilos, estimar como cambia el costo si es que se producen 40.5 kilos.
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Solucién. Sabemos que el costo de producir 40 kilos es de C(40) = 3(40)? + 5(40) + 10 = 5010, y nos
piden estimar AC (el cambio en el costo) cuando Ag = 0,5 (el cambio en los kilos) y g = 40 (los kilos
que inicialmente se producen), es decir

AC =~ C'(40)-0,5.
Para ello calculamos C’(g) = 6q + 5 y C’(40) = 245, por lo tanto

AC =~ 2? =122,5.

Ademas, el costo total de producir 40,5 kilos puede ser aproximado por
C(40,5) ~ C(40) + C'(40) - 0,5 = C(40) + AC,

es decir, el costo inicial de producir 40 kilos, mas el cambio en el costo de producir medio kilo mas, es

decir
C(40,5) =~ 5010 + 122,5 =5122,5.

Para comparar, notemos que el costo real de producir 40,5 kilos estd dado por
C(40,5) = 3(40,5)* + 5(40,5) + 10 = 5133,25,

es decir, estamos cometiendo un error de 5133,15 —5122,5 = 10,65. [ |

Otro uso que se le puede dar al teorema de aproximacidn es estimar errores de propagacion.

Ejemplo 2.4. Un tecndlogo medico modela un tumor como una esfera, por lo que utiliza la férmula
V= %rzr3 para calcular su volumen. Luego de un examen, determina que el diametro del tumor de un
paciente es de 2.5 cm, pero la maquina utilizada tiene un margen de error maximo de un 2%. ;Qué tan
preciso es el calculo del volumen?

1

Solucion. Tenemos que d = g por lo tanto V = 1xd3, por lo que el volumen calculado por el tecnélogo

es de

ol

1

V =—-n(2,5)° ~ 8,181 cm’.

|

Sin embargo hay un error de medicidn de un 2%, es decir, la medida del didmetro puede crecer o disminuir
en' 2,5.0,02 = 0,05. Para estimar el posible error en el volumen, utilizamos el teorema de aproximacion:

AV x V/(d)Ad.

En nuestro caso V'(d) = %rxdz, d =25y Ad = +0,05, por lo que

AV x =7 (2,5)% - (£0,05) ~ 0,491 cm?.

1
2

"La variacién se calcula como:

(error en la medicion)=(medicién)x (error porcentual).
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O sea el volumen real debiese estar en
7,690 = 8,181 — 0,491 Z V £ 8,181 + 0,491 = 8,672.

Otra situacion tipica es la “inversa”, es decir, deseamos producir una variaciéon determinada en la
funcidn, por lo que queremos saber cuanto debemos cambiar en x para obtener dicha variacidn.

Ejemplo 2.5. La produccion de una fabrica es Q(L) = 900L3 unidades, donde L es el nimero de
trabajadores. En la actualidad hay 1000 trabajadores, y se nos pide estimar cudntos trabajadores
adicionales se requieren para aumentar la produccién en 15 unidades.

Solucion. St usamos el teorema de aproximacidén, tenemos que
AQ =~ Q'(L)AL.
Lo que queremos saber en este caso es AL, conociendo que L = 1000 y que AQ = 15, es decir

-V
~ QL) Q(1000)’

A

300
pero Q'(L) = 300L=3, de donde Q'(1000) = ———— = 3, por lo tanto
(1000)3
15
Al =~ — =5,
3
es decir, se necesitan alrededor de 5 trabajadores adicionales. |

2.2.1. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Dada la funcidon de costo C(x) y el precio p(x), determine: el costo marginal, el ingreso
marginal y la ganancia marginal de producir la cuarta unidad.

1. C(x) = £x? + 4x + 57, p(x) = 1 (36 — x).
2. C(x) = 3x? +5x + 73, p(x) = —x? — 2x + 33.

Ejercicio 2.2. Estime cuanto varia la funcién dada cuando se produce el incremento mencionado.

1. f(x) = x%? —3x + 5, cuando x cambia de 5 a 5,3.

X
X +1

2. f(x) = — 3, cuando x cambia de 4 a 3,8.
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Ejercicio 2.3. Un estudio medioambiental sugiere que en t afos, el nivel de monoéxido de carbono en el
aire serd de
C(t) = 0,05t> + 0,1t + 3,4 partes por millon.

Aproximadamente, { Cuanto variard el nivel del monéxido de carbono en los préoximos 6 meses?

Ejercicio 2.4. Un estudio de eficiencia determina que el trabajador promedio que llega a las 8:00 a.m.
habra producido
f(x) = —x> 4+ 6x> + 15 unidades

x horas mas tarde. Aproximadamente, ; Cuantas unidades producira el trabajador entre las 9:00 a.m y las
9:15 a.m.?

Ejercicio 2.5. Una empresa avicola estima que la produccién semanal de huevos puede ser modelada por
la funcion H(g) = 3093, donde g representa el nimero de gallinas. En la actualidad, la empresa cuenta
con 100 gallinas. Estime cuantas gallinas adicionales se necesitan para incrementar la producciéon de
huevos en 10 huevos por semana.

Ejercicio 2.6. La ley de Stefan-Boltzmann en fisica dice que un cuerpo emite energia térmica de acuerdo
a la formula E(T) = oT*, donde E es la cantidad de energia emitida por una superficie a temperatura T
(medida en grados Kelvin), y o es la constante de Stefan-Boltzmann: o =5, 67 x 108 . Estime el
cambio porcentual en E que se produce al incrementar la temperatura T en un 2%.

W
m2.K4

Ejercicio 2.7. Un tumor canceroso es modelado como una esfera de radio r.

-3

1. (A qué tasa estd cambiando el volumen V = %T:/ con respecto a r cuando r = 0,75 cm.?

2. Estime el error porcentual maximo que se puede permitir a la medicién del didametro del tumor, si
es que se quiere garantizar un error en el calculo del volumen no mayor a un 8%.

2.3. Modelos exponenciales y logaritmicos

Modelo de crecimiento y decrecimiento exponencial

En estos casos suponemos que la funcidén se comporta como una funcidon exponencial, es decir
Q(t) = Aekt o bien Q(t) = Ae™ ¥,

donde A y k son constantes positivas. Este tipo de funciones sirve para modelar, por ejemplo, el
crecimiento no acotado (cuando Q(t) = Ae*!) o decrecimiento hasta la extincién (cuando Q(t) = Ae~*?)
de una poblacion.

Ejemplo 2.6. La densidad de poblacién a x km. del centro de una ciudad es modelada mediante una
funcion exponencial:
O(x) = Ae ™ miles de personas por km?.

Encuentre la funcién si la densidad en el centro del la ciudad es de 15 mil personas por km?, y a 10 km.
del centro es de 9 mil personas por km?. ;Cuél es la densidad de poblacién a 20 km. del centro? ¢Cual es
la tasa de cambio de la densidad de poblacion a 20 km. del centro?
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Q(t) = Ae k!

Figura 2.3: Modelos exponenciales.

Solucion. La densidad en el centro de la ciudad es cuando x = 0, es decir Q(0) = A = 15 mil personas

por km?. Por otra parte, la densidad a 10 km. del centro es Q(10) = 9 mil personas por km?, de donde

deducimos que 9 = 15e~10% o sea k = —11—0 ln %

2 . ’
3 = 2 =54 miles de personas por km?. Ademas

Finalmente calculamos Q(20) = 15e203 = 15. 5 =3
|

Q'(t) = —Ake ™kt = %ln %e%l“%, de donde Q'(20) = % ln %

Curvas de aprendizaje

Usamos una funcion de la forma
O(t) = B— Ae <,

donde A, B y k son constantes positivas. Este tipo de funciones sirve para modelar, por ejemplo, la
relacion entre la eficiencia de un individuo respecto a la experiencia que éste tenga, ast como cierto tipo

de poblaciones en ecosistemas acotados.

B—A 4

Figura 2.4: Curva de aprendizaje.
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Ejemplo 2.7. La tasa a la que un trabajador cosecha uvas es una funcidn de su experiencia. Se estima
que un trabajador promedio cosecha, luego de t meses,

O(t) = 700 — 400" racimos de uva al dia.

1. ¢{Cuantos racimos cosecha un trabajador nuevo?

2. (Cuadntos racimos cosecha un trabajador con 2 meses de experiencia?

3. Aproximadamente, /cuantos racimos cosecharia un trabajador si llevara “una vida” trabajando?
Solucion. 1. Un trabajador nuevo cosecha Q(0) = 300 racimos de uva.

2. Luego de 2 meses, un trabajador cosecha Q(2) =700 — 400e~! ~ 552,85 racimos de uva.

3. Esto quiere decir que lo méximo que puede cosechar un trabajador es lim Q(t) = 700 racimos de
t—o00
uva.

Curvas logisticas

Otra funcién similar a la curva de aprendizaje es la llamada Curva logistica. Dicha funcién se puede
escribir como

B
1+ Ae—kt?

Q(1)

donde A, By k son constantes positivas.

B
T+A

Figura 2.5: Curva logistica y su crecimiento exponencial al comienzo.

La principal diferencia con la curva de aprendizaje, es que esta curva tiene un comportamiento
similar a la curva exponencial y = %ekt para valores pequefios de t. Esta curva se utiliza usualmente
para modelar poblaciones en un ecosistema con recursos finitos donde inicialmente hay un crecimiento

exponencial de la poblacion. La cantidad B denota la capacidad mdxima que tiene dicho ecosistema.

31



Matematica aplicada - Agronomia IMAFI - UTalca

Teorema 2.2 (Derivadas de la funcion logistica). Sea Q(t) = T4 Ae Kkt una funcion logistica de pardmetros
e
A, B, k> 0. Tenemos que
ABkekt
1. Q'(t) = —_—.
(1+ Ae—kt)
ABk2 ekt
20"t = — (Ae_kt -1 )
(1+ Ae—kt)
Ejercicio 2.8. Un buen ejercicio de cédlculo es demostrar el teorema anterior, es decir, calcular las
]
derivadas de Q(t) = ————— asumiendo que A, B, k son constantes.
(1) 1+ Ae—kt !

Ejemplo 2.8. Un apicultor estima que t meses después de establecida una colmena, la cantidad de abejas

que tendra estard dada por
1000

Q) = T3 7ge
1. Determine la poblacién inicial de abejas.

2. (Cuantas abejas habran al cabo de 3 meses?

3. (A qué tasa se reproducen las abejas luego de 3 meses?

4. ;Cuando las abejas se reproducen con mayor rapidez?

5. Determine la capacidad maxima de la colmena.

1000
Solucion. 1. El apicultor empezd con Q(0) = T30= 100 abejas.
1000
2. Luego de 3 meses habran Q(3) = 15903 ~ 691 abejas.
3. La tasa de reproduccion esta dada por R(t) = Q'(t) = M por lo que la tasa al tercer mes
. La 1asa | a dada | = _(1+96_t)2,| ] a 1asSa a
es ;
9000e~
R(3) = @ ~ 214 abejas por mes.

4. Para determinar esto, debemos maximizar la tasa de reproduccidn, es decir, debemos encontrar el
maximo de la funcion

90006~
(1 + 9e )2’

Para ello encontramos sus puntos criticos, es decir, debemos mirar R’(t). Si hacemos el calculo,
obtenemos que:

R(t) =

9000e!

R'(t) = Q"(t) = m (

e_t—‘l).
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De aqui deducimos que hay solo un punto critico, que satisface 9e~*—1 = 0, es decir t = In9 ~ 2,197.
Ademads podemos usar el test de la primera derivada, ya que R’(t) > 0 cuando t < In(9) y R'(t) <0
cuando t > n(9), por lo que t = ln(9) es un maximo para R(t).

En otras palabras, hemos maximizado Q’(t), la tasa de reproduccion.

Observacion. En este punto es importante no confundirse en los conceptos. Nos piden maximizar
una tasa, es decir, maximizar una derivada. Lo conveniente es denotar a la derivada con un nuevo
nombre, en este caso llamamos R(t) = Q'(t) y “olvidarnos” que R(t) es la derivada de otra funcidn.
Luego procedemos de la manera habitual para maximizar la funcion R(t).

5. La capacidad méaxima de la colmena es de tl(m Q(t) = 1000 abejas.
—0Q

Otro uso habitual es en el de modelamiento de epidemias o plagas. En este caso, la cantidad B
denota la cantidad maxima de individuos susceptibles a ser contagiados.

Ejemplo 2.9. EL ministerio de Salud estimd que t semanas después del brote de la gripe porcina,
aproximadamente

20

Olt) = 7 Fge ot

miles de personas

se habian contagiado en Chile.

2.
3.

. ¢Cuantas personas tenian la gripe al comienzo de la epidemia? ;Cudntos contagiados habian luego

de 2 semanas?
¢(Cudndo comenzd a decaer la tasa de infeccidon?

(Cuanta gente estard eventualmente enferma?

Solucion. 1. La cantidad inicial de infectados es de Q(0) = 1 (o sea mil personas) y al cabo de 2

2.

, 20 : ,
semanas habian Q(2) = 151963 ~ 10,28 miles de personas contagiadas.
o

La tasa de infeccidn comienza a decaer luego de alcanzar su maximo, es decir, debemos encontrar

el maximo de
570e 15t

(1+ 19e- 152"

Para ello encontramos sus puntos criticos, es decir, debemos calcular

R(t) = Q'(t) =

B 855719t (197121 — 1)

R,(t) = Q”(t) (1 + 196‘_1’5t)3

~15t_1 =0, 0sea t = l';159 ~1,96 ~ 2

semanas. Ejercicio propuesto: verificar que efectivamente este punto critico es un maximo para

Q'(1).

de donde deducimos que el tnico punto critico satisface 19e
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3. La cantidad de personas que se eventualmente se enfermara esta dada por lim Q(t) = 20 mil
t—o0
personas.
|

También hay situaciones en que un modelo logaritmico es pertinente:

Ejemplo 2.10. Se ha estimado que luego de los 8 afos, la capacidad aerébica de una persona de x afos
de edad puede ser modelada por la funcién

A(x):w, x> 8.
X

1. Bosqueje el grafico de A(x).
2. {A qué edad una persona alcanza su peak de capacidad aerdbica?

3. (A qué edad la capacidad aerdbica decrece con mayor rapidez?

. : , - 110
Solucién. Para encontrar el peak, debemos determinar los niimeros criticos. A'(x) = —- (3 — lnx), de
X
donde deducimos que x = e3 ~ 20,09 es el Gnico punto critico. Si analizamos la funcién, nos damos
cuenta que cuando 0 < x < e3 la funcién es creciente, y cuando x > e3 la funcién es decreciente, por lo
que cuando x = e = 20 es cuando se alcanza el peak de la capacidad aerébica.

Figura 2.6: Grafico de A(x).

La segunda pregunta nos pide encontrar cuando la capacidad aerdbica decrece con mayor rapidez,
esto es, cuando A’(x) es lo mas negativa posible. En otras palabras, debemos encontrar el minimo absoluto
7 . ’
de A’(x). Para ello encontramos A”(x) = 1)(1—30 (2lnx —7), de donde x = e2 = 33,12 es el tinico niimero
. ' o . ’ ’ 7 7
critico para A’. Si analizamos A’, notamos que A" decrece cuando 0 < x < e2 y crece cuando x > ez, por
lo tanto x = 33 es el minimo absoluto para A’

7 7 _ : . s
Notamos que cuando x = e?, entonces A'(e?) = —55e~/ < 0 es decir, la capacidad aerébica esta

decreciendo en este instante a su maxima rapidez. |

34



IMAFI - UTalca Matematica aplicada - Agronomia

2.3.1. Ejercicios

Ejercicio 2.9. Se estima que en t afos, la poblacién de cierto pais serd P(t) = 50e%%?t millones de
habitantes.

1. ¢(Cudl es la poblacion actual del pais?
2. (Cudl sera la poblacion en 20 afos?
3. ¢{A qué tasa estd cambiando la poblacidn luego de t afos?

Ejercicio 2.10. Se estima que luego de t semanas trabajando, un trabajador postal es capaz de despachar
O(t) = 20 — 10e73t paquetes por dia.

1. ¢Cudntos paquetes despacha un trabajador recién contratado?
2. (Cudntos paquetes despacha el trabajador luego de 1 mes trabajando?
3. (Cuantos paquetes puede aspirar a despachar un trabajador con mucha experiencia?

Ejercicio 2.11. Una epidemia se propaga en una comunidad de tal forma que después de t semanas
después de su aparicion, el nimero de individuos contagiados estéd dado por la funcién

A

0= 15 cerr

donde A es la cantidad total de individuos susceptibles a la infeccion y C, k son constantes positivas.
Determine el tiempo y la cantidad de individuos cuando la epidemia se propaga a su mayor velocidad.

Ejercicio 2.12. Un estudio determina que luego de t horas de introducida una toxina a una colonia de
bacterias, la poblacion sera de

P(t) = 10000 (7 + 157005  te=00%¢)

1. ¢(Cudl es la poblacion en el momento en que se introduce la toxina?
2. ¢En qué momento la poblacion alcanza su maximo? /Cudl es la maxima poblacion?
3. ¢(Qué sucede eventualmente (t — +00) con la colonia de bacterias?

Ejercicio 2.13. Una empresa de seguros estima que bajo ciertas condiciones, la probabilidad de que una
persona fallezca conduciendo su vehiculo a los x afios es de

P(x) = xe™

1. Encuentre el maximo valor de P(x) y la edad a la que esto ocurre.

2. Estime la probabilidad de morir manejando de un recién nacido y de un anciano.
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3. Bosqueje el grafico de P(x).
Ejercicio 2.14. El encargado de un zooldgico estima que la funcidn

4 —(ln x)?
)= ———, x>0.
X

entrega una buena estimacién de la cantidad de animales en el zooldgico que tienen x anos de edad.

1. Bosqueje el grafico de la funcién cuando x > 0. Hint: La funcidn es siempre positiva y satisface

lim f(x) = lim f(x) =0.
x—0*t X—0Q
2. Determine cudl es la edad mas comuin entre los animales. Hint: la edad mads comin es donde la
cantidad de animales es mayor.

Ejercicio 2.15. Suponga que para un organismo de x aios de edad, la tasa de reproduccién per capita
esta determinada por
n (100X26_X)
R(x) = ——M
X
(Cudl es la edad optima para la reproduccion? iCudl es la tasa de reproduccion a esa edad? Hint: La

edad optima para la reproduccidn se alcanza cuando la tasa de reproduccidn es maxima.

2.4. Funciones de dos variables

Usualmente en aplicaciones nos encontramos con modelos que involucran mas de una variable
independiente. A modo de ejemplo recordamos el problema de la cerca desarrollado en el Ejemplo 2.1:
en dicho caso teniamos las variables x e y que representaban el ancho y el largo de la cerca, por lo que
la funcion que modela la cantidad de cerca puede ser escrita como

Lix,y) =2x+y.
Esta es una tipica funcidn de dos variables. A continuacién tenemos la definicion de tales funciones:

Definicion 2.1. Una funcidn de dos variables es una regla que asigna a cada par ordenado (x, y) en un
dominio D, un tnico valor real f(x, y).

Es importante remarcar que en aplicaciones lo que usualmente se entrega es una formula para f(x, y)
donde el dominio estéd “implicitamente” definido como el conjunto de pares ordenados (x, y) para los
cuales la funcidn esta bien definida.

En el ejemplo de la cerca, debe quedar claro que el dominio de la funcién L(x, y) son todos los pares
(x,y) tales que x > 0 e y > 0, esto pues ambas cantidades representan la longitud de un segmento. Esto
suele ocurrir cuando las variables tienen alguna connotacién relativa a un problema real, en el caso del
ejemplo, las distancias son siempre positivas.

Por otra parte, hay situaciones en las que no hay una interpretacion clara del significado de las
variables. En tales casos la misma fdrmula nos permite encontrar el dominio de la funcién. Dicha situacion
se muestra en los siguiente ejemplos,
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Ejemplo 2.11.

3x% + 5y

X—=Y
Solucion. Para que f esté bien definida, nos debemos preocupar de no dividir por 0. Es decir,
x —y # 0 o equivalentemente x # y.

1. Sea f(x,y) = . Determine el dominio de f y calcule f(2, 3).

De lo anterior tenemos que el punto (2, 3) pertenece al dominio, por lo que podemos calcular

3(2)? +5(3)

f2.3)= =55

=-27.

2. Sea g(x,y) = xe¥ + Inx. Determine el dominio de g y calcule g(e?, e).

Solucion. Aqui la funcidn estd indefinida cuando x < 0, puesto que el logaritmo natural solo esta
definido para valores positivos, de donde concluimos que el dominio son todos los pares ordenados
(x, y) tales que x > 0.

Como e’ > 0 tenemos que el par (e?, e) pertenece al dominio, luego calculamos

2

g(e? e) = e

e+ lne? = e?te 2.

3. Sea h(x,y) =+/9 — x2 — y2. Determine el dominio de h y calcule h(1,2).

Solucion. En este caso nos debemos preocupar que lo que se encuentra dentro de la raiz cuadrada
sea mayor que 0, es decir: 9 — x> — y? > 0, o equivalentemente x? + y? < 9.

Vale la pena recordar que la ecuacidn en el plano cartesiano de una circunferencia de radio R
centrado en las coordenadas (xp, yg) estd dada por

(x — x0)> + (y — yo)* = R*.

Ademas, el conjunto de los pares (x, y) tales que (x — x0)? + (y — yo)> < R? corresponde a los pares
que se encuentran dentro de la circunferencia.

Finalmente notamos que (1,2) estd en el domino de la funcidn, por lo que calculamos
h(1,1)=V9—-12-22 =4 =2.

4. Sea f(x,y) = log, (x + y — 4). Determine el dominio de f.

Solucién. Ahora la condicién es que x + y —4 > 0, es decir el domino es el conjunto de todos
los pares (x, y) tales que x + y > 4. Un buen ejercicio es determinar como se puede graficar este
dominio.

Ejemplo 2.12. Suponga que en cierta fabrica se estima que la produccién de cierto producto esta dada
por
1,2 .
Q(K,L) =60K3L3 unidades,

donde K es el capital invertido (en millones de pesos) y L es la cantidad de trabajadores.
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1. Encuentre la produccidn si el capital es de $512 millones y de 1.000 trabajadores.

Solucion. Debemos calcular Q(512,1000), es decir
Q(512,1000) = 60 - (512)1§ . (‘IOOO)% =60-8-100 = 48,000.

2. (Qué sucede si se duplican el capital y la cantidad de trabajadores?

Solucién. Si el capital inicial es K y la cantidad de trabajadores es L, entonces debemos calcular
Q(2K, 2L).
Q(2K,2L) = 60(2K)3(2L)5 = 2 - 60K L3 = 2Q(K, L),

en otras palabras, la produccién se duplica.
Ejemplo 2.13. Una poblacidn de 5 millones de habitantes crece exponencialmente como
P(k, t) = 5ekt,

donde k es la tasa de crecimiento (per capita) anual y t es la cantidad de afos transcurridos. (Cudl sera
la poblacion dentro de 7 afios si es que la poblacidn crece a un 3% anual?

Solucion. Tenemos que kK = 0,03 y t = 7, de donde la poblacion dentro de 7 afos sera P(0,03,7) =
509037 ~ 6,16839 millones de habitantes.

2.41. Ejercicios
Ejercicio 2.16. Calcule el valor de la funcién en los valores dados:
1. f(x,y,z) = xe¥ + ye*; f(1,1), f(In2,In3).

2. g(x,y) = log,(x + y?); g(1,1), g(7,5).

3. h(x,y) = /X2 — y2; h(—1,0), h(10,-5).

Ejercicio 2.17. Encuentre el domino de las siguientes funciones:

5x + 4 Xy

1. f(x,y) = 3iJ—r5Z' 3. h(x,y) = 117)(2
X ) log, (1 — x?)
2. YY) = ——. 4, )= ———-—.

Ejercicio 2.18. El coeficiente intelectual de una persona se mide mediante la siguiente férmula

100m
a '

Cla,m) =
donde o es la edad fisioldgica de la persona, y m es la edad mental de la persona.

1. Encuentre el domino de la funcion C.
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2. (Cuadl es el coeficiente intelectual de una persona de 20 aiios de edad con una edad mental de 18
anos?

3. ¢Cudl es el coeficiente intelectual de una persona que tiene la misma edad mental que su edad
fisiologica?

Ejercicio 2.19. La ley de Poiseuille dice que la velocidad de la sangre V en cm/s que fluye a r cms. del
eje central del vaso sanguineo de radio R cms. y largo L cms. estéd dada por

9,3P
V(R R.LP) = = (RZ—/—Z)

donde P es la presién del vaso en dinas/cm?. Suponga que para un vaso sanguineo en particular, se
determina que su radio es de 0,0075 cms. y es de 1,675 cms. de largo.

1. Escriba la funcidn V como una funcién solo de R y P. Determine su dominio.

2. (Qué tan répido fluye la sangre a 0,004 cms. del eje si la presion es de 3,875 dinas/cm?.?

Nota: “dina” es una medida de fuerza tal que 100000 dinas equivalen a 1 Newton.

2.4.2. Graficos de funciones

A diferencia de las funciones de una variable, las funciones de dos variables deben ser graficadas en
el espacio tridimensional. A continuacidn observaremos algunos graficos de dichas funciones.

Ejercicio 2.20. Investigar sobre como graficar funciones de dos variables usando herramientas compu-
tacionales. Una manera simple de hacer esto es utilizar Google:

http://www.google.cl/search?q=x"2%2By~2+from+-2+to+2
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(c) Silla de montar: f(x, y) = y?> —

X2

(d) f(x, y) = e ), (e) f(x,y) = xy. () F(x, y) = x(1 = x)y(1 = y).

Figura 2.7: Graficos de algunas funciones de dos variables.

2.5. Derivadas parciales

Como vimos en los problemas de una variable, conocer las derivadas de una funcién es de gran
utilidad, por ejemplo para obtener puntos criticos, lo que en aplicaciones nos permite resolver problemas
de optimizacidn.

Es por ello que debemos generalizar el concepto de derivada para el caso en que tratamos con
funciones de dos variables:

Definicion 2.2. Suponga que z = f(x, y) es una funcién de dos variables. La derivada parcial de f con
respecto a x es la funcion que resulta de derivar con respecto a x la f(x, y) asumiendo que y es constante.
Denotamos dicha derivada parcial como

of
fx(x,y) o 07()(’ y).

Similarmente, la derivada parcial de f con respecto a y es la funcion que resulta de derivar con respecto
a y la f(x,y) asumiendo que x es constante, y la denotamos como

f
(x, y).

9y

fy(x,y) o
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Si ambas derivadas existen, decimos que la funcion es diferenciable.

Ejemplo 2.14. Encuentre las derivadas parciales de las siguientes funciones:

1.

2.

3.

fx,y) = x>+ y°.

Solucion. = f,(x,y) = 2x.
= fy(x,y) =2y.

f(x,y) = xln(x + y).

X
Solucién. = f(x,y)=ln(x+y)+ ——.
olucion (x,y) =In(x +y) Xty

X

= by =

f(x, y) = sen(xeY).

Solucion. = f,(x,y) = eY cos(xeY).

= fy(x, y) = xeY cos(xe?).

Asl como tenemos el concepto de derivada parcial, también podemos hablar de las derivadas de
segundo orden. Una observacion importante es que a diferencia del caso de una variable, para funciones
de dos variables hay mas de una seqgunda derivada:

Definicion 2.3. Suponga que z = f(x, y) es una funcion de dos variables. Tenemos cuatro derivadas de
segundo orden, las que se obtienen de la siguiente manera:

2

fux(x,y) = ﬁ(x, y), que es la funcién que resulta de calcular la derivada parcial respecto a x de
X

la derivada parcial respecto a x,

o*f
fyy(x,y) = @(X, y), que es la funcion que resulta de calcular la derivada parcial respecto a y de

la derivada parcial respecto a y,

0%f

fry(x,y) = W(X' y), que es la funcion que resulta de calcular la derivada parcial respecto a y
yox

de la derivada parcial respecto a x, y
o°f L . .

fyx(x,y) = W(X' y), que es la funcion que resulta de calcular la derivada parcial respecto a x
xXoy

de la derivada parcial respecto a y.

Si todas las derivadas de segundo orden existen, decimos que la funcion es dos veces diferenciable.

Ejemplo 2.15. Encuentre las derivadas de segundo orden de las siguiente funciones:
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1. f(x, y) = x>+ ¢3.

Solucién. = f(x,y) = 3x°.

fy(x,y) = 3y

= fix(x,y) = 6x.
= fyy(x, y) = 6y.
» fuylx,y)=0.
. fyX(x, y)=0.

2. f(x,y) = xy> +5xy? + 2x + 1.

Solucién. = f(x,y) = y>+5y +2.

w fy(x,y) = 3xy? + 5x.
» fu(x,y) = 0.

» fyy(x,y) = bxy

= fuylx,y) =3y> +5

= fyelx,y) =3y> +5

Solucidn. w fo(x, y) = (U + 4X)exg+2xz'

= fylxiy) = xe V2,

m f(x,y) = (4 + (y + 4X) ) eXy+2x?
= fyylx,y) = x2ex 2

n fy(x,y) = (14 x(y + 4x)) X972,
n fye(x,y) = (14 x(y + 4x)) e+,

Como observamos en todos los ejemplos anteriores, las funciones fy,(x, y) y fyx(x, y) son iguales. Esto
no es casualidad, de hecho para (casi?) todas las funciones se tiene que fxy = fyx. Es por esto que en los
ejercicios solo necesitamos calcular tres derivadas de segundo orden.

Otro topico de importancia es el relativo a la regla de la cadena cuando las funciones tienen dos
variables. Recordemos que cuando teniamos una funcién de una variable y = f(x) era habitual introducir

2las funciones para las que esto no es cierto son bastante patolégicas. Una de estas funciones es

xy(x? —y?)
—_—— alra B 0,0
fx, ) = T 02 para (x,y) # (0,0) _

0 para (x,y) = (0,0).

Este tipo de funciones raramente aparece en aplicaciones, por lo que no nos preocuparemos de ellas.
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el concepto de que x dependia una tercera variable ¢, y nos interesaba saber como depende y de dicha

. . . dy .
variable, es decir, nos interesaba calcular It Para ello usdbamos la regla de la cadena:

dy , . dx
= f'(x)—.
X gt

dt
En el caso de dos variables, lo que sucede es que tenemos que z = f(x, y) y tanto x como y dependen
de una cuarta variable t. Para obtener la tasa de cambio de z respecto a t necesitamos generalizar la
regla de la cadena que conocemos para una variable.

Teorema 2.3 (Regla de la cadena). Sea z = f(x, y) una funcion diferenciable, y supongamos que x e y
son funciones de t, es decir, x = x(t) e y = y(t). Entonces z se puede considerar como una funcién de t

y tenemos que
dz dx dy
— = hx, y) = + fy(x, y)—.
dt b yhgy iyl u) gy
/
Ejemplo 2.16. Dada la funciones z = f(x, y), x(t) e y(t), calcule %

1. fx,y)=x2+y% x(t) =1+t y(t) =t +e .

Solucion. Tenemos que

fx(x, y) = 2x,
fy(x, y) = 2y,
dx _
dt '
d—y =2t—e ¢,
dt
de donde obhtenemos que
dz
’h =2x+2(2t—e")y
1 1
2. fix,y) =xlnx, x(t) =13, y(t) =t + .
Solucion. En este caso
fx(x,y) =lnx+1,
fy(x,y) =0,
ax_ 13
dat 3 '
dy _,_1
dt — t2
de donde obtenemos que
dz _ 11‘_? (T+Wnx)
dt 3 '
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1
3. f(x, y) = cos(x? + xy), x(t) = Py y(t) =sent.

Solucion. Calculamos

fe(x, y) = — (2x + y) sen(x? + xy),

fylx,y) = —x sen(x? + xy),
dx 1
dt — (t+1)?
d—y = cost,
dt

de donde obtenemos que

dz _ (2x + y) sen(x? + xy)
dt (t+1)?

— xsen(x? + xy) cos t.

2.5.1. Ejercicios

Ejercicio 2.21. Calcule las derivadas de segundo orden de las siguientes funciones:

1. f(x,y) = 3x> — 4y? + 5xy — 5x + 6y — 90. 5. f(x,y) = cos?(x + y).
2. f(x,y) =50e"Y. 02X
—— 6. f(X' U) = .
3. f(x,y) = x —5e™Y. X—y
1
4. f(x,y) = 111060 7. f(x,y) = In(2x% + 3y?).

/
Ejercicio 2.22. Dadas las funciones z = f(x, y), x(t) e y(t), calcule %

1. f(x,y) = 300 — 20x2 + 40y, x(t) = 100, y(t) 3. f(x,y) = x2y3, x(t) = e, y(t) = Int.
150 — /1.
3x x+y

1
2. f(x,y) = Y x(t) =t y(t) = t> = 1. 4 flxy)="— ” x(t) =3+ 3 ylt) = cost.

2.6. Optimizacion de funciones de dos variables

Hasta ahora hemos visto problemas de optimizaciéon en una variable, sin embargo hay situaciones en
las que se requieren mas de una variable independiente para modelar ciertos problemas, como lo ilustra
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.17. Se desea construir una piscina para contener 4 m? de agua3. ;Cuéles son las dimensiones
de la piscina que minimizan la cantidad de revestimiento del interior de la piscina?

31 m? 21000 litros.
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Para resolver este problema es conveniente hacer un dibujo (Figura 2.8) para visualizar las variables
pertinentes

Figura 2.8: Piscina.

Como vemos, el problema consiste en minimizar la superficie de la piscina, es decir, minimizar la
funcidon de tres variables

S(x,y,z) =2xz+2zy + xy

bajo la restriccién de que el volumen de la piscina es de 4 m?, es decir
V =xyz =4

Tal como en el ejemplo de la cerca (Ejemplo 2.1), podemos usar la segunda ecuacidn para reducir el
numero de variables. Por ejemplo, podemos escribir que

z=—,
Xy
de donde reemplazando en la funcién S obtenemos la funcidn de dos variables
8 8
S(x,y)=—+—+xy.
y X

Es decir, nuestro problema ha sido reducido al siguiente problema de calculo:

L ., 8 8
minimizar la funcién — + — + xy,
y X (O)
sujetoaque x >0e y > 0.

¢{Cémo resolvemos este problema?

2.6.1. Extremos relativos y puntos criticos en dos variables

Definicion 2.4 (Extremos relativos). Decimos que la funcion f tiene un

= Mdximo relativo en el punto (a, b), si f(a, b) > f(x, y) para todo (x, y) “cerca” de (a, b);
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maximo_relativo

Figura 2.9: Extremos relativos

= Minimo relativo en el punto (a, b), si f(a, b) < f(x, y) para todo (x,y) “cerca” de (a, b);
Al igual que en el caso de una variable, para encontrar extremos relativos, la herramienta crucial es
la derivada

Definicion 2.5 (Puntos Criticos). Dada una funcién diferenciable f, decimos que (a, b) es un punto critico®

si
f«(a,b)=0 y fy(a,b)=0.

Ejemplo 2.18. Encuentre los puntos criticos de f(x, y) = x* + y?.

Solucion. Ejemplo resuelto en clases. |

Ast como en problemas de una variable, los puntos criticos son candidatos a ser extremos relativos,
como lo muestra el siguiente teorema

Teorema 2.4. Si las derivadas parciales de primer orden existen, entonces los extremos relativos se

encuentran en los puntos criticos.

El teorema anterior nos da una herramienta para encontrar extremos relativos: primero debemos
encontrar los puntos criticos y luego chequeamos cual de estos es un méximo o minimo relativo.

Ejemplo 2.19. Encuentre los puntos criticos de f(x, y) = x> 4+ ¢°>.

Solucién. Tenemos que fy(x, y) = 3x% y f(x, y) = 3y?, luego (0,0) es el tnico punto critico. |

¢{Cémo determinamos si un punto critico es un extremo relativo?

A diferencia del caso de una variable donde tentamos el test de la primera derivada, cuando trabajamos
con dos variables dicho test no puede ser aplicado. Sin embargo existe un test de la segunda derivada

*Asi como en el caso de una variable, puede darse la situacién que la funcién no tenga derivadas en (a, b): En dicho caso,
(a, b) también es un punto critico. En este curso no nos preocuparemos de dichos casos.
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Teorema 2.5 (Test de la segunda derivada para extremos relativos). Dada una funcion dos veces
diferenciable, definimos la funcién

D(x, y) = Fur(, 4) - Fyyx, 9) = (g, 9))?

Para encontrar los extremos relativos sequimos el siguiente procedimiento:

1. Encontramos los puntos criticos de la funcion.
2. Para cada punto critico (a, b), evaluamos D(a, b).
3. Si D(a, b) > 0, entonces evaluamos fy(a, b):

» Si fix(a, b) > 0, entonces (a, b) es un minimo relativo.
» Si fix(a, b) <0, entonces (a, b) es un méximo relativo.

» Si fix(a, b) =0, entonces no podemos decir nada acerca de (a, b).
4. Si D(a, b) < 0, entonces (a, b) es un punto silla. Este tipo de puntos no es un extremo relativo.

5. Si D(a, b) = 0, entonces no podemos decir nada acerca de (a, b).

El teorema anterior se puede resumir con el siguiente cuadro: Sea (a, b) un punto critico para f,
entonces

signo de D(a, b) | signo de fi(a, b) (a, b) es un

+ + minimo relativo

+ — maximo relativo

— punto silla

Figura 2.10: La funcién f(x, y) = y?> — x* tiene un punto silla en (0, 0).

Ejemplo 2.20. Encuentre los extremos relativos y puntos sillas de las siguiente funciones:
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1. f(x,y) = x> + y>.

Solucion. Ejemplo resuelto en clases.

. f(x,y) = y? — x? (Ver figura 2.10).

Solucién. En este caso fy(x,y) = —2x y fy(x,y) = 2y, luego (0,0) es el tnico punto critico. Si
calculamos D(x, y), obtenemos que

D(x, y) = —4,

luego D(0,0) = —4 < 0, es decir (0,0) es un punto silla.

Cf(x,y) = x> =y — bxy.

Solucion. Ejemplo resuelto en clases.

Cf(x,y) =12x — x> — 442,

Solucién. Encontramos que f,(x, y) = 12 — 3x? y fy(x,y) = —8y, de donde deducimos que hay dos
puntos criticos: (2,0) y (—2,0). Para determinar el tipo de punto critico, calculamos

D(x, y) = 48x,

de donde D(2,0) = 92 > 0, es decir el punto (2,0) es un minimo relativo. Por otra parte D(—2,0) =
—92 < 0, es decir (—2,0) es un punto silla.

Observacion 2.2. Algunos se preguntaran: (Qué pasa con los extremos absolutos?. La respuesta puede
ser bastante complicada, sin embargo en este curso asumiremos siempre que si es que la funcion de
dos variables tiene un dnico extremo relativo, este debe ser absoluto, es decir, si encontramos un (nico
minimo relativo, este deber ser el minimo absoluto de la funcidn; asi también, si encontramos un Unico
maximo relativo, este debe ser el maximo absoluto de la funcidn.

2.6.2. Ejercicios

Ejercicio 2.23. Dada la funcion f(x, y), encuentre los puntos criticos y clasifiquelos como maximos
relativos, minimos relativos o puntos silla.
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1. f(x,y) =5—x% - y°. 4 f(x,y) =23+ y3 +3x =3y — 12x — 4.

2. f(x,y) = xy. 5. f(x,y) = x> + y? — bxy + 9x + 5y + 2.

16 6
3. flx,y) = — + — + x> — 3y°.

X oy 6. f(x,y) = xy?> — 6x% — 3y°.
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2.7. Optimizacion aplicada

A continuacién veremos diversas aplicaciones. En primer lugar, volvamos al ejemplo de la piscina
(Ejemplo (O)). Tentamos el siguiente problema:

8 8
minimizar la funcién S(x, y) = — + — + xy,
y X

(0)
sujeto a que x >0 e y > 0.
Para ello sigamos el procedimiento dado anteriormente
. - 8 8 ,
1. Primer encontramos los puntos criticos: Tenemos que S(x,y) = —— +y, y Sy(x, y) = —— + x. Si
X L

igualamos ambas cantidades a 0, encontramos que

8 8
y = — U X = —.
y==2 Y J2
Si reemplazamos el valor de y en la ecuacidn para x obtenemos que

8 x*
X = = —

;==
(&) °

O equivalentemente x* —8x = 0, de donde obtenemos que x = 0 0 x = 2. Pero x = 0 no es un valor
valido para la funcidn, es decir x = 2 es el Unico valor relevante. Luego si reemplazamos x = 2 en
la ecuacion para y, obtenemos que y = 2.

Es decir, el punto (2, 2) es el Gnico punto critico para la funcidn.

2. Ahora necesitamos evaluar D(2,2) = 5.(2,2) - 544(2,2) — (Sxy(2,2))2, por lo que necesitamos
calcular las derivadas de segundo orden.

16 16
SXX(X:U):;: Syy(X:U):E: Sw=1,
por lo que
16 16 5
D(Z,Z)Z?-f—1 =3>0.

Y como S,(2,2) =2 > 0, concluimos que (2,2) es un minimo relativo, pero como es el tnico, es el
minimo absoluto para S.

Finalmente concluimos que las dimensiones de la piscina deben ser de 2 m. x 2 m. x 1 m. (Recordar

4
que z = —). [}
Xy
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Figura 2.11: Caja con tapa y base.

Ejemplo 2.21. Se quiere construir una caja rectangular de 32 cm?, para ello se utilizan 3 materiales
distintos: El material para los costados de la caja cuesta 1.000 pesos por cm?, el material para la
base cuesta 3.000 pesos por cm?, y el material para la tapa cuesta 5.000 pesos por cm?. Determine las
dimensiones de la caja mas barata.

Solucion. Para resolver este problema es conveniente hacer un dibujo (Ver figura 2.11). Tenemos que el
costo de la caja se puede escribir como

C(x, y,z) = (costo de los lados)+(costo de la base)+(costo de la tapa)
=(2xz+2zy) - 1+xy-3+xy-5
= 2xz + 2zy + 8xy miles de pesos

Por otra parte tenemos que el volumen de la caja debe ser de 32 cm>, es decir xyz = 32, de donde

z = —. Luego nuestro problema es minimizar
Xy

64 64
Clx,y) = — + — + 8xu.
(x.y) y+X+Xy

Procedemos como siempre:

4 4
1. Puntos criticos: Cy(x, y) = _?(_2 + 8y, Cy(x,y) = —2—2 + 8x. De donde el tnico punto critico es el
punto (2, 2).
2-64 2-64
2. Evaluamos D(2,2). Cix(x, y) = 3 Cyylx, y) = g—3 Ciy(x,y) = 8, de donde
D(2,2) =16 —82=3-8%> 0.

128
Ademas, Cyx(2,2) = >3 > 0, es decir, nuestro tnico punto critico es un minimo.

De donde concluimos que la caja debe ser de dimensiones 2 cm. x 2 cm. x 8 cm.. |
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Ejemplo 2.22. Una tienda de abarrotes vende dos marcas bebidas de fantasia de tres litros. Si el precio
de venta de una de las marcas es x y el de la otra es y, el dueiio del almacén estima que la ganancia
por ventas estara dada por la funcion

G(x, y) = (x —2)(40 — 50x + 40y) + (y — 2)(20 + 60x — 70y) miles de pesos.
Encuentre los precios x e y que maximizan la ganancia.

Solucion. Tal como antes, sequimos el procedimiento:

1. Puntos criticos: Gy(x, y) = 20 — 100x + 100y, Gy(x, y) = 80 + 100x — 140y. Si igualamos ambas
cantidades a 0 obtenemos el siguiente sistema:
5x —by =1
Sbx -7y =—-4

De donde obtenemos que x = % =27ey= % = 2,5 O sea el punto (% %) es el Unico punto
critico para G.

2. Evaluamos D (% %) Gyx(x, y) = =100, Gyy(x, y) = =140 y Gyy(x, y) = 0, por lo tanto

27 5
D (10,2) = 14000 > 0.

Finalmente evaluamos Gy (% %) = —100 < 0, por lo que nuestro Unico punto critico es un maximo.

Concluimos que para maximizar la ganancia, debemos vender la marca x a $2.700 y la marca y a
$2.500.

Ejemplo 2.23. El gerente de una compaiiia distribuidora de alimentos determina que sus tres clientes
mas importantes se pueden ubicar en el mapa como lo muestra la figura 2.12:

(En qué lugar del mapa debe establecerse el centro de distribucidn, de modo que se minimice la
suma de los cuadrados de las distancias a cada cliente?

Solucion. En primer lugar recordamos que la distancia al cuadrado entre dos puntos en el plano dados
por (x1, Y1) Yy (x2, y2) puede ser calculada mediante la formula

d? = (x1 —x2)? + (y1 — y2)*.

Con esto, si el centro de distribucidn se ubica en el punto (x, y), entonces la suma de los cuadrados de
las distancias a cada cliente esta dada por

(distancia al cliente A)? + (distancia al cliente B)? + (distancia al cliente C)?

=[x =12+ = 52] + [+ o] + [ - 82 + 7]

f(x.y)
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(1.5)

(0,0)

Figura 2.12: Diagrama para el centro de distribucion.

1. Puntos criticos: fi(x, y) = 6x — 18, f,(x, y) = 6y — 10. De donde el tinico punto critico es el punto
(3.3)
'3

2. Evaluamos D (3, 3). fux(x, y) = 6, fyy(x, y) = 6, fx, = 0, por lo tanto
5
D (3) =36 > 0,
3
ademas, fyy (3, %) =6 > 0, es decir nuestro Unico punto critico es un minimo.

Concluimos que se debe ubicar el centro de distribucion en el punto (3, %) |

2.7.1. Ejercicios

Ejercicio 2.24. Un almacén vende dos marcas de comida para perros. St cobra x pesos por una marca e
y pesos por la otra, el duefo estima que ganara

G(x, y) = =5x> + 10xy — 20x — 7y* + 240y — 5300.
(Cuales deben ser los precios de las comidas, de modo que se maximicen las ganancias?

Ejercicio 2.25. Se desea construir una antena para celulares para comunicar a cuatro comunas. Si las
comunas estan ubicadas en los puntos (—5,0),(1,7),(9,0) y (0, —8), determine el lugar (x, y) donde se
debe ubicar la antena, de modo que se minimice la suma de las distancias al cuadrado desde la antena
hacia cada comuna.

Ejercicio 2.26. El gerente de una compania de transporte tiene 3 clientes que se pueden ubicar en un
mapa en las coordenadas A= (0,0), B=(2,7), y C = (8,1) (las coordenadas estan en kilémetros). De
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acuerdo a sus calculos, el costo de traslado hacia A es de $200 por kildmetro recorrido, mientras que el
costo de traslado a B es de $150 por kilémetro, y a C es de $230 por kilémetro.

(En qué lugar del mapa debe establecerse su centro de operaciones de modo que se minimicen sus
costos de traslado?

Ejercicio 2.27. Se quiere construir una caja rectangular, sin tapa, de 18 cm?, para ello se utilizan 2
materiales distintos: El material para los costados de la caja cuesta 3.000 pesos por cm?, el material
para la base cuesta 4.000 pesos por cm?. Determine las dimensiones de la caja mas barata.

Ejercicio 2.28. Una empresa produce 2 tipos de fertilizante: fertilizantes A y B. Si se producen x unidades
de A e y unidades de B, se determina que la ganancia es de

G(x, y) = x(100 — x) + y(100 — y) — (x* + xy + y?).

{Cuantas unidades de cada fertilizante se deben producir para maximizar la ganancia?

2.8. Optimizacion con restricciones

Como hemos visto, en diversos problemas aplicados es usual que tengamos restricciones sobre las
variables. Por ejemplo, recordemos el Ejemplo 2.1 del granjero que queria construir una cerca para sus
caballos (Figura 2.13):

X Area = 800 m2 x

Figura 2.13: Corral para caballos.

En dicho problema, habiamos llegado a la conclusion de que debiamos resolver el siguiente ejercicio
de optimizacidn:

minimizar la funcidn 2x + y,
sujeto a que x - y = 800, (P)
x>0ey>0.
La manera en que resolvimos dicho ejercicio fue utilizando métodos de una variable (usamos la
restriccion x - y = 800 para despejar y y dejar todo en términos de x), sin embargo hay situaciones

en las que despejar una de las variables es imposible (por ejemplo cuando la restriccidon es algo como
sen(xy) + e¥*Y¥ = 1). ;Cédmo enfrentamos dichos casos?

53



Matematica aplicada - Agronomia IMAFI - UTalca

2.8.1. Multiplicadores de Lagrange

Una de las técnicas mas Utiles en la optimizacion con restricciones es el llamado método de los
multiplicadores de Lagrange, donde se introduce una tercera variable (un multiplicador) que nos permite
resolver el problema de optimizacion con restricciones sin la necesidad de despejar una de las variables
en la restriccion.

El método consiste en lo siguiente:

1. Supongamos que tenemos el problema:

optimizar la funcién f(x, y),

sujeto a que g(x, y) = k.

2. Para resolver este problema buscamos los valores x, y y A tales que

(X, y) = Agx(x, ),

Esto nos da una lista de valores x = a, y = b y A’s (al igual que con los puntos criticos, pueden
haber mas de uno).

3. Luego evaluamos la funcién f en cada uno de los puntos (a, b) obtenidos en el paso anterior.

4. Finalmente el valor maximo (o minimo) del problema L sera el mayor (o menor)’ valor obtenido en
el paso 3.

Para ilustrar el método, resolvamos el ejemplo 2.1 usando multiplicadores de Lagrange. Queremos

resolver
minimizar la funcién 2x + y,

(P)

sujeto a que x - y = 800.

Luego para este caso en particular tenemos que f(x,y) = 2x + y, g(x,y) = xy y k = 800. Luego
fu(x,y) =2, fy(x,y) =1, gx(x,y) = y y gy(x, y) = x. El método nos dice que debemos resolver el sistema
de 3x3 dado por
2=H(x y) = Agx(x,y) = Ay,
1=1ylx y) = Agy(x, y) = Ax,
xy = g(x,y) = k = 800.

1
De donde deducimos que x = £20, y = +£40 y, aunque no lo utilizaremos, A = i%' Sin embargo estamos

interesados en el caso de que x, y > 0, luego solo nos preocupamos del punto (20, 40). En este caso
obtenemos que el menor valor se obtiene cuando x = 20 e y = 40, que es exactamente la medida que
obtuvimos usando técnicas de una variable. |

SEn estricto rigor esto no es completamente cierto, sin embargo para efectos de este curso, solo nos preocuparemos de esta
situacion.
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Ejemplo 2.24. Encuentre el maximo y minimo de la funcién f(x, y) = xy sujeta a la restriccién x* +y? = 8.

Solucién. En este caso tenemos que f(x, y) = xy, g(x,y) = x> + y> y k = 8. De donde nuestro sistema
de 3x3 queda

y = fulx, y) = Agx(x, y) = A2x,
x = fy(x,y) = Agy(x, y) = A2y,
x? + y? = g(x, y) = k = 800.

y

X .
De donde obtenemos que 2A = = = —, es decir X2
X Y

=y? Luego x> =4 =y? o sea x = +2 = y. Por lo
tanto tenemos cuatro posibles puntos: (-2, -2), (—2,2), (2,—-2) y (2,2).

Para concluir, debemos evaluar f(x, y) en todos estos puntos

. f(=2,-2) =4,
. f(=2,2) = —4,
. f(2,-2) = —4,y
. £(2,2) = 4.

De donde concluimos que el valor méximo es 4 y se alcanza en (—2,—-2) y (2, 2); y el valor minimo es —4
y se alcanza en (—2,2) y (2, -2). |

Ejemplo 2.25. Encuentre el minimo de la funcién f(x, y) = 2x% + 4y? — 3xy — 2x — 23y + 3 sujeta a la
restriccion x + y = 15.

Solucion. En este caso obtenemos que x =8, y =7, A=9,y f(8,7) = —18. [ |

0,6y0,4

Ejemplo 2.26. Maximice la funcion U(x, y) = 10x sujeta a la restriccion 20x + 30y = 600.

Solucion. Para resolver este problema planteamos las ecuaciones
6x 01y = 204,
4x00y=00 =304,
20x + 30y = 600.

Si despejamos A en las primeras 2 ecuaciones obtenemos que
0,6
y\04 4 [x\"™
A=3 (l) y A=- (2],
X 3\y

de donde deducimos que 9y = 4x. Si reemplazamos esta relacién en la tercera ecuacidén obtenemos
que 5-9y + 30y = 600, es decir 75y = 600, lo que nos da y = 8. Volviendo a la relacién entre x e y,
obtenemos que x = 18.

Luego la funcidon alcanza su maximo en el punto (18, 8), y su valor madximo es U(18,8) ~ 130,14. A
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2.8.2. Ejercicios

Ejercicio 2.29. Encuentre el maximo de la funcién f(x, y) = xy sujeta a la restriccion x + y = 1.
Ejercicio 2.30. Encuentre el minimo de la funcién f(x, y) = x> + y? sujeta a la restriccién xy = 1.
Ejercicio 2.31. Encuentre el minimo de la funcién f(x, y) = x*> — y? sujeta a la restricciéon x? 4 y? = 4.

Ejercicio 2.32. Encuentre el maximo y el minimo de la funcién f(x, y) = x> —y? — 2y sujeta a la restriccién
2,2
x“+ys=1.

Ejercicio 2.33. Encuentre el maximo y el minimo de la funcidn f(x,y) = e*Y sujeta a la restriccion
x? +y? = 4.

Ejercicio 2.34. Una fabrica produce dos tipos de televisores: LED y LCD. El gerente estima que cuando
x cientos de LEDs e y cientos de LCDs se producen, entonces la ganancia anual sera de

G(x,y) = —0,3x* — 0,5xy — 0,4y* + 85x + 125y — 2500 millones de pesos.

Si la empresa puede producir 30.000 televisores en total, {cuantos LEDs y LCDs se deben producir para
maximizar la ganancia?

Ejercicio 2.35. Se desea construir una caja con base cuadrada tal que el contorno mas el alto debe ser
exactamente 108 cms. (Ver figura 2.14) (Cudl es la caja con tales caracteristicas que tiene el volumen
mas grande?

contorno=4x

Figura 2.14: Caja para el ejercicio 2.35.

2.9. Ajuste de curvas

Hasta el momento hemos visto ciertos tipos de problemas de modelamiento en los cuales las funciones
estadn previamente determinadas, sin embargo esto no suele ocurrir en problemas reales.

Lo que usualmente ocurre es que se realizan experimentos y mediciones para obtener informacion
relativa a cierto sistema fisico, econdmico o social, y luego se interpretan dichas mediciones en términos
matematicos. A continuacidn detallamos un ejemplo de aquello
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Ejemplo 2.27. Un productor agricola ha encontrado los siguientes datos respecto al precio de uno de
sus productos

Produccion: x | Precio de la demanda: p
6 743
10 539
17 308
22 207
28 128
35 73

(Qué funcion p = f(x) es la que “mejor” representa dichos datos?

Para resolver este tipo de problemas una de las herramientas mas Utiles es graficar los datos y “ver”
la funcion:

600
400

200 ®

Figura 2.15: Datos del ejemplo 2.27.

Del grafico podemos apreciar una suerte de comportamiento exponencial negativo, es decir, debertamos
tener que p = Ae™**, donde k > 0. Entonces la pregunta que surge es: {Cémo encontramos las constante
Ay k, de modo que la funcidn resultante se “acerque” a los datos?

2.9.1. Ajuste de rectas: recta de minimos cuadrados (RMC)

Para encontrar la solucion del ejemplo anterior, primero debemos ser capaces de resolver un caso mas
simple: El caso en que los datos se asemejan a una recta. Para ello necesitamos la siguiente definicion
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Definicion 2.6 (Recta de minimos cuadrados). Dados n pares ordenados (x1,y1), (x2, Yy2), ..., (Xn, Yn),
definimos la recta de minimos cuadrados como la recta y = mx + b donde

’

nyx? = (LX)
y
L (ZX) (T 9= () (Zxy)
ny x2—03_ x)2 '
donde

Zx=x1+xz+...+xn
Y y=vyi+yr+...+uyn
Y X=X+t
ZXU=X1'y1+X2'UZ+---+Xn'Un

Esta recta tiene la particularidad de ser la recta que minimiza las distancias al cuadrado hacia los
puntos. Siguiendo como ejemplo la figura 2.16, lo que queremos encontrar son m y b tales que

S(m, b) = df 4+ d5 + d5 = (mx1 + b — y1)? + (mx2 + b — y2)* + (mx2 + b — y2)?

es minima. El resultado de minimizar esta funcién cuando se hace para n puntos es lo que se obtiene
para m y b en la definicion 2.6.

Figura 2.16: Recta de minimos cuadrados.

Ejemplo 2.28. Encuentre la recta de minimos cuadrados para los puntos: (1,1), (2,3), (4,3).

Solucion. El procedimiento para resolver este tipo de problemas es: Primero tabulamos los datos de la
siguiente manera
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x|y | x| xy
1] 1]
21346
41319 |12
Y 17172119

Luego usamos las férmulas para la pendiente de la recta m y para el coeficiente de posicién b dadas en
la definicion 2.6

Ny x2— (5 x) T 321=-72 T 7
Y
po () (Cy) = (2 (Cxy) _21-7-7-19
nY x2—(Y_x)° 3.-21-72
Por lo tanto la RMC es:
y= ;x+1.

Ejemplo 2.29. Cierta universidad ha recopilado los siguientes datos respecto a las notas de los alumnos
de primer afo respecto a sus notas en la enseilianza media

Promedio de notas ensefanza media 50155606570

Promedio de notas primer afo universidad | 45 | 48 | 50| 55 | 65

Encuentre la RMC que mejor representa a estos datos. (Como cambia la RMC si es que se agrega el
dato extra: Nota ensefanza media=4, Nota primer afo=2?

Solucion. Si denotamos por x a las notas de la enseflanza media y por y a las notas del primer afo en
la universidad tenemos que nuestra tabla queda

5 | 45 25 225
50| 48 | 3025 | 264

65| 55 | 4225 | 3575
7 | 65 49 45,5
> [ 30 (2631825 | 160,15
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Lo que nos da
m = 0,94,

y
b =-0,38.

Por lo tanto la RMC es: y = 0,94x — 0,38.

Si agregamos el punto (4, 2) nuestra tabla queda (notar que al agregar un dato extra, debemos solo
preocuparnos de la fila del dato extra y la fila de las sumas, el resto de la tabla queda igual)

X y x? Xy

4 2 16 8

5 | 45 25 225
50| 48 | 3025 | 264
) 3 36 30
65| 55 | 4225 | 3575
7 | 65 49 45,5
> | 34 (2831985 | 168,15

Lo que nos da
m = 1,334,

y
b = —2,844,

Es decir, la nueva recta de minimos cuadrados es
y =1,334x — 2,844.

En la figura 2.17 se pueden ver ambas rectas. [

2.9.2. Ajustes no lineales

Volvamos al ejemplo 2.27. Tenlamos que nuestros datos asemejaban a una funcién exponencial
p = Ae** y queriamos encontrar A y k. Una manera de hacer esto es usando la recta de minimos
cuadrados. El problema es que nuestra funcion candidato NO ES LINEAL. ;Cémo solucionamos esto?

La respuesta es usar el logaritmo natural para convertir la funcién original en una funcién lineal:
Nuestra funcién candidato es p = Ae**, por lo que si aplicamos el logaritmo natural a ambos lados de la
ecuacion nos queda

Inp = kx +nA,

luego si denotamos y = lnp, m = k y b = InA nos queda que nuestra funcién candidato es y = mx + b,
una funcién lineal para la cual podemos usar la RMC. La tabla para encontrar esta RMC queda
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y|=0,94x — 0,38

1 4 7 X

Figura 2.17: Recta de minimos cuadrados.

X p ly=Ilnp| x Xy

6 | 743 6,61 36 39,66
10 | 539 6,29 100 62,9

17 | 308 5,73 289 | 97,41
22 | 207 533 484 | 117,32
28 | 128 4,85 784 | 135,86
35 | 73 4,29 1225 | 150,17
> | 118 33,11 2918 | 603,32

De donde obtenemos que
m=-0,08, b=7,009,

es decir la recta queda y = —0,08x + 7,09. Para concluir el problema, debemos retornar a la funcién
exponencial, es decir debemos recordar que k = m = —0,08 y que InA = b = 7,09, de donde obtenemos
que A = e”0% =1199,91. Por lo tanto nuestra funcién queda

p =1199,91e~008x,
lo que graficamente se ve como |

Otro tipo de ajustes no lineales, son los ajustes polinomiales y = ax“ como el que se ve a continuacion.

Ejemplo 2.30. Suponga que se han recopilado los siguiente datos:

H | 879]|953]| 1067 | 1154 | 127,2 | 1358
W 524|603 | 731 | 837 | 98,0 | 110,2

1. Grafique los puntos en el plano H-W.
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\— p = 1199,91¢008

600 \
N
\
\
400
200 -
\‘\
T—
T
10 20 30 X

Figura 2.18: Funcién exponencial ajustada para el ejemplo 2.27.

2. Encuentre la RMC.
3. Asuma que los datos se ajustan a una curva de la forma W = aH®. Encuentre a y c.
4. Grafique la RMC y la curva resultante W = aH® en un mismo grafico.

Solucion. 1. El gréfico de los puntos se puede ver en la figura 2.19.

w
110 .

50

Figura 2.19: Grafico para el ejemplo 2.30.

2. Para la RMC encontramos que W = 1,2H — 54,095.

3. Para encontrar la funcién polinomial debemos transformar nuestra férmula no lineal W = aH® en
una lineal. Para ello nuevamente usamos el logaritmo natural y obtenemos que

IhW=1lha+clnH.

Luego si denotamos por y = lnW, x =IlnH, m = cy b = Ilna, llegamos a la recta y = mx + b.
Para encontrar m y b usamos el método de los minimos cuadrados y obtenemos la siguiente tabla
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x=lH | y=lW x? Xy
4,4762 3,9589 20,0364 | 17,7209
4,5570 4,0993 20,7665 | 18,6808
4,6700 4,2918 21,8091 | 20,0429
4,7484 4,4282 22,5473 | 21,0223
4,8458 4,5850 23,4814 | 22,2177
4,9112 4,7023 24,1197 | 23,0938

> | 28,2086 | 26,0046 | 132,7604 | 122,7784

De donde encontramos que m = 1,7016 y b = —3,6559. Finalmente recordamos que ¢ = m = 1,7016
y que lna = b = —3,6559, es decir a = 3059 — 0,0258. Por lo tanto nuestra curva queda

W = 0,0258H"7016,

4. Ver la figura 2.20. Como se puede ver en el grafico, ambas curvas se ajustan bastante bien a
los puntos, por lo que la eleccion de cual es mejor, dependera de que curva entregue mejores
predicciones. Por ejemplo, si de las restricciones del problema (por ejemplo, H puede representar
la altura de un individuo, y W su peso) determinamos que los valores de W deben ser siempre
positivos, entonces la RMC no es una buena curva de ajuste, pues como se aprecia en la figura,
para valores de H menores a 45, el valor resultante es negativo.

w
190
W = 0,0258H"7016 —
110
50
10 o W =1.2H -54,09
10 45 80 130 180 H

Figura 2.20: Grafico con curvas ajustadas para el ejemplo 2.30.

Veamos ahora otro ejemplo de ajuste, esta vez con datos reales: Los censos en Chile.

Ejemplo 2.31. La siguiente tabla nos entrega los datos del censo en Chile para el periodo 1920-2002 en
millones de personas
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Ano

1920

1930 | 1940

1952

1960

1970 | 1982

1992

2002

Poblacion

3,730

4,287 | 5,024

5933 | 7,374

8,885 | 11,330

13,348

15,116

1. Grafique los datos en el plano cartesiano.

2. Encuentre la RMC asociada a estos datos.

3. Para mas preguntas, refiérase al ejercicio 2.43.

Solucion. 1. El grafico de los datos se puede ver en la figura 2.21.

P(t)

15

1,920

2,000 ¢

Figura 2.21: Datos de censos en Chile.

2. En primer lugar encontramos la RMC haciendo la tabla con los datos pertinentes:
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t P t? t-P
1920 3,730 | 3.686.400 7.161,60
1930 4,287 | 3.724.900 8.273,91
1940 5,024 | 3.763.600 9.746,56
1952 5933 | 3.810.304 11.581,22
1960 7,374 | 3.841.600 14.453,04
1970 8,885 | 3.880.900 17.503,45
1982 | 11,330 | 3.928.324 22.456.06
1992 | 13,348 | 3.968.064 26.589.22
2002 | 15,116 | 4.008.004 30.262,23

17.648 | 75,027 | 34.612.096 | 148.027,284
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De donde la RMC queda
P = 0,1434x — 272,8894

Una observacidn relevante es que en casos practicos uno debe tener cuidado con las aproximaciones,
en especial cuando se trabaja con nimeros grandes. Por ejemplo si consideramos solo los primeros
2 lugares decimales, la recta quedaria P = 0,14t — 272,89 y el grafico es como en la figura 2.22.

P(t)

15

1,920 2,000 t

Figura 2.22: Recta minimos cuadrados para el ejemplo 2.31. Hay que tener cuidado con la cantidad de
decimales que se usan.

2.9.3. Ejercicios
Ejercicio 2.36. En los siguientes casos, grafique los puntos y encuentre la RMC asociada.

1.(0;1), (23), (4;2).
2. (1:2), (2:4), (4:4), (5:2).

3. (=2;5), (0;4), (2;3), (4:2), (6;1).

4. (0;1), (1:1,6), (2.2;3), (3.1;3.,9), (4;5).

Ejercicio 2.37. En los siguientes casos grafique los puntos y encuentre la curva exponencial (y = Ae*¥)
que mejor se ajusta a los datos. (Hint: siga la solucién del ejemplo 2.27).

1. (1;15,6), (3;17), (5;18,3), (7;20), (10;22,4).
2. (2;13,4), (4;,9), (6;6), (8;4), (10;2,7).

Ejercicio 2.38. En los siguientes casos grafique los puntos y encuentre la curva polinomial (y = ax©)
que mejor se ajusta a los datos. (Hint: siga la solucién del ejemplo 2.30).

1. (1;0,5), (2,3), (3;10), (4,15), (5,24), (6;37).
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2. (57,6;5,3), (109,2;13,7), (199,7;38,3), (300,2; 78,1, (355,2; 104,5), (420,1;135,0), (535,7;195,6), (747,3;319,2).

Ejercicio 2.39. Encuentre la RMC asociada a los siguientes datos

x| 212503 |3 |[35[35|4]| 4
y|15] 2 [25[35|25| 3 |3]|35

y prediga el valor esperado cuando x = 3,7.

Ejercicio 2.40. Un productor recopila los siguientes datos

Produccidn en cientos: x 5110115120 | 25|30 35

Precio de la demanda en miles de pesos: p | 44 | 38 | 32 |25 |18 | 12| 6

1. Grafique los datos.
2. Encuentre la RMC.

3. Use la RMC para predecir el precio cuando se producen 4.000 unidades.

Ejercicio 2.41. El jefe de marketing de una empresa ha recopilado los siguientes datos que relacionan
los gastos en publicidad mensual y las ventas mensuales:

Gasto en publicidad (millones): P | 3 | 4 7 9 10

Ventas (miles de unidades): V 78 | 86 | 138 | 145 | 156

1. Grafique estos datos.
2. Encuentre la RMC.

3. Use la RMC para predecir las ventas mensuales si es que se gastan $5.000.000 en publicidad.

Ejercicio 2.42. Complete los detalles de la RMC del ejemplo 2.30, es decir, haga la tabla pertinente y
encuentre la ecuacion de la recta.

Ejercicio 2.43. Siguiendo con el ejemplo del censo: Ejemplo 2.31. Responda las siguientes preguntas:
1. Suponga ahora que la poblacién crece de forma exponencial (P(t) = Ae!). Usando 4 lugares deci-

males, encuentre la curva que mejor se ajusta a los datos. (Qué sucede si es que solo se consideran
2 decimales? Grafique los datos y las funciones usando alguna herramienta computacional®.

®Una herramienta gratuita para hacer dichos graficos es LibreOffice, que es muy similar a Microsoft Office, pero de libre
acceso. Si tienen alguna pregunta respecto a como utilizar esta herramienta, me pueden consultar via e-mail.
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2. Suponga ahora que los datos siguen una funcién polinomial (P(t) = at€). Usando 4 lugares
decimales, encuentre la curva que mejor que ajusta a esos datos.

3. En todos los casos (RMC, exponencial y polinomial), prediga la poblacién para el afio 2012. Como
referencia, seguin el censo recién pasado, la poblacién de Chile es de’ 16.342 millones de personas.
Qué modelo entrega la prediccion mas cercana a la realidad?

4. iCoémo quedan los modelos si se agrega el dato del 2012 de la pregunta anterior? Es decir
agregamos el par (2012;16,342) a los datos que ya teniamos. Seglin estos modelos (Cudl seria la
poblaciéon de Chile para el ano 20227

7Al menos eso ha dicho el INE en su Gltima actualizacion al 26 de Febrero del 2014: http://www.censo.cl/.
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Capitulo 3

Programacion lineal

Como vimos en la dltima parte del capitulo anterior, en cierto tipo de problemas queremos optimizar
una funcidn bajo ciertas restricciones. La programacidn lineal es un caso bastante similar al anterior,
especificamente aplica a los modelos en los que la funcién a optimizar f es lineal y la restriccion g es
también lineal. La gran diferencia serd que para estos problemas, tendremos mas de una restriccion
lineal, las que ademas pueden ser desigualdades, como por ejemplo:

maximizar la funcion 4x + 7y,
sujeto a que 3x +y <10,
5x —4y <1,

x, y=>0,

(PL)

Este tipo de problemas suele aparecer con frecuencia en aplicaciones a la economia, transporte y
ciencias sociales, y en este curso nos enfocaremos al caso en que dichos modelos cuentan con solo con
dos variables independientes. En tales cases desarrollaremos un método bastante simple que sirve para
resolver dichos problemas. Asimismo, nos interiorizaremos en como plantear problemas aplicados para
obtener un problema de programacidn lineal.

Para mayor desarrollo del tema, refiérase al libro: “Investigacidn de operaciones” de Hamdy A. Taha
[11].

3.1. Solucion grafica de problemas de programacion lineal en dos variables

El procedimiento de solucién gréfica comprende dos pasos:

1. Determinar el espacio de soluciones que define todas las soluciones factibles del modelo.

2. Determinar la solucion dptima entre todos los puntos factibles del espacio de soluciones usando el
método grafico.
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Usaremos el ejemplo (PL) para ilustrar como utilizar este procedimiento.

Solucion. En primer lugar graficamos el conjunto de soluciones factibles (que definimos como el conjunto
de los (x, y) que satisfacen todas las restricciones del problema) usando las ecuaciones de las restricciones.
Para mas detalles de como hacer esto, Ver los apuntes tomados en clases. El conjunto resultante se
puede ver en la figura 3.1.

/‘ y>0

Figura 3.1: Conjunto de soluciones factibles para el ejemplo PL.

Una vez hecho esto, graficamos la recta z = 4x + 7y para dos valores crecientes (por que queremos
maximizar) de z, y observamos la direccidon en la que se “mueven” las rectas (Ver figura 3.2).

Figura 3.2: Grafico de z = 4x 4 7y para dos valores arbitrarios de z: z =7 y z = 21. Notar que las rectas
SIEMPRE son paralelas.

Finalmente determinamos el punto en el conjunto de soluciones factibles que resulta de mover lo
mas posible nuestra recta z = 4x + 7y en la direccidn en la que z crece (Figura 3.3). De acuerdo a la
figura, el punto para el cual se hace mas grande z es el punto (0, 10). La conclusion es que la funcidn
z = 4x 4+ 7y se maximiza en el punto (x, y) = (0,10). |

A continuacion veremos como aplicar el método para problemas de minimizacion
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k (0,10)

4)(*71 —

Figura 3.3: “Movemos” la recta z = 4x + 7y lo mas posible sin salirnos del conjunto factible.

Ejemplo 3.1. Resolver el siguiente problema de programacion lineal

[ minimizar la funcién 3x + 5y,
sujeto a que x + 6y > 3,
3 dx+y >1,
x < 4,

y <2

“

Solucion. Ejemplo resuelto en clases. La acotacidn importante es que por ser un problema de minimizacién
debemos determinar la direccién en la que decrece z = 3x 4+ 5y y “movernos” lo mas posible en dicha
direccién.

En clases llamamos a la solucion el punto A, y por falta de tiempo no di las coordenadas. La respuesta
_ (3 1
es A(x,y)—(2—3,2—3). |
3.1.1. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Resuelva los siguientes problemas de programacion lineal usando el método gréfico. En
los problemas que se pide optimizar, se deben encontrar tanto el maximo como el minimo.

[ max. bx + 6y, [ max. bx + 3y,
1 sa. x+y<4, 3 s.a. 3x + 2y <6,
x+ 2y <6, x—y <0,
L x, y>0. L x, y>0.
[ max. 2x + 3y, [ max. x + y,
5 | s.a. 3x + 2y <0, 4 | sa. —x+y <0,
—-x+y<0, 3x—y <3,
L x, y>0. L x, y > 0.
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[ max. 2x + y, [ optimizar x + y,
5 ] sa.y—2x<0, sa. x+y>-—3,
2y —x >0, 8. < 3x —y <3,
L x+y<4 3y —2x <6,
[ max. 2y + x, L x, y 20
6. 1 YT 2x <0, [ optimizar y — x,
2y —x >0, sa.x+y>-3,
L x+y<4 9. < 3x —y <3,
[ optimizar y — x, 3y —2x <6,
- sa. y—2x<0, L x, y2>0.
2y —x >0,
L x+y<4.

3.2. Modelos de programacion lineal en dos variables

En esta seccién veremos que tipo de problemas se puede modelar usando técnicas de programacién
lineal. Basicamente , un modelo de programacidn lineal tiene tres componentes:

1. Las variables que se tratan de determinar.
2. El objetivo (la meta) que se trata de optimizar.

3. Las restricciones que se deben satisfacer.

Por lo que en cada problema debemos ser capaces de identificar dichos componentes.

Ejemplo 3.2. Una tienda vende dos clases de gaseosas: la gaseosa A y la gaseosa B que es mas barata.
El margen de utilidad aproximado de A es $5 por lata, y la de B es $7 por lata. En promedio, la tienda
no vende mas de 500 latas diarias. Se estima que se venden al menos 100 latas de A diarias, y que B se
vende a lo menos el doble que A. iCuantas latas diarias de cada marca se deben tener en stock para
maximizar la utilidad?

Solucion. Ejemplo resuelto en clases. En resumen el problema era resolver

[ max. 5x + 7y,

s.a. x + y <500,
3 x > 100,
y > 2x,

x, y=>0,

.

donde x: latas de A, e y: latas de B. La respuesta es 100 latas de A, y 400 latas de BB.
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Ejemplo 3.3. Una escuela prepara una excursidn para 400 alumnos. La empresa de transporte tiene 8
autobuses de 40 asientos y 10 de 50 asientos, pero solo dispone de 9 conductores. Contratar de un bus
grande cuesta $800.000 y uno pequeio cuesta $600.000. Calcular cuantos buses de cada tipo hay que
utilizar para que la excursion resulte lo mas econdmica posible para la escuela.

Solucion. Ejemplo resuelto en clases. En resumen el problema se puede escribir como (quizés en clases
intercambié los nombres de las variables)

min. 600x + 800y (miles de pesos),
s.a. 40x + 50y > 400,

x+y<9,

x, y >0,

donde x: buses de 40 pasajeros, e y: buses de 50 pasajeros. La respuesta es 5 buses de 40 pasajeros
y 4 buses de 50 pasajeros.

Ejemplo 3.4. Se contrata a una empresa para que reciba 60.000 kg. de tomates maduros a $70 por kilo,
con los cuales produce jugo de tomate y salsa de tomate, ambos enlatados, los que se empacan en cajas
de 24 latas. En una lata de jugo se usa 1 kg. de tomates frescos, y en una de salsa % kg. La demanda de
los productos en el mercado se limita a 2.000 cajas de jugo y 6.000 cajas de salsa (cualquier excedente
se perderd). La ganancia al por mayor por caja de jugo y de salsa es de $1.800 y $900, respectivamente.
Deduzca un programa 6ptimo de produccién para la empresa.

Solucién. Planteamiento del problema resuelto en clases. En resumen teniamos que

[ max. 18x + 9y (miles de pesos),
s.a. x < 2000,
3 y < 6000,
24x + 8y < 60000,
x, y >0,

o

donde x: cajas de jugo de tomate (1 caja jugo = 24 kilos tomate), e y: cajas de salsa de tomate (1 caja
salsa = 8 kilos tomate). El conjunto de soluciones factibles se puede graficar como en la figura 3.4. Notar
que aqui lo hice sin dividir por mil en el gréfico, pero la figura queda igual. La Unica diferencia es que
todo estd en sus valores reales.

Luego graficamos las rectas z = 18x + 9y para valores crecientes de z (Figura 3.5) y determinamos
el optimo.

Posteriormente el 6ptimo se encuentra en la interseccion de las rectas: y = 6000 y 24x + 8y = 60000,
que nos da como respuesta: x = 500, y = 6000, es decir, se deben vender 500 cajas de tomate en jugo
y 6.000 cajas de salsa de tomates, lo que nos daré una ganancia de 18-500+9-6.000=63.000 miles de
pesos, o sea 63 millones de pesos.

A continuacion presentamos un ejemplo en el que el conjunto factible es un poco mas complicado.
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Figura 3.4: Conjunto de soluciones factibles para el Ejemplo 3.4.

aca estd el 6ptimo

Figura 3.5: Encontrando el 6ptimo para el ejemplo 3.4.

Ejemplo 3.5. Una fabrica produce pinturas para interiores y exteriores utilizando dos materias primas:
Mi y M. La tabla siguiente proporciona los datos basicos del problema.

Pinturas para Pinturas para | Disponibilidad
exteriores (ton.) | interiores (ton.) | diaria (ton.)
Materia prima M, (ton.) 6 4 24
Materia prima M, (ton.) 1 2 6
Utilidad diaria (miles de U$ por ton.) 5 4

Una encuesta de mercado indica que la demanda diaria de pintura para interiores no puede ser
mayor que 1 tonelada mas que la de pintura para exteriores. También, que la demanda maxima diaria

de pintura para interiores es de 2 toneladas. La fabrica desea determinar la cantidad de cada tipo de
pintura que maximiza la utilidad diaria total.
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Solucion. Primero identificamos las variables pertinentes:

x : Toneladas producidas diariamente de pintura para exteriores,

y : Toneladas producidas diariamente de pintura para interiores.

Para formar la funcidn objetivo, la empresa desea aumentar sus utilidades todo lo posible. Si z representa
la utilidad diaria total, el objetivo de la empresa se expresa como:

Maximizar z = 5x + 4y (miles de dédlares)

A continuacidn encontramos las restricciones que limitan el uso de las materias primas y la demanda.
Las restricciones en materias primas se expresan como sigue:

(Uso de materia prima para ambas pintuas) < (Disponibilidad de materia prima),
que segun los datos del problema, ésto se puede expresar como:

Uso de la materia prima M; = 6x + 4y,

Uso de la materia prima My = 1x + 2y.
Dado que el uso de las materias primas esta limitado por 24 y 6 respectivamente, tenemos que

bx + 4y < 24,
x+ 2y <6.

Por otra parte tenemos restricciones dadas por la demanda. En primer lugar demanda diaria de
pintura para interiores no puede ser mayor que 1 tonelada mds que la de pintura para exteriores, o en
términos de nuestras variables: y < 1+ x; en segundo lugar que la demanda mdxima diaria de pintura
para interiores es de 2 toneladas, o sea y < 2

Finalmente observamos que hay una restriccién implicita, esta es que las cantidades x e y deben ser
mayores que 0, pues ambas son cantidades fisicas.

Resumiendo, nuestro problema es el siguiente

[ maximizar la funcidon b5x + 4y,
sujeto a que bx + 4y < 24,
x + 2y <6,
y—x<1,
y<2,

A continuacién determinamos el conjunto factible mediante un grafico (Ver figura 3.6).

Una vez hecho esto, graficamos la funcidn utilidad z = 5x + 4y para valores crecientes de z
y determinamos el 6ptimo (ver Figura 3.7). La solucidn déptima se encuentra en el punto rojo. Las
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acd estd el optimo

1 2\ 3\ 4
Figura 3.7: Determinamos el 6ptimo para el ejemplo 3.5.

coordenadas de dicho punto se encuentran resolviendo la interseccion de las rectas respectivas, es decir,
de las rectas 6x + 4y = 24 y x + 2y = 6. Esto nos da como solucidén el punto x =3 e y = 1,5, en cuyo
caso z = 21.

Esto quiere decir que debemos vender 3 toneladas de pintura para exteriores y 1,5 toneladas de
pintura para interiores, lo que nos dara una utilidad de 21 mil ddlares. |

3.2.1. Ejercicios

Ejercicio 3.2. Una empresa fabrica dos tipos de productos con un costo de produccién por unidad de
$2.000. y $3.000 respectivamente. Para hacer que el negocio sea rentable se ha determinado que se
debe fabricar a lo menos 10 kg. de producto al dia. Ademas se determina que por razones logisticas no
se pueden producir mas de 15 kg. del primer producto y 20 kg. del sequndo. Establezca el modelo que
minimiza los costos y encuentre la solucion optima.

Ejercicio 3.3. Juan acaba de entrar a la universidad y desea repartir su tiempo disponible, aproxima-
damente de 10 horas por dia, entre estudios y entretencion. Para ello estima que entretenerse le es
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doblemente placentero que estudiar. También desea estudiar al menos un tiempo igual al que pasa
entreteniéndose. Sin embargo, se da cuenta que para cumplir con sus obligaciones académicas, no puede
pasar mas de 4 horas diarias en entretencidon. {Cémo debe repartir Juan su tiempo, para maximizar su
placer?

Ejercicio 3.4. Una fabrica produce dos clases de motores eléctricos, cada uno en una linea de produccion
aparte. Las capacidades diarias de las dos lineas son de 600 y de 750 motores respectivamente. El motor
tipo 1 usa 10 unidades de cierto componente electrdnico, y el motor tipo 2 usa 8 unidades. ELl proveedor
de ese componente puede suministrar 8.000 piezas por dia. Las utilidades son $60 mil pesos por cada
motor de tipo 1 y $40 mil pesos por cada uno de tipo 2. Determine la mezcla 6ptima de produccidn diaria.

Ejercicio 3.5. Una fabrica de bombones tiene almacenados 500 kg. de chocolate, 100 kg. de almendras y
85 kg. de frutas. Produce dos tipos de cajas: la de tipo A contiene 3 kg. de chocolate, 1 kg. de almendras
y 1 kg. de frutas; la de tipo B contiene 2 kg. de chocolate, 1,5 kg. de almendras y 1 kg. de frutas. Los
precios de las cajas de tipo A y B son $13.000 y $13.500 pesos, respectivamente. ; Cuantas cajas debe
fabricar de cada tipo para maximizar su venta

Ejercicio 3.6. Una pasteleria produce dos productos: pasteles y galletas. Las galletas requieren 200
gramos de azucar y 100 gramos de harina. Los pasteles requieren 200 gramos de harina y 100 gramos
de azticar. Se ganan $100 por cada galleta y $80 por cada pastel. Si se disponen de 5 kilos de harina y
7 kilos de aztcar. Encuentre la produccion que maximiza las ganancias.

Ejercicio 3.7. Una fabrica de zapatos de cuero produce dos lineas: modelos de lujo y modelos regulares.
Cada tipo modelo requiere un pie cuadrado de cuero. Un modelo regular necesita 1 hora de mano de
obra, mientras que un modelo de lujo requiere 2 horas de mano de obra. Cada semana se dispone de 40
pies cuadrados de cuero y de 60 horas de mano de obra. Si cada zapato reqular genera una utilidad de
$30 mil y cada modelo de lujo representa una utilidad de $40 mil, encuentre la produccién que maximiza
la utilidad de la fabrica.

Ejercicio 3.8. Unos grandes almacenes encargan a un fabricante pantalones y chaquetas deportivas. El
fabricante dispone para la confeccion de 750 m. de tejido de algoddn y 1000 m. de tejido de poliéster.
Cada pantaldn precisa 1 m. de algodon y 2 m. de poliéster. Para cada chaqueta se necesitan 1,5 m. de
algoddn y 1 m. de poliéster. El precio del pantaldn se fija en $50.000 y el de la chaqueta en $40.000.
(Qué niimero de pantalones y chaquetas debe suministrar el fabricante a los almacenes para que éstos
consigan una venta maxima?

Ejercicio 3.9. Una compaiiia fabrica y vende dos modelos de ldampara Ly y L,. Para su fabricacidn se
necesita un trabajo manual de 20 minutos para el modelo Ly y de 30 minutos para el L; y un trabajo
de maquina de 20 minutos para L1 y de 10 minutos para L,. Se dispone para el trabajo manual de 100
horas al mes y para la maquina 80 horas al mes. Sabiendo que el beneficio por unidad es de $15.000 y
$10.000 para Ly y L, respectivamente, planificar la produccién para obtener el maximo beneficio.

Ejercicio 3.10. En una granja de pollos se da una dieta para engordar, con una composicion minima de
15 unidades de una sustancia A y otras 15 de una sustancia B. En el mercado solo se encuentran dos
clases de compuestos: el tipo X con una composicién de 1 unidad de A y 5 de B, y el otro tipo, Y, con una
composicion de 5 unidades de A y 1 de B. El precio del tipo X es de $10.000 y del tipo Y es de $30.000.
(Qué cantidades se han de comprar de cada tipo para cubrir las necesidades con un costo minimo?
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Ejercicio 3.11. Al comienzo del afo escolar se lanzan diversas ofertas de Utiles escolares. Unos almacenes
quieren ofrecer 600 cuadernos, 500 carpetas y 400 lapices para la oferta, empaquetandolos de dos formas
distintas; en el primer paquete tendra 2 cuadernos, 1 carpeta y 2 lapices; en tanto que el segundo tendra
3 cuadernos, 1 carpeta y 1 lapices. Los precios de cada paquete serdn $650 y $700, respectivamente.
(Cuantos paquetes conviene vender obtener el maximo beneficio?

Ejercicio 3.12. Una fabrica de vino produce 2 tipos de vino: tinto y blanco. Cada botella de un litro de
vino tinto produce una ganancia de $500 y cada botella de un litro de vino blanco produce una ganancia
de $400. Se estima que para producir 1 litro de vino tinto se necesita 1 kilo de uva y para producir 1
litro de vino blanco se necesita 0.75 kilos de uva. Ademas, para satisfacer la demanda se deben producir
un minimo de 20 litros de vino blanco. Si la fabrica cuenta con 100 kilos de uva, calcule la produccién de
cada tipo de vino que maximiza la ganancia.

3.3. Modelos de programacion lineal en tres o mas variables

3.3.1. Ejercicios
3.4. Método Simplex

3.4.1. Ejercicios
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales

Gran parte de este capitulo estard basado en el libro “Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de
modelado” de Dennis Zill [13] que se puede encontrar en la biblioteca. La gran mayoria de los ejemplos
y ejercicios seran recopilados de dicho libro.

4.1. Introduccion

_ _ dy ., . -,
Hasta ahora hemos aprendido que la derivada, I de la funcién y = f(x) es en si, otra funcion de
dx

. - . . 2 dy 2
x que se determina siguiendo las reglas adecuadas; por ejemplo, si y = e*, entonces /—J = 2xe* . Al
dx

X

2 , .
reemplazar eX por el simbolo y se obtiene

— =2xy (4.1

El problema al que nos enfrentaremos en lo que queda de semestre no es “dada una funcién y = f(x),
determinar su derivada”, si no que “dada una ecuacion diferencial, como la ecuacidn 4.1, ;hay algun
método por el cual podamos llegar a la funcion desconocida y = f(x).

Definicion 4.1 (Ecuacion Diferencial). Una ecuacion diferencial (E.D.) es una ecuacion que involucra
derivadas de una o mas funciones desconocidas de una o mas variables independientes. Dichas ecuaciones
se pueden clasificar como:

» Ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O.): Si hay solo una funcién desconocida que depende de una
sola variable independiente.

= Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: Si hay 2 o mas funciones desconocidas que
dependen de una sola variable independiente.

= FEcuacion diferencial parcial (E.D.P): Si hay solo una funcién desconocida que depende de 2 o mas
variables independientes.
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= Sistema de ecuaciones diferenciales parciales: Si hay 2 o mas funciones desconocidas que dependen
de 2 o mas variables independientes.

Definicion 4.2. El orden de una E.D. es el orden de la derivada mas alta que aparece en la ecuacion
Ejemplo 4.1. 1. y' = 2x + y es una E.D.O de primer orden.

2. X —2x —15x = 0 es una E.D.O. de segundo orden.

ou 0%u
3. — = — es una E.D.P. de sequndo orden.
ot Ox?2 © g
dx
gty
4. 5; es un sistema de E.D.O.s de primer orden.
— = x4+ 34
dt y

Definicion 4.3. Una EDO lineal es una ecuacion que puede ser escrita como
Yy a1 ()Y 4+ ar (XY + aolx)y = f(x),

donde ai(x) son funciones conocidas de x para i =0,1,...,n—1,n. Si la ecuacién no tiene esta forma,
decimos que la EDO es no-lineal.

Ejemplo 4.2. 1. 3y” + ¢y’ — 10y = 90 es una E.D.O. lineal.

2. y” + 3xy + 4y = cos x es una E.D.O. lineal.

3. ¢y’ + (senx)y = x es una E.D.O. lineal.

4. y' + y?> + y = 0 es una E.D.O. no-lineal.
Definicion 4.4. Una solucion de una E.D. es cualquier funcion que satisfaga la ecuacion
Ejemplo 4.3. 1. La funcién y(x) = 0 es una solucién de y” — 2y + y = 0.

2. La funcién y(x) = xe* es una solucidn de y” — 2y’ + y = 0.

3. La funcién y(x) = —x* es una solucién de y’ = x,/7.

16

4. La funcién y(x) = x + 1 no es una solucién de y’' + y = e~.
5. La funcién u(x, y) = x*> + y? es una solucién de v, + uyy =4

Definicion 4.5. Definimos el intervalo de definicion de una solucion de una EDO como el intervalo mas
grande donde la solucién y todas sus derivadas pertinentes son continuas.

Ll/

Ejemplo 4.4. 1. El intervalo de solucién para y(x) = xe*, solucion de y” — 2y + y = 0, es (—o0, 0).

2. El intervalo de solucién para y(x) = —x*, solucién de y’ = x,/7, es (—o0, ).

16

1
3. El intervalo de solucién para y(x) = ° solucion de xy’ + y =0, es (—o0,0) 6 (0, c0).
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4.1.1. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Verifique que las funciones indicadas son soluciones de la EDO dada.

1. yix)=e 2; 2y +y = 0. 5. y(t) = 5tan(5t); § = 25 + y°.
2. y(x) = Gy cos(4x) + Gy sen(4x); y” + 16y = 0. .
6. y(x) = (1 —sen(x))"Z; 2y’ = y> cos x.
3. y(t) = et cos(2t); ij — 64 + 13y = 0.
4. y(x) = —(cos x) In(sec x + tan x); y” + y = tan x7. Verifique las soluciones del ejemplo 4.12.

4.2. EDOs de primer orden

4.2.1. Soluciones por integracion directa

Este método aplica para ecuaciones de la forma

y' = f(x),

donde f(x) es una funcidn conocida. Para resolver este tipo de ecuaciones simplemente debemos integrar:

donde [ f es una primitiva de f y C es una constante arbitraria.
Ejemplo 4.5. Resolver y’ = sen x.

Solucion. De acuerdo al método de integracion directa, tenemos que

y(x) = [sen xdx
= —cosx + C.
Luego y(x) = C — cos x es la solucidn, y su intervalo de definicion es (—oo, 00). |

Ejemplo 4.6. Resolver xy’ = 1.

Solucion. Para resolver esta ecuacion, primero dividimos por x (de inmediato asumimos que x # 0). Luego

mn:/lm

=ln|x| + C.

Luego y(x) = In|x| + C es la solucidn, y su intervalo de definicién es (—oo,0) 6 (0, 00). El intervalo que
se escoge, dependerd de las condiciones iniciales del problema. |

4.2.2. Ejercicios

Ejercicio 4.2. Resolver las siguientes EDOs usando el método de integracion directa:
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1.y =5 8. y’ = sen(x).
2.y’ =5x. 9. y’ = sen(bx).
2
3 = _e3t 100 = 2
/ © Y79
4.y = (x + 1)~ X% —4x
M. y' = Nl
5.y =(3x+5). XvX
12. ¢’ = (Inx)°.
6. § = 8t(42 +5)°. y =nx)
’ e\/;
7 y':xZeX3+8. 13. y' = vra

4.2.3. Ecuaciones autonomas

Definicion 4.6 (Ecuaciéon auténoma). Una ecuacion auténoma es una ecuacion de la forma

y' = g(y),

donde g(y) es una funcién continua.

Para resolver este tipo de ecuaciones, lo que hacemos es “despejar” de la siguiente forma

y = gly)
!
% =4g(y)
LcIL = dx
a(y) "’ '

de donde podemos integrar para obtener

/1C|L :/clx:x+C
g(y)

dy, obtenemos

Gly)=x+C.

1

Luego si denotamos G(y) = [ 710)

Ejemplo 4.7. Resolver y’ = i>.

Solucion. Seguimos el método y obtenemos que

y' =y’
y 7y =1
[g_3c|L = /1c|x
-2
giz =X+ C,
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. ) [ 1 1
de donde obtenemos que hay dos posibles soluciones y1(x) = Aoy © ya(x) = — s donde
— 2x —2x

A = —2C es una constante arbitraria y su intervalo de definicidon es (—oo, é) |

Al observar mas detenidamente el ejemplo anterior, notamos que la funcién constante y = 0 también
es una solucién de la ecuacion, que no obtuvimos con nuestro método. La razén de esto, es que al
comenzar el método, dividimos por y?3, donde implicitamente supusimos que y # 0.

Por lo anterior, es que al resolver ecuaciones auténomas mediante este método, uno debe tener
presente que al dividir por g(y), se pueden perder soluciones: Esto ocurre para todas las funciones
constantes y = yg, donde cuando g(yp) = 0.

Ejemplo 4.8. Resolver y' = y? — 4.

Solucion. |dentificamos la ecuaciéon como auténoma, por lo que tenemos dos soluciones constantes:
y1 = —2 e yp = 2. Por otra parte

/1C|L —/dx
g4

Para calcular la integral usamos fracciones parciales

/1C|L_1/ ! C|L—1/1C|L
y2—49 7 ) g2 T ) g2

1 1
:Zln|g—2|—zln|y+2|

1
:Zln

y—2
y+2|

De donde obtenemos que

% ln

y_2'=/clx=x+C.
y+2

Para concluir, hacemos un poco de algebra para obtener que

1+ Ae™

I =2 e

cuyo intervalo de solucion depende del signo de A: St A < 0, entonces el intervalo de soluciéon es
(—o0,00); y si A > 0, entonces el intervalo de solucién es (—oo, % InA) o (% In A, 00). Observar también
que cuando A = 0, obtenemos y = 2, solucidén que inicialmente habliamos encontrado, sin embargo, la
funcidn constante y = —2 no es parte de la familia. |

Ejemplo 4.9. Resolver y' = y> — y.
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Solucion. En primer lugar identificamos que esta es una ecuacidn auténoma. Luego resolvemos la ecuacion

y> —y =0, y obtenemos tres soluciones constantes para la ecuacién diferencial:

y1 =0
y2 =1
ys =—1

Ahora, si resolvemos la ecuacién utilizando el método expuesto anteriormente, obtenemos

dx
/ LI /|
—ady = ax.
Py

Para integrar el lado izquierdo, usamos fracciones parciales

de donde obtenemos que

1 1 1
/y3_ydy:—lny+Zln(y+1)+2ln(y—1):ln

De donde obtenemos que nuestra solucidn satisface
y> — Ae®y —1=0,
donde A > 0 es una constante arbitraria. Notar que se obtienen 2 soluciones distintas (las raices de

la ecuacion). Ademas obhservamos que cuando A = 0 se recuperan las soluciones y =1 e y3 = —1, sin
embargo, la solucién y1 = 0 no se puede obtener de la formula. |

4.2.4. Ejercicios

Ejercicio 4.3. Encuentre las soluciones constantes y la solucién general de las siguientes EDOs auténo-
mas:

Ty =y 5.y =y’
1
[g— —
3.y =eY
y=e 7. y' = k(y — B), donde k y B son constantes cono-
4. y' = e%. cidas.
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4.2.5. Soluciones por separacion de variables

Este método generaliza los dos casos anteriores, ya que aplica para ecuaciones de la forma

y' = f(x)g(y),

donde f(x) y g(y) son funciones conocidas. Para resolver este tipo de ecuaciones utilizamos la misma
idea de “despejar” que usamos anteriormente:

y' = f(x)g(y)
Y _ fxgly)

i

1
——dy = f(x)dx
gl @Y =1

de donde podemos integrar para obtener

/g:y)dL = /f(x)dx

Luego si denotamos G(y) = [ ﬁdg y F(x) = [ f(x)dx a las respectivas primitivas, obtenemos
G(y) = F(x)+ C.
Ejemplo 4.10. Resolver y’ = —3

Solucién. Escribimos

4

yy = —x
/gdy = [—xdx
2 2
y X

=——+C
2~ 27

X2

2
L . 2 .
Notamos que C = J? + > > 0, luego podemos asumir que C = % Con esto podemos despejar y de la
siguiente manera
y? = D? — X
y==+VD?—-x2

Es decir hay dos familias de soluciones: y(x) = VD? —x2 e y(x) = —VD? — x2, y en ambos casos el
intervalo de solucion es (—D, D). |

Concluimos esta seccidn con un par de ejemplos.
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Ejemplo 4.11. Resolver la ecuacion (1 + x)y’ = y.
Solucion. Escribimos para x # —1

y’ 1

y 1+x

[ 509= e
—dy = dx
yJ 14+ x

njy| = |1+ x|+ C.

De acé obtenemos que |y| = ¢ |1 + x| = A|1 + x| en el intervalo (—oo, —1) é (—1, 00). Sin embargo, si
despejamos y, obtenemos que y(x) = A(1+ x) donde A es una constante arbitraria. Ademds vemos que la
funcion y(x) = A(1 + x) es una solucién en el intervalo (—oo, o). |

Ejemplo 4.12. Resolver la ecuacion y’ = xy 2.

Solucién. Tal como vimos en clases, el método de separacion de variables nos entrega la solucién

2 2
1 2
y(x) = (); + G ) =16 (X2 + C) . en el intervalo (—oo, 00),

donde C = 4(C; es una constante arbitraria. Sin embargo, esta familia de soluciones no es la Unica, pues
la funcién y = 0 también es una solucidén (que no estéd contenida en la familia anterior). Ademas de
estas dos soluciones, existe una tercera familia de soluciones, la que resulta de “pegar” las funciones
anteriores en el punto x = a. Esto es, la funcién

yx) =49 1

donde @ es un niimero real cualquiera. |

4.2.6. Ejercicios

Ejercicio 4.4. Resolver las siguientes EDOs usando el método de separacion de variables:

1.y = X 6. y' = x*(y — y?).

y
> =Y 7. y" = kx(y — B), donde k y B son constantes
YT conocidas.

3. y' = eYsen(2x).

dy
8. (Y —y) == =eY .
4 = e, (e g) dx eY sen(x)

5.y = xy?. 9. (e¥X+ ey =y
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4.2.7. EDQOs lineales de primer orden

Son ecuaciones del tipo
y' + plx)y = f(x), (4.2)

donde p(x) y f(x) son funciones conocidas. Para resolver esto usamos el denominado factor integrante:
Definimos la funcién P = [ p, y multiplicamos la ecuacién por e”™ (denominado factor integrante), de

donde obtenemos que
d

dx

(eP(X)g(x)) — f(x)eP™.

Si integramos esta ecuacién, tenemos que

/clci (ela(x)g(x)) dx = /f(x) X)clx,

e"My(x) = C + [ f(x)e” (x)dx,

donde C es una constante arbitraria. Finalmente, llegamos a que

luego

y(x) = Ce PN 4 e=PW / f(x)e” (x)dx.

La funcién y(x) obtenida se denomina solucién general de la ecuacidn, en tanto que el término yp(x) :=
Ce "W es la solucién de la ecuacién homogénea

y' +px)y =0, (4.3)

—PK) i fef es una solucion particular de la ecuacién (4.2).

y el término yp(x) :=
Ejemplo 4.13. Resolver y’ — 3y = 6.

Solucion. Notamos que el factor integrante es e~ J3dx = o3x, Luego multiplicamos por el factor integrante
y obtenemos que

e—3xyl _ 36‘_3Xy — 66‘_3X
1
L (e—3xy(x)) — 6e—3x

dx

/;Ix (e y0) dx = /69_3X

€_3Xg(X) — —3X +C.

De donde obtenemos que la solucién es

cuyo intervalo de solucién es (—oo, 00). |
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Ejemplo 4.14. Resolver xy’ — 4y = x%e*.

Solucion. En primer lugar debemos escribir la ecuacién en su forma normal, es decir, suponemos que
x # 0 y dividimos por x
4
’ 5 x
y — -y =x’e".
y—LY
/ ; — [ Ldx —41nlx| —4
De aqui observamos que el factor integrante es e™J X = e =|x|7".

Para continuar, debemos separar los casos x > 0 y x < 0. Resolveremos primero el caso x > 0. Aqut
4 .7
Ix|" = x* y nuestra ecuacién queda

xT1y — 4xy = xe*

LI (X74L ) = xe*
dx g) =

/dci (x—4g(x)) dx = /xede.

Para calcular la integral del lado derecho, debemos usar integracién por partes

/xexdx = xe* — /eXch

= xe* — e*,
de donde concluimos que

xy(x) = C + xe*¥ — &
y(x) = Cx* + x°e¥ — x*e”,
cuyo intervalo de definicion es (0, co).

El caso x < 0 queda propuesto como ejercicio. |

4.2.8. Problemas de valor inicial

Un problema de valor inicial (PVI en corto) es una ecuacidn diferencial del tipo

y =f(x,y)

PVI
y(xo) = yo (FV)

donde f(x, y) es una funcién de 2 variables y (xg, yo) es un punto en el plano x — y. El resultado de esta
seccion es el Teorema de Existencia y Unicidad

Teorema 4.1. Si la funcion f(x, y) es continua y diferenciable en las cercanias de (xo, yo) y ademds la

funcion 3, €S continua, entonces la ecuacién (PVI) tiene una tnica solucién que esta definida en un
y

intervalo de la forma (xo — a, xo + b) donde a, b > 0.
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Este teorema tiene utilidad principalmente para verificar, antes de empezar a resolver una ecuacién,
que una solucion existe; en seqgundo lugar, sirve para comprobar que una solucién encontrada es
efectivamente la tnica solucidn.

Ejemplo 4.15. Verifique si se cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad para los
siguientes problemas

1.y —y=0,y(0)=1.
2.y’ = —2xy?, y(0) = —1.
3.y =xy1, y(0) =2
4.y = x4, y(0) = 0.

5. xy’ =y, y(0) =0.

4.2.9. Ejercicios

Ejercicio 4.5. En los siguientes problemas, encuentre la solucidn general de la ecuacidn lineal de primer
orden, indicando el o los intervalos donde la solucidn puede estar definida.

1.y =5y. 5 xy'+2y =3.

2. 3y’ + 12y = 4. y =2y +x*+5.

2

3.y +y=e* xy' —y = x“senx.

© N o

4.y’ +3x%y = x°. (1+x)y —xy = x + x°.

Ejercicio 4.6. En los siguientes problemas, resuelva el PVI, indique el intervalo donde la solucién esta
definida y determine si la solucion obtenida es Unica.

1. y"+ 5y =20, y(0) = 2. 6. ¢y’ +tanxy = cos’ x, y(0) = —1.
2.y’ =2y + x(e¥ — %), y(0) = 2. 7. x+ 1)y +y=lnx, y(1) =10.
3. 0 =5t*Q, Q(0) = —7. 8. y' = y?cosx, y(—2) = 1.

4. Z;:Sfa(;e—ci(l)q)(,)lc(lg? = 200. Asuma que k es una xy =y’ —y, y (%) = %

5 xy' +y=eX y(1) =2 10. y’=2XZZ1,y(—2)=—1.
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4.3. Modelos que usan EDOs de primer orden

4.3.1. Dinédmica de poblaciones

De acuerdo a Thomas Malthus, la tasa a la cual la poblacién de un pais crece en un instante t es
proporcional a la poblacién del pais en ese instante. Matematicamente hablando, dicha frase se puede

interpretar de la siguiente forma: Si denotamos por P(t) a la poblacién del pais al instante t, entonces
D

la tasa de crecimiento en dicho instante esta dada por Tt(t), luego la hipdtesis de Malthus se puede
a
escribir como
dP 5
——(t) o< P(1),
dt

donde el simbolo o significa “proporcional a”. Recordamos que dos magnitudes a y b son proporcionales

si es que existe una constante k tal que a = kb, luego el modelo Malthusiano queda
dP

— =kP,

dt

donde k es una constante de proporcionalidad.

Este modelo es usualmente utilizado para modelar el crecimiento de pequenas poblaciones en periodos
cortos de tiempo, como por ejemplo, una colonia de bacterias en un plato de Petri.

Al resolver esta EDO bajo la condicidn inicial P(0) = Py, que representa que la poblacidn al tiempo
t = 0 es de Py habitantes, obtenemos que

P(t) = Poe*’,

que coincide con el modelo exponencial visto en el primer capitulo de este curso. Asi como vimos en
dicho capitulo, este modelo no siempre es adecuado, por ejemplo, no considera situaciones en las que
hay ciertas tasas de natalidad, mortalidad, inmigracién, emigracién, etcétera.

¢Coémo incorporar una tasa de natalidad per cdpita constante B y una tasa de mortalidad per cdpita
constante 07 Para ello, recurrimos a la interpretacion de Malthus, quien nos dice que k = 8 — 0, es decir
nuestro modelo completo queda como

dP
E = (/3 - 5)P (4.4)
P(0) = Py

La ecuacion (4.4) sirve para modelar situaciones como las descritas anteriormente (poblaciones
pequenas, en periodos cortos de tiempo y sin entrada o salida de nuevos organismos), por lo que nos
queda por preguntarnos que hacer en el caso de una poblaciéon con mayor cantidad de habitantes, o
para periodos mas largos de tiempo.

La manera habitual de responder a esa pregunta, es relajar la condicion de que las tasas sean
constantes en la ecuacidn (4.4), es decir, considerar el caso en que:

B=B(t.P)yo=ad(tP),
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lo que nos deja con una ecuacidn no-lineal y bastante dificil de resolver en general. Un modelo simplificado
basado en lo anterior, es el que propuso el matematico Pierre Verhulst, quien supone que la tasa de
mortalidad es constante y que la tasa de natalidad es una funcidn lineal de P, es decir

B(t, P) = Bo — B1P(t),

de donde el modelo queda como
9 o5 BiPIP
dt 0 !

P(0) = Pp.
Bo— 0
B
dP r
Y T pie_p
dt KI (K=F)
P(0) = Py.

Si denotamos por r=5y—0y K = entonces el modelo queda de la forma

(4.5)

La ecuacidén (4.5) se conoce como ecuacion logistica de Verhulst y tiene como solucion (Ejercicio:
Resolver la ecuacidon usando fracciones parciales) a la funcion logistica

K

PO =T e

(4.6)
Si recordamos lo visto en la seccién 2.3, tenemos que el valor de K representa la capacidad maxima del

sistema, también denotada como “poblacién limite”. Ademas podemos interpretar la constante r = By — 0
como una suerte de “tasa neta” de crecimiento.

¢Como utilizamos esto en aplicaciones?

Ejemplo 4.16 (Mosca de la fruta en un recipiente cerrado). Cierto ambiente es capaz de sostener M
individuos. Si la tasa de crecimiento neto es proporcional a M — P, encuentre un modelo que represente
la poblacion.

Solucion. Tenemos que B — 0 = k(M — P), donde k es una constante de proporcionalidad. Utilizando el
modelo genérico dado por la ecuacion (4.4), llegamos a que

dP
— =(B=0)P=kPM-P
= (B 8)P=kP(M—P),

es decir, es una ecuacidn logistica. [ |

Ejemplo 4.17 (Poblacién canibal). Una comunidad cerrada cuenta con una tasa de natalidad constante
igual a B, y una tasa de mortalidad proporcional a P. Determine una ecuacién diferencial que modele la
situacion.

Solucién. En este caso tenemos que 0 = aP, luego la ecuacidn (4.4) queda

dP B
—=B-0)P=(B—aP)P=aP|=—-P
- =(B-0P=(B—aP)P=a (a )

que es una ecuacion logistica. |
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Ejemplo 4.18 (Propagacion de una enfermedad). En una comunidad cerrada con Pr habitantes, la tasa
de contagio de cierta enfermedad es proporcional a la interacciones entre individuos sanos y enfermos.
Determine una ecuacién que modele la propagacion de la enfermedad.

Solucion. St denotamos por P(t) al nimero de personas contagiadas al instante ¢, lo que nos dicen es
que

dP
— o P(Pr —P),
dt (Pr )
donde (Pr — P) es la cantidad de individuos sanos' Es decir tenemos que
dP
— = kP(Pr —P),
dt (Pr )
otra ecuacion logistica. |

La serie de ejemplos anteriores muestra que se pueden modelar diversas situaciones con la ecuacidn
logistica, sin embargo, alin no consideramos el caso en que la comunidad es abierta, es decir, permitimos la
llegada y salida de individuos. En tales casos, tenemos que las tasas r; y re no son nulas. Por ejemplo, una
poblacidn que se rige por el modelo logistico, ademas cuenta con una tasa neta de inmigracidén/emigracion

de R = r; — re individuos por aio.

dP r

— =—P(K-P)+R.

dt K
Para resolver esta ecuacion de manera explicita, incluso en el caso en que R es constante, se necesitan
técnicas un poco mas avanzadas de integracién, las que no veremos en este curso?. Es por esto que solo

nos remitiremos al uso de la ecuacién logistica para comunidades cerradas.

4.3.2. Objetos en caida libre

De acuerdo a la segunda ley de Newton, tenemos que la sumatoria de fuerzas sobre un objeto es
igual a la masa del mismo por su aceleracién, es decir

Freta = ma.

Si denotamos por v a la velocidad del objeto, tenemos que
Freta = mv.

Ahora, en el caso de un objeto en caida libre, suponemos que no hay fuerzas externas a la gravedad
actuando sobre el objeto, es decir’ Foets = Fgravedad = —mg lo que nos da una ecuacidn diferencial para
la velocidad el objeto

mv = —mg,

'Observar que estamos modelando una “interaccién” entre dos individuos, como el producto de las variables. Esto serd
utilizada constantemente en el futuro.

2El caso en que r, K y R son constantes se puede resolver usando fracciones parciales. Cualquier otro caso escapa a las
técnicas que estudiaremos en este curso.

3La constante g ~ 9,8 % denota la aceleracion de gravedad en la Tierra.

91



Matematica aplicada - Agronomia IMAFI - UTalca

. R m
Velocidad incial vy — CGravedad g =~ 9,8 =
s
Objeto de masa m ——
‘ l

I

|
Altura inicial hg — — }
I
I
I
I
Il

Suelo
Figura 4.1: Masa en calda libre.

o equivalentemente
V=—g.

Esta ecuacion se resuelve integrando directamente, para obtener que
v(t)= v — gt

donde vy = v(0) la velocidad inicial del objeto. Similarmente, tenemos que si h es la altura del objeto,
entonces v = h, por lo que tenemos la ecuacién diferencial para determinar la altura del objeto al
instante t dada por

h=v=w-gt,

integrando obtenemos que
2

h(t) = ho + wt — g%,
donde hg = h(0) es la altura inicial del objeto.

Ejemplo 4.19 (Arquero suicida). Un arquero con intenciones suicidas lanza verticalmente, desde el suelo,
una flecha con velocidad inicial de 49 m/s. Determine la altura méxima de la flecha y el tiempo que le
toma al arquero recibir el flechazo de vuelta.

Solucién. Usando la solucién obtenida, tenemos que
v(t) =49 —9,8¢,

Y
h(t) = 49t — 4,9¢°.

Para resolver este problema, debemos interpretar en términos matematicos que significa alcanzar la
altura maxima. La clave es notar que la flecha cambia de direccién al llegar al maximo, es decir pasamos
de una velocidad positiva (se mueve hacia arriba) a una negativa (se mueve hacia abajo), en otras
palabras, la condicidn es que la velocidad sea exactamente 0.

49
V(t)=0=>49—-98t=0=t= - =5.
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Es decir, luego de 5 segundos, la flecha alcanza su altura maxima. Para determina la altura, basta con
calcular h(5) = h(t) = 49 -5 — 4,9(5)% = 122,5 metros.

Para determinar cuanto tiempo tarda la flecha en impactar al arquero, notamos que dicha situacién
ocurre cuando h(t) = 0 (la flecha llega al nivel del piso), es decir

h(t)=0=>49t — 4,92 =0=t =06 t = 10.

La solucion t = 0 representa el momento en que se dispard la flecha, y la soluciéon t = 10 representa el
tiempo que demora la flecha en impactar al arquero. |

Observacion 4.1. En el ejemplo anterior, muchos pensaran (por qué calculamos el tiempo de retorno, si
es mucho mas facil decir que la flecha se demora lo mismo en subir al maximo que en bajar?

La razén por la cual lo resolvimos imponiendo la condicién h(t) = 0 es en virtud de que dicha condicién
aplica en cualquier circunstancia, no solo en el caso de caida libre. (Qué pasaria si agregamos resistencia
del aire a nuestro ejemplo? Nuestra intuicidn nos dice que quizas la flecha se deberia demorar mas en
caer que subir. Sin importar nuestra buena o mala intuicidn, la condicion h(t) = 0 siempre nos dara la
respuesta exacta al tiempo de retorno al suelo, ast como la condicién v(t) = 0 siempre nos dara el tiempo
que le toma al objeto llegar a su altura maxima.

Veamos que pasa si suponemos que aparte de la gravedad, tenemos una fuerza de resistencia al
movimiento: fuerza de roce, es decir

Fneta = Fgravedad + Froce~

¢Cémo se modela la fuerza de roce?

En primer lugar la fuerza de roce se opone al movimiento (es decir debe tener el signo opuesto al
signo de la velocidad), y habitualmente se supone que la fuerza es proporcional a v, 0 a una potencia de
v, es decir

Froce = _kVp,

donde kK > 0y p > 1 son constantes empiricas, siendo los casos p =1y p = 2 los mas usados. Veamos
el caso de un modelo con roce lineal, es decir p = 1. El modelo diferencial quedaria como

mv=—mgqg — kv,

de donde obtenemos la ecuacion diferencial

.+k
V+ —v=—g.
m g

En este punto definimos la cantidad

y la denotamos coeficiente de arrastre: esta constante es una constante empirica que depende del objeto
en cuestion.
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Para resolver la EDO resultante, utilizamos el factor integrante ert, y obtenemos que la solucidn

general estd dada por

v(t) = 94 cert,
P

Si consideramos que la velocidad inicial del objeto es v(0) = vy, obtenemos la férmula para v(t)

v(t) = (v0+g) et 9.
p p

Una observacién importante es que cuando hay roce, se obtiene lo que se llama velocidad terminal,

que se calcula mediante
, g
vy = lim v(t) = _9,
t—o0 P
Esta velocidad es la maxima velocidad que puede alcanzar un objeto en caida libre, independiente de
la altura a la que este se deje caer. Esta formula explica de alguna manera el por qué funcionan los
paracaidas, ya que de no haber roce, un paracaidista aumentaria su velocidad en todo momento durante

su calda.

Ejemplo 4.20 (Arquero suicida con roce). Veamos como afecta un roce lineal a nuestro arquero suicida.
Supongamos que la flecha utilizada tiene un coeficiente de arrastre p = 0,04. Utilizando la férmula
recién calculada, obtenemos que

v(t) = 294e™ %5 — 245,

Ademds si recordamos que /i = v, obtenemos que
h(t) = 7350 — 245t — 7350e”%.

Ahora, para calcular la altura maxima, imponemos la condicién v(t) = 0, y encontramos que

294
t = 251lnh —— = 4,56 segundos,
max 245 g
de donde la altura maxima es

hmax = h(tmax) = 108,3.

En cuanto al tiempo de retorno, este es mucho mas complicado de calcular que en el caso anterior,
ya que si hien la condicion h(t) = 0 sigue siendo correcta, el resolver dicha ecuacidn es algo no trivial, y
que escapa a las técnicas de este curso. Una manera de hacerlo, es mediante el uso de un computador
(técnicas numéricas), de donde obtenemos que

timpacto ~ 9,41 segundos.

Observar que 9,14 — 4,56 = 4,85, es decir, el tiempo de descenso es mas largo que tiempo de ascenso,
confirmando que cuando hay roce, nuestra intuicién puede ser incorrecta.
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_- A(h)

- Ao

Figura 4.2: Ley de Torricelli.

4.3.3. Ley de Torricelli

Esta ley nos permite calcular el nivel del agua en un recipiente que se vacia debido a un pequefio

agujero en su fondo

De acuerdo a Torricelli, el agua solo cae producto de la fuerza de gravedad, cuya aceleracion
denotamos por g, razon de la cual se puede determinar una ecuacidon que modele la altura h del nivel
del agua: si el area del agujero es Ag, y el area del nivel del agua cuando ésta tiene una altura h es

A(h), entonces tenemos que la ecuacién

dh Ao
—m \/ Zgh

prie

nos permite determinar la altura h en cualquier instante t.

ittty Sulul T N
!

Figura 4.3: Ley de Torricelli.

Ejemplo 4.23 (Recipiente cénico truncado). En este caso A(h) = 75 (h(R1 — Ro) + HRy)?

(4.7)
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Ry

Figura 4.4: Ley de Torricelli.

4.3.4. Ley de enfriamiento de Newton

De acuerdo a Newton, la tasa a la cual cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la
diferencia de la temperatura del objeto y el medio en el cual estd sumergido, es decir, si denotamos por
T(t) a la temperatura del objeto al instante t, y Ty a la temperatura del medio, tenemos que

dT
— o T —Tp,
dt OC M
de donde tenemos que
dT
— =Kk(T-T,
77 = K M)

Una simplificacion que se suele hacer, es suponer que Ty es constante, en cuyo caso normalmente
tenemos que k < 0.

Ejemplo 4.24. Una taza de café se enfria seguin la ley de Newton. Si inicialmente el café estaba hirviendo
(7(0) = 100°) y la temperatura ambiente es de 13°, estime la temperatura del café luego de 2 minutos si
es que k = —1.

Solucion. De acuerdo al modelo, tenemos que la temperatura del café se puede modelar mediante la

ecuacidn diferencial '
T=—(T-13)

T(0) =100
Resolvemos esta ecuacion usando separacion de variables:

dT
— =—(T =13
dt ( )

1
IT—']?)CIT__/dt

In(T —13) = —t + C,
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Figura 4.5: Mezcla de soluciones.

de donde T(t) =13+ e“~f =13 + Ae~!, donde A = eC. Imponiendo la condicién T(0) = 100, obtenemos
que

T(t)=13+87¢".

Concluimos diciendo que la temperatura luego de 2 minutos es 7(2) =13 4+ 87e—2 =~ 24,77. |

4.3.5. Mezcla de soluciones

La mezcla de dos soluciones con concentraciones distintas puede ser modelada mediante una ecuacidn
diferencial. Para entender la idea, usaremos un ejemplo:

Se tiene un estanque que inicialmente contiene Lo litros de solucién de agua con sal con una
concentracion de ¢; kilos de sal por litro de agua. Al instante t = 0 se agrega al estanque una solucidn
de agua con sal con una concentracion de ¢, kilos de sal por litro de aqua, la cual se incorpora a una
tasa de re litros por segundo, y simultdneamente se extrae la solucidon resultante a una tasa de rs litros
por segundo.

Nos interesa saber la concentracidn de la solucion que extraemos del estanque en cualquier instante
t, para ello denotamos por S(t) a la cantidad de sal en el estanque al instante t. Por ejemplo, al instante
inicial tenemos que hay

S(0)= Lo ¢

kilos de sal. {Como determinamos la cantidad de sal en otro instante t? La clave es utilizar una ecuacién
diferencial: notamos que la tasa a la cual varia la cantidad de sal en el estanque se puede escribir de la
siguiente forma

ds
i Re — R,

donde R, simboliza la cantidad de sal que ingresa al estanque por segundo, y Rs es la cantidad de sal
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que sale del estanque por segundo. Estas cantidades se pueden calcular de la siguiente forma

R. = (tasa de entrada de la solucién) x (concentracion de entrada de sal)

Rs = (tasa de salida de la solucidn) x (concentracidn de salida de sal).
En nuestro problema, tenemos que
Re =re- Co

I's
S AT

Luego nuestro modelo queda de la siguiente forma
ds Is
- = /‘e . C@ e
dt Lo+ (re —rs)t
S500)=Lo-c

S(t)

Para resolver esta ecuacion en aplicaciones utilizamos el método del factor integrante, puesto que
las cantidades re, ce, rs pueden ser tanto constantes o funciones del tiempo

Ejemplo 4.25. Se agregan 3 litros por minuto de salmuera con una concentracidn de 0,5 kilos por litro
a un estanque que contiene 300 litros de salmuera con una concentracidon de 0.2 kilos por litro. Si se
extraen 3 litros por minuto del estanque, /cudl es la concentracion de la salmuera que sale?

Solucion. Tenemos que identificar las variables:

Lo =300
Ci = 0,2
re=3
ce =05
rs =3,
de donde nuestro modelo queda
ds 1
215
dt = 100 S(1)
5(0) = 60
[
Ejemplo 4.26. Resuelva el problema anterior, suponiendo que se extraen solo 2 litros por minuto.
Solucion. Lo Unico que cambia es que rs = 2, lo que nos deja como modelo
ds 3
2 _15_-_>
dt ° 300 + ts(t)
5(0) = 60
[
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4.3.6. Ejercicios

En los siguientes ejercicios se usa la notacidn vista en clases. Tal como mencioné al comenzar esta
parte del curso, para ver mas ejemplos resueltos y ejercicios propuestos, referirse al libro de D. Zill [13]
o el libro de M. Spiegel [9] que aparecen en la bibliografia. De hecho muchos de los ejercicios aqui
propuestos se encuentran en esos libros (jvarios con solucion!)

Ejercicio 4.7. Plantee modelos de poblacion como ecuaciones diferenciales en los siguientes casos.
Ademas entregue la solucion del PVI obtenido.

1. La tasa de natalidad (B) es proporcional a la poblacidn. Y las tasas de mortalidad (), inmigracién
(ri) y emigracidn (re) son constantes.

2. La tasa de crecimiento neto (k = B— 0 es constante) y la tasa neta de salida y entrada de poblacién
ri — re = cos t. Esto indica que en ciertos periodos hay inmigraciéon con nada de emigracién, y en
otros sucede todo lo contrario. Tales supuestos pueden modelar (al menos de modo rudimentario)
el periodo de vacaciones en una ciudad.

Ejercicio 4.8. A un hospital con Pt individuos llega una persona portadora de un virus altamente contagio-
so. St P(t) representa los individuos que tienen el virus al instante t, determine una ecuacidn diferencial
que modele los siguientes casos (jno resuelva las ecuaciones!). Siempre suponga que inicialmente el
Unico infectado es la persona que ingresa al hospital y que se presume que la tasa a la cual varia la
poblacidn enferma es proporcional a las interacciones entre individuos sin el virus y con el virus.

1. Las autoridades declaran cuarentena (no entran ni salen individuos).
2. Las autoridades dejan salir pacientes no infectados a una tasa de rq.

3. Las autoridades dan por perdida la batalla y no dejan salir a nadie del hospital, sin embargo
permite el ingreso de portadores del virus a una tasa de r.

4. ;Cémo cambian los modelos si es que P(t) representa a los individuos no contagiacdos?

Ejercicio 4.9. Una placa de Petri contiene inicialmente una colonia de 1000 bacterias. Cuando t =1 se
mide que el nimero de bacterias es de 1500. Si la tasa de crecimiento de la colonia es proporcional
al numero de bacterias P(t) en ésta, determine el tiempo necesario para que la colonia se triplique en
cantidad.

Ejercicio 4.10. La poblacion de una comunidad crece a una tasa que es proporcional al nimero de
individuos en ella. Si la poblacion inicial se duplicé luego de 5 afios, (cuanto tiempo le toma a la poblacion
triplicarse? ¢y cuadruplicarse?

Ejercicio 4.11. En una plantacién de alerces se considera un modelo en el que la tasa de reproduccién
es proporcional a la cantidad de alerces, pero en adicidon se talan alerces a una tasa de r > 0 alerces
por dia. Esto nos da el modelo

donde k,r > 0 son constantes. Si la cantidad inicial de alerces es de 1000 arboles, y las tasas estan
dadas por k = 0,05, r = 100. Se presume que bhajo estas condiciones no deberian quedar alerces luego
de to dias. Encuentre ty (Hint: resuelva la ecuacion P(t) = 0.)
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Ejercicio 4.12. Un estudiante contagiado de un tipo de gripe llega a un campus cerrado de una universi-
dad con 1000 estudiantes inicialmente sanos. Determine una ecuacidn diferencial para el nimero de
estudiantes contagiados si es que la tasa a la cual se esparce la gripe es proporcional al nimero de
interacciones entre los estudiantes contagiados y los sanos.

Si es que en adicion se sabe que el nimero de estudiantes contagiados luego de 4 dias es de 50
estudiantes, determine el nimero de estudiantes contagiados luego de 6 dias.

Ejercicio 4.13. Cierta poblacién se rige por el modelo logistico

dP _7
— =P(0,1-10""P), P(0) = 5000,
dt
donde t se mide en meses. (Cudl es el valor limite de la poblaciéon? (Cudndo la poblacién sera igual a la

mitad de la poblaciéon limite?

Ejercicio 4.14. Un estanque pierde agua debido a un orificio en su base. Usando la ley de Torricelli
vista en clases, responda las siguientes preguntas en los casos en que el estanque es: un cilindro, un
paralelepipedo, un cono y un cono invertido. Suponga que todas las constantes son conocidas.

1. El tiempo que demora en vaciarse el estanque, si es que éste estaba originalmente lleno.

2. Determine el nivel del agua cuando el estanque esta a medio llenar, asi como la velocidad a la que
disminuye el nivel del agua en ese instante.

3. ¢A qué velocidad disminuye el nivel del agua justo en el instante en que el estanque esta vacio?

4. Suponga que se agrega agua al estanque a una tasa de r m? por sequndo. {Cémo cambia el modelo?
Hint: Notar que la ecuacidn de Torricelli expresa un cambio en el nivel del agua, por lo que agrega
metros cubicos indica cambios en el volumen del agua, por lo que se deben ajustar los datos para
que todo mida lo mismo.

Hint: Le puede servir saber que el volumen de un cilindro de altura H y radio R de su base es de
V = 7R?H, en tanto que el volumen de un cono de altura H y radio R de su base es de V = %JT/‘?ZH.

Ejercicio 4.15. Se dispara verticalmente una bala de caiidn de 5 kilos desde el piso con velocidad inicial
de 100 m/s. Responda las siguientes preguntas suponiendo que: 1) no hay resistencia del aire, 2) la
resistencia del aire es la forma Fr = —0,025v.

1. ¢Cudl es la altura méxima de la bala?

2. (A qué velocidad impactaria la bala a un avidn que vuela a la mitad de la altura maxima determinada
en la parte anterior?

3. En el caso sin resistencia del aire: (Cudl es la velocidad a la que regresa la bala al suelo si es que
no impacta a ningun objeto?

4. En el caso con resistencia del aire, se puede calcular la determinada velocidad terminal. Esta
velocidad corresponde al limite de v cuando t — oo. Encuentre la velocidad terminal para este
ejemplo. (Esto sirve para explicar por qué los paracaidas funcionan).
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Ejercicio 4.16. Un recipiente contiene 500 litros de una solucidn compuesta por 90% de agua y 10% de
alcohol. Otra solucidn, con 50% de agua y 50% de alcohol se va aifadiendo al recipiente a razén de 4 litros
por minuto. Simultdneamente, el recipiente se va vaciando a razon de 5 litros por minuto. Suponiendo
que el contenido del recipiente se revuelve constantemente, icuanto alcohol hay en el recipiente a los 10
minutos?

Ejercicio 4.17. Un recipiente contiene 500 litros de una solucién que contiene 50 kilos de sal. Al recipiente
se le agregar una solucidn salada con una concentracion de 0.25 kilos por litro a razén de 10 litros por
minuto. Simultaneamente, el recipiente se va vaciando a razdn de 5 litros por minuto. Suponiendo que el
contenido del recipiente se revuelve constantemente, icuanto sal hay en el recipiente a los 10 minutos?

Ejercicio 4.18. Un recipiente contiene 200 litros de una solucidn que contiene 15 kilos de aztcar. Al
recipiente se le agrega agua destilada a un tasa de 10 litros por minuto. Simultaneamente, el recipiente
se va vaciando a la misma tasa (10 litros por minuto). Suponiendo que el contenido del recipiente se
revuelve constantemente, responda las siguientes preguntas:

1. ¢(Cuanta azlcar hay en el recipiente a los 15 minutos?
2. Calcular el tiempo que tarda la cantidad de azticar en llegar a los 5 kilos.

3. La intuicidon nos dice que luego de mucho tiempo realizando este proceso, la cantidad de aztcar
en el recipiente deberia ser cada vez menor. Hallar la cantidad de azticar cuando t — oo para
contrastar nuestra intuicién con este modelo.

Ejercicio 4.19. Usando la ley de Newton para el enfriamiento/calentamiento, resuelva el siguiente
escenario. Suponga que se prepara una taza de café con agua hirviendo (T = 100°), la que se deja sobre
una mesa en una pieza a temperatura ambiente (suponga que Tyy = 10° es constante). Si luego de 10
minutos, la temperatura de la tasa de café es de 40° grados, determine la temperatura del café luego de
30 minutos.

(Como cambiaria el modelo si es que la temperatura ambiente no es constante? Suponga, para fijar,
ideas que Tp(t) = 10 + 10 cos(t) (es decir la temperatura oscila en torno a los 10°).

Ejercicio 4.20. Cuando se saca un queque del horno, se mide que su temperatura es de 200°. Tres
minutos después su temperatura es de 100°. ;Cuanto tiempo toma para que el queque alcance 21° de
temperatura si es que la temperatura ambiente es de 20°?

Ejercicio 4.21. Un termdémetro se lleva del interior de una habitacion aislada hacia el exterior, donde la
temperatura es de 5°. Luego de 1 minuto, el termdmetro mide 15°, y luego de 5 minutes mide 10°. (Cudl
era la temperatura al interior de la habitacion?

Ejercicio 4.22. Un cadaver se encuentra en una pieza cerrada donde la temperatura ambiente es de 20°.
Al momento en que se encontré el cadaver, la temperatura del cuerpo era de 35°. Una hora después se
hizo una segunda medicion, que determind que la temperatura era de 30°. Suponiendo que la hora de
muerte es t = 0 y que la temperatura del cuerpo era de 37°, determine cuantas horas transcurrieron
desde que la persona murid, hasta que se encontré el cadaver.
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Ejercicio 4.23. El modelo de enfriamiento de Newton, no toma en cuenta la superficie del objeto que
estéd en contacto con el ambiente (es razonable pensar que a mayor superficie, mayor debiese ser la
pérdida/ganancia de temperatura). Una manera de corregir esto es considerar la ecuacién

dT
W = /(S(T— T/\/]),

donde S representa la superficie del cuerpo y k es una constante. Suponga que la superficie del cadaver
encontrado en el problema anterior es de 4 m? y responda las mismas preguntas. ;Cémo cambian sus
respuestas si la superficie del cadaver es ahora de 3 m??

Ejercicio 4.24. En teoria de aprendizaje, la tasa a la que se memoriza un concepto suele suponerse es
proporcional a la cantidad que queda por memorizar. Suponga que M denota la cantidad total de lo que
se quiere memorizar, y que A(t) es la cantidad de materia memorizada. Determine y resuelva la ecuacidn
diferencial que modela esta situacion.

Ejercicio 4.25. Escriba un modelo que represente la situacion de aprendizaje, pero que considere que la
tasa de contenidos memorizados, ademas de ser proporcional a lo que queda por memoriza, disminuye
producto del paso del tiempo a una tasa r. Resuelva el modelo obtenido, suponiendo que r es constante
y conocida.

4.4. EDOs lineales de segundo orden

Nos enfocaremos en las EDOs lineales de segundo orden cuyos coeficientes son constantes, es decir,
ecuaciones de la forma
Ay” + By’ + Cy = g(x),

donde A # 0, B y C son constantes conocidas, y g(x) es una funcién conocida.

4.4.1. EDQOs lineales de segundo orden homogénea

Son ecuaciones donde g(x) =0, o sea de la forma
Ay” + By' + Cy = 0. (4.8)

Para resolver estas ecuaciones, proponemos una solucién de la forma y = e** y buscamos el o los A's
que nos dan una solucién.

Definicion 4.7 (Ecuacidn auxiliar). Dado A, definimos la ecuacion auxiliar como

AX +BA+C=0. (4.9)

Para encontrar la solucidn general de la ecuacidon (4.8), resolvemos la ecuacidn auxiliar (4.9) y
escribimos la solucidon general como
y(x) = Giyr + Gy

donde Gy y G son constantes, y la funciones y1 e y» se denotan soluciones de la ecuacion homogénea,
y se calculan como:
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Caso 1: Dos raices reales y distintas (B> — 4AC > 0). Si las raices son Ay y A, entonces

yi(x) = e’

ya(x) = e*?*.

Caso 2: Dos raices complejos conjugadas (B? — 4AC < 0). Si las raices son Ay = a+ Bi y Ao = a — Bi

entonces
y1(x) = e cos(Bx)
e
y2(x) = e sen(Bx).
Caso 3: Una raiz real repetido (B? — 4AC = 0). En este caso la raiz es A(= —%) y tenemos que
yi(x) = et
e
ya(x) = xeh*.

4.4.2. EDQOs lineales de segundo orden no-homogénea

Es el caso de la ecuacion
Ay” + By'+ Cy = g(x),

donde g(x) es una funcidn conocida. Para encontrar la solucién general de esta ecuacion, resolvemos
primero la ecuacion homogénea (g(x) = 0) y obtenemos las funciones yq e y como lo hicimos anterior-
mente (dependiendo de como sean las raices de la ecuaciéon auxiliar). Luego definimos la funcidn solucion
particular

Yp(x) = ur(x)y1(x) + ua(x)ya(x),

o y2(x)g(x)
up(x) = /A(_L/W'z — yiy2)

_ y1(x)g(x)
uz(x) = / Alyrys — yiy2)’

donde

y

y obtenemos que la solucidn general de la EDO lineal de segundo orden con coeficientes constantes
no-homogénea es

y(x) = Grya(x) + Goya(x) + yp(x),

donde Gy y C, son constantes.
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4.4.3. Problemas de valor inicial

Es el caso de la ecuacion

Ay” + By’ + Cy = g(x),

cuenta ademas con una condicion inicial del tipo

y(x0) = yo, y'(x0) = y1,

donde xp, yo, y1 son valores conocidos. Dado que sabemos resolver la ecuacién y obtenemos una
solucidn de la forma

y(x) = Grya(x) + Gya(x) + yp(x),

la tarea es encontrar las constantes i y (5 de modo que se satisfaga la condicién inicial (es decir,
evaluamos la funcidn y(x) y su derivada, y’(x) cuando x = xp). Esto se traduce en resolver un sistema
lineal de 2 x 2.

4.4.4. Ejercicios

Ejercicio 4.26. Verifique si la funcién dada es o no una solucién de la EDO de segundo orden.

1. yx)=e*—e ™ y"—y=0. 5. y(x) = 3e?; y” — 6y’ + 5y = —9e?*.
2. y(x) = 4e¥™ —10e™; y” — 3y’ — 4y = 0.
6. y(x) = sen(dx); y”" + 5y’ — y = cos x.
3. y(x) =10 — x% xy” —y’ = 0.
4. y(x) =44+10cosx —senx; y”" +y =0. 7. y(x) = x> +3x; y” — 6y’ + 5y = 5x% + 3x — 16.

Ejercicio 4.27. Resuelva las siguientes EDOs de segundo orden.

1.¢y"—y —12y =0. 4. 4y" —4y" +y =0.
2. y"—4y =0. 5. y" =7y + 10y = 24¢e~.
3.y =2y’ +5y =0. 6. 2y" + 2y + y = x.

Ejercicio 4.28. Resuelva los siguientes problemas de valor inicial.

1. y”+16y =0, y(0) = 2, y’(0) = —2. 4 4y" —4y' -3y =0, y(0) =1, y’(0) =5.
2y+y=0,y(3)=0y(3)=2 5. y" —y = e, y(0) =0, y’(0) = 0.
3.y =4y’ =5y =0,y(1)=0, y'(1) = 2. 6. 2" +y —y=x+1,y0) =1,y (0)=0.
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4.5. Modelos que usan EDOs de sequndo orden
4.5.1. Ejercicios
4.6. Sistemas de EDOs lineales de primer orden

Nos enfocaremos en el estudio de sistemas de EDOs lineales homogéneas de primer orden con
coeficientes constantes, es decir, sistemas de la forma

dx

Frin + by

gy (4.10)
d—y = cx + ey

dt /

donde a, b, ¢y e son constantes conocidas. Para resolver este tipo de sistemas, utilizaremos el concepto
de valores y vectores propios.

Definicion 4.8 (Matriz asociada). Es la matriz

A=

Usando notacion matricial, un sistema lineal de ecuaciones diferenciales se puede escribir como

% = AX,
dt

donde X(t) =
y(t)

Definicion 4.9 (Valor propio). Decimos que A es un valor propio para el sistema de EDOs (4.10), si es un
valor propio de la matriz asociada A. En otras palabras, es una solucion de la ecuacion det(A — Al) = 0.
En nuestro caso de 2 variables, la ecuacion es

(a —A)(e —A)—bc=0.

/(1
Definicion 4.10 (Vector propio). Si A es un valor propio para el sistema (4.10), entonces k = es
ko
un vector propio si es que satisface el sistema de ecuaciones lineales Ak = Ak, es decir
aky + bky = Akq
(4.11)
cky + eky = Ak
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4.6.1. Solucién de un sistema de EDOs lineales

Las soluciones se calculan dependiendo de los valores propios obtenidos:

Caso 1: Dos valores propios reales y distintos, A1 y A.

ki1
En este caso hay un vector propio asociado a cada valor propio: k1 = asociado a A1 y
ki2
ka1 . -, : -
ky = asociado a Ap. La solucién general del sistema se puede escribir como
koo

x(t) = Crky1eMt + Cokyr e,
y(t) = Crkizet + Gokpre’?t,

o0 en notacion matricial
X(t) = CikieMt + Ckye™!

donde G y G, son constantes.
Caso 2: Dos valores propios complejos conjugados, A1 = a+ Biy Ay = a — Bi.

En este caso solo hay que calcular el vector propio asociado a A1, que sera de la forma

ki y1+ o1l Vi 01 . ,
k fry fry ) ot + L = y + 5[.
k> v2 + 021 2 02
La solucidn general del sistema se puede escribir como

x(t) = Cre® (yq cos(Bt) — 81 sen(Bt)) + Cre®" (61 cos(Bt) + y1 sen(Bt)),
y(t) = Cre® (y2 cos(Bt) — & sen(Bt)) + Cre®" (32 cos(Bt) + ya sen(Bt)),

o en notaciéon matricial
X(t) = Cre®(y cos Bt — & sin Bt) + Cre® (6 cos Bt + y sin Bt)
donde G y G, son constantes.

Caso 3: Un valor propio real repetido, A = A1 = A,.

kq
En este caso tenemos el vector propio asociado a A que llamamos k = y un vector propio
k>
. P . . .
generalizado p = que se calcula resolviendo el sistema lineal ((A — Al)p = k)

p2

apt + bpa = Apr + kq
cp1+ ep2 = Ap2 + k.
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Hecho esto, la solucion general es

x(t) = Cikje’ + & (lqte“ + p1 e“) ,

y(t) = G kze)\t + G (kzte/\t + /Jze)‘t) ,

0 en notacion matricial
X(t) = Gike™ + G (kteM + pe“)

donde C; y (G, son constantes.

4.6.2. Problemas de valor inicial para sistemas de EDOs

Son problemas en los que se tiene un sistema de la forma

dx ax+ b

— = dax 4
dt J
/

Cd—i =cx+ey

pero ademas contamos con condiciones iniciales de la forma

x(to) = x0, y(to) = yo,

donde tg denota un “tiempo inicial” (usualmente 0), y xo, yo son las “posiciones iniciales”. Para resolver
estos problemas, debemos primero resolver el sistema, encontrando soluciones usando las férmulas
anteriores que cuentan con 2 constantes arbitrarias, ¢ y (,, las cuales encontraremos al imponer las
condiciones iniciales (o sea, evaluamos las funciones para t = ty) y resolver el sistema lineal de 2 x 2
resultante.

4.6.3. Ejercicios

Ejercicio 4.29. Resolver los siguientes sistemas de EDOs

dx dx
1 Clt X+ y 3 C/t X y
| dy | dy
—Z =4 — =8x—-12
g = X F3y ge ~ox 12y
dx dx
— =2x+2y — =—4x+2y
2' dt 4 dt
ﬂ—><—|-3L d—g——§x+2L
dt J dat 274
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rd—x——§x+2L
s Jat - 27T
| ﬂ—§x—2L
Lt — 47~ Y
(d
C—y:—3x+y
6. 4 dt
’ dx
\E——6x+2y
( dx
T 3x—
7 J Clt X J
) dy
— =0x -3
C dt X y

d—y = 4x

dt

dx

— = 12
It 9y + 12x
dx

E = -y + bx
dy

i 5x + 2y

Ejercicio 4.30. Resuelva los problemas del ejercicio anterior, sujetos a las siguientes condiciones iniciales

1. x(0) = 3, y(0) = 5.
2. x(0) =1, y(0) = 1.

3. x(0) = 10, y(0) = 0.

4.7. Modelos que usan Sistemas de EDOs

4.7.1. Ejercicios
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