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1. Introduccion

Consideremos la siguiente ecuacidn diferencial ordinaria: Sea f una funcién continua en el intervalo
[0, 1], queremos encontrar una funcidén u que sea una solucién de

) —u"(x) + u(x) = f(x) en]0,1]
*
u0) =u(1)=0
Una forma de resolver este problema es encontrar u de manera explicita: Primero encontramos la solucién
general de la ecuacion homogénea
up(x) = AeX + Be™,

y luego encontramos una solucién particular mediante algiin método.
Ejemplo 1. Si f(x) = 1, por inspeccién notamos que up(x) = 1, de donde

1T e

— — 4.
‘I+ee 1—|—ee +

u(x) =

Ejemplo 2. Si f(x) = x, observamos que u,(x) = x, de donde

Ejemplo 3. Si f(x) = x?, observamos que up(x) =2+ x?, de donde
u(x) = Ae* + Be™ + x> 42
para ciertas constantes A, B.
Ejemplo 4. Si f(x) = x3, observamos que up(x) = bx + x3, de donde
u(x) = AeX + Be™ + x> + 6x.

para ciertas constantes A, B.

En general, si f es una funcidon continua cualquiera, utilizamos por ejemplo el método de variacion de
parametros para encontrar que

1 1
up(x) = ) / f(s)e °ds - e* + 5 / f(s)e’ds - e ™,
y que para ciertas constantes A, B la solucién de la ecuacidn () se puede escribir como
u(x) = Ae* + Be™ + up(x).

Como f es una funcién continua, no es dificil demostrar usando la formula que la funcién u encontrada es
de clase C?, lo que da pie para hacer la siguiente definicién:
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Definicion 1 (Soluciéon clasica). Decimos que u es una solucién cldsica de (%), si u es una funcién de
clase C? en el intervalo [0,1] que resuelve la ecuacién.

Observemos que para encontrar una solucidn clasica de (%), calculamos explicitamente una solucidn
para (%), y luego demostramos a mano que dicha solucién u es de clase C2.

En el caso particular de la ecuacidn (*), estos calculos son relativamente directos y no requieren
mayor esfuerzo, sin embargo, cuando complicamos la ecuacidn un poco, dichos calculos, si bien pueden
ser elementales, se vuelven cada vez mas engorrosos y tediosos.

Nuestro proposito es ilustrar un método que permita resolver (x) sin la necesidad de encontrar de
manera explicita las soluciones, pero que en vista de “sacrificar” la formula explicita, podamos ganar en
el hecho de que el método sea lo suficientemente robusto para que pueda ser aplicado a otras ecuaciones
diferenciales mas complicadas sin mayor esfuerzo, como por ejemplo una ecuacién lineal de segundo
orden con coeficientes continuos:

—p(x)u”(x) + g(x)u’(x) + r(x)u(x) = f(x) en[0,1]

=f

u(0) =u(1)=0

donde p, g, r € C[0, 1] satisfacen ciertas propiedades (que veremos mas adelante en detalle).
(Cual es la idea?

Ilustraremos la idea usando la ecuacidn (x): Supongamos que u es una solucion clasica de (), y
multipliquemos la ecuacién por una funcién v de clase C', que satisfaga’ v(0) = v(1) = 0, lo que nos da

—u"(x)v(x) + u(x)v(x) = F(x)v(x).

Ahora integramos esta identidad en el intervalo [0, 1], y luego integramos por partes para obtener

/01 —u"(x)v(x)dx + /01 u(x)v(x)dx = /01 f(x)v(x)dx

/01 u'(x)v(x)dx — u’ + /01 u(x)v(x)dx = /01 f(x)v(x)dx,

de donde llegamos a la ecuacién

/01 u' (x)V' (x)dx + /01 u(x)v(x)dx = /01 f(x)v(x)dx.

La primera observacion importante que debemos hacer es que el calculo anterior es valido para toda
funcién v de clase C' que satisface v(0) = v(1) = 0, es decir, hemos demostrado que una solucién clasica
u de (x) satisface la siguiente identidad

) /01 W9V x)dx + /01 upv(x)dx = /01 fv(x)dx, ¥ v e C'(0,1),v(0) = v(1) = 0.

La ecuacion (1) nos permite definir un nuevo concepto de solucidn para (%)

"Estas funciones se llaman funciones test.
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Definicion 2 (Solucién débil 1). Decimos que una funcién u de clase C' es una solucién débil de (%) si
es que satisface la ecuacion (1).

La principal observacién que debemos hacer en este momento, es que si bien estamos resolviendo
una ecuacion de segundo orden (por lo que esperamos soluciones con al menos dos derivadas), este
concepto de solucidn débil nos permite hablar de una solucién que solo tiene una derivada, es por eso
que hablamos de una solucién “débil”.

Nuestro calculo elemental nos dice que cualquier solucion clasica es una solucion débil, sin embargo,
lo que nos gustaria es poder estudiar el problema de existencia de una solucion débil para (1), y
posteriormente demostrar que dicha solucidn débil es de hecho una solucidn clésica.

En resumen, el método propuesto se puede escribir como:

1. Definir el concepto de solucidn débil para la ecuacidn diferencial.

2. Probar la existencia (y posiblemente la unicidad) de la solucidn débil.

3. Demostrar que la solucidn débil es de hecho una solucidn clasica (regularidad).

La definicién del concepto de solucidn débil no parece ser tan complicado, ya que solo utiliza

integracion por partes, sin embargo, encontrar dicha solucién débil y probar que la solucién es de hecho
una solucidn clasica requiere trabajo extra.

¢{Cémo estudiamos el problema de existencia de la ecuacion (1)?

2. Algunas herramientas de analisis funcional

2.1. Espacios de Hilbert

Definicion 3 (Norma). Dado un espacion vectorial H, definimos una norma ||ull como una funcién con
valores reales tal que

s ull 20, yllul =0 u=0,

= | ku|| = [kl nuil, y

= Jlu+ vl Z Jlull + vl
Definicion 4 (Producto escalar). Dado un espacio vectorial H, definimos un producto escalar (u, v) como

una funcion bilineal de H x H con valores en R tal que

» (u,v) = (v, u) para todo u,v € H,
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= (u,u) >0 para todo u € H, y
= (u,u) # 0 para todo u # 0.

Observacion 1. Un producto escalar satisface la llamada desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[(u, V)] < (u,u)2(v,v)2,
de donde se deduce que
1
Null :== (u, u)?
define una norma en H. De hecho, notemos que

lu+vi> = (u+v,u+v)

= (u,u) + (u,v)+ (v,u) + (v,v)
2

Null® 4+ 2(u, v) + 12 < uli? 4 2 1l v+ vl
(ull + 1vi?.

La demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede hacer de la siguiente forma: Si
v = 0 la igualdad se tiene, en caso contrario sea

Entonces tenemos que

o= o) - () o

de donde deducimos que

2
(u,v) >

= ||z||2+‘ ) (. v)

F (v

2
Hull= = 2
vl

v

(v,v)

Definicion 5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H equipado con un producto escalar, tal que
. 1
el espacio H es completo® para la norma llull = (u, u)2.

Ejemplo 5 (R y RN). El espacio de los nimeros reales, R, equipado del producto usual entre niimeros
es un espacio de Hilbert. Asimismo, tenemos que para cualquier entero N > 2, el espacio

RN:{LI:(LM,...,LIN):LI[ERpaI‘a todoi=1,...,N},

equipado del producto escalar
(u,v)=unvi +uyva+ ...+ UNVN

también es un espacio de Hilbert.

2Un espacio vectorial es completo si toda sucesiéon de Cauchy es convergente en el espacio.
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Ejemplo 6 (¢%). El espacio RN tiene una extensiéon natural cuando N — oo, esto es, podemos definir el
espacio

o
¢? = { sucesiones reales {u,}°2, tales que E u <oot,
n=1
el cual lo podemos equipar con el producto escalar

o

(u,v) =uivi + upva + u3zv3 ... = Z UnpVp

n=1
y también obtenemos un espacio de Hilbert.

Ejercicio 1. Demostrar que #? es un espacio de Hilbert, es decir, demostrar que es completo bajo el la
norma inducida por el producto escalar definido. Hint: Una sucesién en #2, es una “sucesion de sucesiones”,

e o .
o sea se puede escribir como {u"};2,, donde u" = {uf, u5,ufi,...} = {u}},_, Para cada k, defina

vk := lim u] (¢por qué puede hacer esto?) y demuestre que la sucesion u” converge a v = {vk}32;.
n—oo

Ejemplo 7 (L?). Un espacio de gran importancia en andlisis, es el espacio de las funciones de cuadrado
sumable en algiin intervalo (a,b) C R

b
[%(a, b) = { funciones medibles u tales que / |u(x)|2 dx <oop,
a

que se puede equipar del producto escalar

b
(u,v) :/ u(x)v(x)dx.

a
Similarmente se puede definir el espacio de funciones de cuadrado sumable en un subconjunto abierto
de Q C RN

. . 2
[2(Q) = {funaones medibles u tales que / |u(x)]” dx < oo} ,
Q

que se puede equipar del producto escalar

(u,v) :/Qu(x)v(x)dx.

Observacion 2. Cuando hablamos de funciones medibles, lo estamos haciendo en referencia a la medida
de Lebesgue. Para mayor informacion en el tema referirse por ejemplo a [5,6].

Observacion 3. Dada una funcién uq(x) # 0, y para dado xp € (a, b) tal que u1(xg) # 0 definimos

uq(x) st x # xp

ur(x) = .
() 0 st X = Xp

L 2 2 b 2
)= faj lur(x) — ua(x)|"dx = faXO |uq(x) — uz(x)|” dx + fXO lur(x) — uz(x)|"dx =0,
de donde deducimos que u1 = u; como elementos de L?(a, b). Esto ocurre cuando trabajamos en espacios
de funciones medibles.

Notar que HU1 - quiz(g,b
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Un teorema que es de gran importancia es el llamado teorema de Riesz-Fréchet, que nos permite
representar funcionales continuos en un espacio de Hilbert.

Teorema 1 (Representacion de Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de Hilbert, y considere un funcional
lineal continuo® ¢, entonces existe un dnico u, € H tal que

p(v) = (ugp, V) para todo v € H.

Demostracién. Sea M = ¢~'({0}), que es un subespacio cerrado y supongamos que M # H (si M = H
entonces ¢ = 0 y podemos tomar u, = 0). Sea ug € H\ M un elemento cualquiera y definamos
uqr = Ppug, la proyeccién ortogonal® de ug hacia el subespacio M. Con esto definimos u;

uy = 17(% - u1),
oo o]

y notamos que
up = @(uz)us

satisface las propiedades de nuestro teorema. De hecho, notemos que para cualquier u € H podemos

escribir v =u — <p((u)) up, luego ¢(v) = 0 (0 sea v € M), de donde (uz, v) = 0 (pues u; es ortogonal a M)
u
y P
e(u) 1
0 = ’ = ’ - 7 ’
(uz,v) = (uz, u) o)) 5
de donde

o(u) = (p(u)uz, u).
[ |

Ejemplo 8 (L?(a, b)). El teorema nos dice que dada cualquier funcién ¢ : L?(a, b) — R, entonces debe
existir una unica funcién v, € L?(a, b) tal que

para todo v € [%(a, b).

A continuacidn veremos una suerte de generalizacion del teorema de Riesz-Fréchet, que nos dice que
no solo podemos representar funcionales lineales a través del producto interno en un espacio de Hilbert,
st no que también podemos utilizar otras formas bi-lineales:

3La continuidad de funciones lineales ¢ : H — R es equivalente a demostrar que existe una constante C > 0 tal que para
todo u e H
lo(u)] < Cliully .

*La proyeccién ortogonal de f sobre el subespacio M se puede caracterizar mediante

Puf € My (Puf,v) = (f,v) para todo v e M



Espacios de Sobolev con peso y EDOs singulares Escuela Verano UTalca 2014

Teorema 2 (Lax-Milgram). Sea a(u, v) una funcién bi-lineal a : H x H — R que satisface

= Existe C tal que |a(u,v)| < Cllull llvll (continuidad), y

= existe a > 0 tal que |a(u, u)| > allull? (coercividad).

Entonces dado cualquier funcional lineal continuo ¢ : H — IR, existe un tinico u, € H tal que

o(v) = a(ug, V) para todo v € H.
Demostracién. La demostracién consiste en los siguientes pasos:

= Del teorema de Riesz-Fréchet existe un uUnico f € H tal que
@(v) = (f,v).

= Para cada u € H podemos definir el funcional lineal continuo ¢, : H - R como ¢,(v) = a(u,v), y
gracias al teorema de Riesz-Fréchet tenemos la existencia de un tnico & = Au € H tal que

a(u,v) = @u(v) = (Au, v)
= El operador A: H — H definido anteriormente es un operador lineal continuo:

HAL/Hz = (Au, Au) = a(u, Au) < Cllull HALIH,

y satisface
(Au,u) =alu,u) > a Null?.

= Por lo anterior, demostrar el teorema se reduce a probar que existe un tnico u € H tal que
(Au,v) = a(u, v) = @(v) = (f, v),
o0 sea, a encontrar u € H tal que Au = f.

= Para ello definimos T : H — H tal que T(v) = v — p(Av — f) y buscamos un punto fijo para T.

= Usamos el teorema de punto fijo de Banach para tal efecto escogiendo p > 0 apropiadamente.

Ejemplo 9. Sea b una funcién continua en [0, 1], tal que b(x) > bg > 0 para todo x € [0, 1]. Definamos
para u,v € [%(0,1) la funcién

1
a(u,v) :/0 b(x)u(x)v(x)dx.
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No es dificil demostrar que a(u, v) es una funcién bilineal en £?(0,1). Ademds, gracias a la continuidad
de b, tenemos que

la(u,v)| = /()1 b(x)u(x)v(x)dx

1
g/o |b(x)u(x)v(x)| dx

IA

1
Hb(x)”Oo /0 |u(x)v(x)| dx

1 1
2 2
Hb(x)”oo ]0 lu(x)|” dx /0 [v(x)|* dx

< |1B)|| o el 20y VI 20,1y

1

2

Nl—=

IN

es decir, la funcién bilineal a(u, v) es continua. Ademas
1
cﬂu,u):-/-lﬂxﬂdxfdx
0

]

> bol u(x)?dx
0

= bo llullfo01)

por lo tanto la forma a(u, v) es coerciva. De donde concluimos que dado un funcional lineal ¢ : L%(0,1) = R,
entonces existe un unico uy € [2(0,1) tal que

]
(p(v):/O b(x)ug(x)v(x)dx.

Si juntamos esto con el hecho que ¢ también puede ser representado por una funcién f € L%(0,1),
concluimos que
f(x)

ug(x) = bx)’

3. Espacios de Sobolev H'(/) y H{(/)

La nocién de derivada débil: Consideremos una funcién u € C'(/), entonces para v € CJ(/) obtenemos
gracias a una integracion por partes que

/u'(x)v(x)dx = —/u(x)v'(x)dx.
/ /

Observamos que el lado derecho de la identidad puede ser definido si es que la funcién es solo continua,
es mas, jsolo basta que la funcién se pueda integrar! Esto nos permite definir un concepto de derivada
que es mucho mas débil que la derivada tradicional.
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Definicion 6 (Derivada débil). Para una funcién integrable u, definimos su derivada débil como una
funcion integrable g que satisface

/u(x)v’(x)clx =— [g(x)v(x)clx para todo v € C)(1).
/ !

Tal funcién g se conoce como derivada débil de u, y se denota u’.

Observacion 4. St g1 y g2 son dos derivadas débiles para la funcién u, entonces g1 = g2 en casi todas
partes (c.t.p.), esto hace que tenga sentido llamar a la derivada débil v’.

Observacién 5. Dado nuestro calculo inicial, tenemos que para una funcién u de clase C'(/) en un
intervalo /, la derivada débil coincide con la derivada tradicional.

Ejemplo 10. Consideremos el intervalo I = (—1,1) y la funcidn
x si —1<x<0
0 sio<x<1.

Entonces la funcion
1T si —1<x<0

0 si0<x<1.
es una® derivada débil para u.
Ejemplo 11. Ahora veamos que la funcidn

x si —1<x<0
1T si0<x< 1.

no tiene derivada débil. Para ello usamos la funcién de clase® C>(—1,1)

s
e - si x| <

v(x) =
0 st |x| >

DSIEENT R

y definimos la secuencia
1
T an2|x 2 ; 1
va(X) = v(nx) = ¢ o S.L |X| : 2117 ’
0 st |x| > 50

Observamos que de existir una derivada débil g tendriamos que

1 1 0 1 0
—/ g(x)vn(x)clx:/ u(x)v,,(x)clx:/ xvn(x)clx—i-/0 vn(x)clx:—/ Vp(x)dx — vp(0),

—1 —1 —1 —1

luego
1 0
e ' =v,0) = / g(x)va(x)dx — / Vo(x)dx — 0
1 1 n—o00

SRecordar que la unicidad es modulo conjuntos de medida cero.
®Ejercicio: Demostrar esto.

10
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Definicion 7. Sea | = (a, b) un intervalo acotado, definimos el espacio H'(l) como
HY () = {u e L?(l) tales que u tiene una derivada débil en Lz(l)} :

Observacion 6. Se puede definir espacios de Sobolev en intervalos no-acotados, pero para no perdernos
en tecnicismos solo nos enfocaremos en el caso acotado.

Se puede definir un producto interno en el espacio H'(/) de la siguiente forma: Sean u, v € H'(l),
definimos

b b
(U, V) ::/ u'(x)v'(x)dx—i—/ u(x)v(x)dx,

a a

de donde podemos definir la norma inducida por este producto interno

1
Nl = (U, u)

Ejemplo 12 (Ejemplos funciones en H'(/)).

1. Funciones de clase C'([a, b)).

2. Funciones continuas que son de clase C' a pedazos en I: | = (—1,1) y u(x) = |x
u(x) = |x

; 0 en general,
Yoy > % Observar que estas funciones NO son necesariamente de clase C'(—1,1).

3. Una funcién discontinua como la del ejemplo anterior no pertenece a H'(/) pues ni siquiera tiene
derivada débil.

Teorema 3 (Teorema Fundamental del Calculo). Dado u € H'(), y s < t € | tenemos que
t
/ u'(x)dx = u(t) — u(s).

Para demostrar este teorema, utilizaremos dos lemas

Lema 1. Sea f una funcién integrable tal que

/ f(x)¢'(x)dx = 0, para todo ¢ € C(1),
/

entonces f =constante (c.t.p.).

Demostracién. Fijemos una funcién W € C.(/), y dada una funcién w € C(/), entonces existe ¢ € C](/)
tal que ¢'(x) = w(x) — ([, w(x)dx) W(x). Entonces deducimos que

0= // f(x) ¢’ (x)dx = // f(x) [W(x) - ( // W(S)ds) L/J(x)] dx = // [f(s) - // f(x)L/J(x)dx] w(s)ds,

que es vélido para todo w € C,(/), luego’ f(s) = [, f(x)i(x)dx =constante (c.t.p). |

’El lema que dice que J, f(x)w(x)dx = 0 para todo w € C(/) implica f = 0 (c.t.p.) se demuestra usando una aproximacién
suave de w(x) = sign(f) en conjuntos compactos.

11
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Lema 2. Sea g una funcién integrable en |, entonces para xo € | fijo defina

v(x) = /X g(s)ds,

entonces v es continua y

/v(x)(p'(x)clx = —]g(x)<p(x)c|x.
1 /

Demostracion. Tenemos que

[tagme = [| [ gteias] s
(oo [
Il owlo
[ /g &' (x)dxds + / [ x)dxds
—— [ gtsitsids - / gls)g(s)ds
ES

b
g(s)p(s)ds

.7 .. . — X .
Demostracion Teorema Fundamental. Para xo € I fijo, defina a(x) = fXO u’(s)ds. Tenemos que gracias a

los lemas anteriores
/D(x)(p'(x)dx = —/u'(x)(p(x)dx,
I /

esto, junto con la definicidn de la derivada débil, nos dice que

/( i(x) — u(x))¢'(x)dx = 0,
/
luego a(x) — u(x) = C (c.t.p.). Finalmente la funcidn &(x) = a(x) + C cumple las propiedades deseadas. B

Observacion 7. Como se aprecia en la demostracidn, lo que se ha demostrado no es precisamente lo
que sale en el enunciado del teorema. Lo que sucede es que usualmente se abusa de la notacidn y se
asume que u = {1 desde un principio. Siendo rigurosos, uno deberia definir la relacién de equivalencia
u~v&u=v(ctp)y decir que “existe un representante de u tal que ...”

Corolario 1 (Continuidad de funciones en H'(/)). Sea u € H'(l), entonces u es continua en 1.

12



Espacios de Sobolev con peso y EDOs singulares Escuela Verano UTalca 2014

Observacién 8. Al igual que en el teorema fundamental del célculo, uno deberia decir que “Dado u € H'(/)
entonces existe un representante continuo de u”. OJO: no confundir con decir que “u es continuo (c.t.p.)".

Demostracion. Basta notar que del Teorema fundamental obtenemos que

/S i x)dx
< / /()] dx

(/St|u'(x)|2clx); (/St12c|x);

||U||H1(/) (t — 5)% .

Ju(t) — u(s)| =

IN

IN

Observacion 9. De hecho, nuestra demostracidn dice que las funciones no son solo continuas, si no que
son Holder continuas. Mas adelante hablaremos de dichas funciones.

Teorema 4. Sea u € L?(l), entonces u € H'(l) si y solo si existe C > 0 tal que

// u(x)V/ (x)dx

Demostracién. El caso (=) es evidente. Para (<) consideremos el funcional ¢(v) = [, u(x)v/(x)dx definido
para toda funcién v € C!(/). Dado que C](/) es denso® en [?(/) este funcional se puede extender de
manera lineal y continua® a todo L?(/).

< C ||V||L2(/) .

Gracias al teorema de Riesz-Fréchet, tenemos que existe un tnico g € L%(/) tal que
o) = [ulv (e = (g, iy = [ gL
de donde deducimos que existe la derivada débil u’(x) = —g(x) y ademds esta en L%(/). |
Teorema 5 (Regla del producto). Sean u, v € H'(l), entonces uv € H'(l) con
(uv) =u'v+uv,
y se satisface la férmula de integracion por partes

t t
/ u'(x)v(x)dx = u(t)v(t) — u(s)v(s) — / u(x)v'(x)dx.

8Esto se prueba mediante reqularizacién por convulucién, lo que omitiremos en este curso.
Para v € [%(/) defina ¢(v) = lim ¢(v,), y demuestre que queda bien definido.

13
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Teorema 6 (Regla de la cadena). Sea G € C'(R), y sea u € H'(/). Entonces v = G(u) € H'(l) y
V(x) = G'(u(x))u’(x).
Definicion 8. Sea | = (a, b) un intervalo acotado, definimos el espacio H&(/) como

Hi(l) = {u e H'(I): u(a) = u(b) = 0}.

Este espacio es un subespacio cerrado de H'(/) (demuestre esto), luego Ha(/) se puede considerar
como un espacio de Hilbert con el producto interno heredado de H'(/).

Teorema 7 (Desigualdad de Poincaré). Sea | = (a, b) un intervalo acotado. Entonces existe una constante
C > 0 tal que
||LI||[_/1(/) < C HLI/HLZ(/) .

Demostracion. Como u(a) = 0, podemos escribir para x € /

u(x) = u(x) —u(a) = /X u'(s)ds,

de donde 1

b b 2
lu(x)| < / |u’(s)| ds < (/ ‘u'(s)|2cls) (b — c/)%
[b |LI(X)|2 dx < (/b |L/’(5)‘2C|S) (b — c/)z.

y concluimos que

4. Ejemplos de EDOs que se pueden resolver con esta técnica

4.1. La ecuacion (x)

Usemos el método de andlisis funcional para estudiar la ecuacidn que usamos como motivacion

Recordemos que definimos un concepto de solucion débil para la ecuacién (x), sin embargo, vamos a
relajar aun mas dicha definicién, y en vez de usar funciones de clase C' utilizaremos funciones en el
espacio de Sobolev Hg(l):

14
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Definicion 9 (Solucidn débil). Decimos que u es una solucion débil para la ecuacion (x) si u € HA(O, 1)
satisface

1 1 1
(2) /0 u'(x)v'(x)clx—i—/0 u(x)v(x)dx:/0 f(x)v(x)dx, ¥ ve H(0,1).

Encontremos ahora la solucién: Notemos que cuando f € C[0, 1] entonces f € L?(0, 1), luego el lado
derecho define un funcional lineal continuo en L?(0, 1). Por otra parte, tenemos que el lado izquierdo se
puede escribir como el producto interno en H'(0,1) entre u y v, es decir, nuestro problema consiste en
resolver

1
(3) (U, V)mo,) = @lv) = /0 f(x)v(x)dx, Vve H&(O, 1).

De esta forma notamos que podemos utilizar el teorema de Riesz-Fréchet para concluir la existencia de
una unica u € Ha (0, 1) que satisface la ecuacion (3), es decir, hemos encontrado una solucién débil.

¢{Como demostramos que esta solucidn débil u es una solucidn clasica?

En primer lugar tenemos que u es continua y satisface las condiciones de borde (pues v € H& (0,1)).
Ahora notemos algo interesante, la ecuacidn se puede escribir de la siguiente manera:

1 1
/ u'(x)V (x)dx = / (f(x) — u(x))v(x)dx, Y v e H}0,1),
0 0

aqui observamos dos cosas: en primer lugar, por construccién tenemos que u’ € [?(0,1), y lo mas
importante, la identidad anterior nos dice que v’ tiene una derivada débil en L?(0,1). Es decir, hemos
identificado que v’ no es solo una funcién L?, si no que v’ € H'(0,1) (es decir, u tiene dos derivadas en
L?(0,1))

Con esto, podemos utilizar el teorema de continuidad para deducir que u’ es continua en (0,1),
es decir, u es de clase C' (es decir u es una “solucién débil 1”). Finalmente, observamos que como
u’ € H'(0,1), podemos integrar por partes hacia atras, y obtener que (recordar que v(0) = v(1) = 0)

/01 —u"(x)v(x)dx + /01 u(x)v(x)dx = /01 f(x)v(x)dx

de donde deducimos que
u”(x) = u(x) — f(x), (ct.p.)

pero como el lado derecho es continuo (recordar que f es continua), concluimos que u” debe ser continuo,
es decir, hemos recuperado la solucidn clasica.

4.2. Ecuacion “general” de 2do orden con coeficientes continuos

Para p(x) > po > 0 de clase C'[0,1], g(x) funcién continua en [0,1] y r(x) > ro > 0 funcién continua
en [0, 1], consideramos la ecuacién

15
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(4)

—(p(x)u’(x))" + q(x)u’(x) + r(x)u(x) = f(x) en][0,1]
u(0) =u(1)=0

Definimos la forma bilineal

1
a(u,v) = / pu'v' + qu'v + ruv
0

y observamos que es continua

]
la(u, v)| = '/ pu'v' + qu'v + ruv
0

1
g/ |pu’v' + qu'v + ruv|

/}pu {+/ ‘quv{+/ |ruv|

< (Ipllo + lallo + Mrlloo) Hutipr Vi

y coerciva

1
a(u,u) = / pu? + qu'u + ru?
0

1 1 1
2/30/ u'z—i-/ qu'u+r0/ u?,
0 0 0
de donde podemos escribir

1 1 1
/30/ u? < c:(u,u)—/ qu'u—l’O/ u’
0 0 0
1 1
< a(u,u)+/ lqu’ul —I‘o[ u?
0 0
1 1
<a(u,u)+ Hquo[ |LI'U| — 1‘0[ u?
0 0
1 1 1
€ 1 2 2
a(u,u) + ||g = 24— | W) = u
warlal (5 [ o [ ot) <

_ lallee [ 2 HQII [
=a(u, u) + 2°° /Ou 26°°—/0 /Ou
de donde obtenemos que

1 1
(po — HC/HZOOS) ]0 u? < alu,u) — (ro — “Zl‘i‘x’) /0 u? < alu, u).

16
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st es que escogemos € >0y rg > Hgﬂ‘”.

Con esto tenemos que todas las hipodtesis del Teorema de Lax-Milgram se cumplen en el espacio
H&(O, 1), por lo tanto tenemos la existencia de una solucién débil. Para la regularidad observamos que

1 1
/ pu'v' = —/ (qu’ + ru—f)v para todo v € H}(0,1),

0 0
lo que nos dice que la funcién pu’ tiene una derivada débil en L%(0,1). Por otra parte, tenemos que'®
como p es de clase C'

4 n ’. 7
pu” = (pu’) —p'u (c.t.p)

de donde obtenemos que u” € L?(0,1) (esto pues p(x) > po > 0), lo que implica que u es de clase C.
Finalmente, si asumimos que f es continua en [0, 1], podemos deducir que de hecho u debe ser de clase
C? de manera similar al caso de la ecuacién (x).

Observacion 10. EL caso en que la funcidn r es cualquiera requiere un par de herramientas adicionales,
siendo la mas importante el teorema de la Alternativa de Fredholm, que basicamente dice que para un
espacio de Hilbert H y un operador lineal compacto'' K : H — H, entonces hay dos alternativas para la
ecuacion

u—Ku=f feH
m La ecuacidn tiene un Unica solucidn u € H, o bien

= Existe n > 1 tal que la ecuacién Ku = u tiene n soluciones linealmente independientes.

Este teorema generaliza un hecho conocido acerca de operadores lineales en dimension finita: Dada
una matrix A de n x n y un vector b € R", entonces la ecuacidn Ax = b, 6 tiene solucion Unica, 6 existen
m > 1 soluciones linealmente independientes de la ecuacion Ax = 0.

5. EDOs singulares

El método anterior sirve solo para ecuaciones como (4), pero cuando el término p(x) = 0 para cierto(s)
x €10,1], se pierde la coercividad de la forma bilineal asociada. (Cémo se puede solucionar esto?

Para fijar ideas, consideremos la ecuacién

—(x%u'(x)) + u(x) = f(x) en (0,1)
u(1) =0

(%)

observemos que el término p(x) = x? se anula en el extremo izquierdo del intervalo, esto hace que no sea
evidente que una solucion u sea continua para x = 0. Por ejemplo, consideremos el caso en que f =0y

resolvamos la ecuacidn explicitamente para ver a que nos podemos atener.

f=0= u(x) = Ax2(V31) 4 gx2(V5+)

10As{ como esté escrito no es completamente riguroso, pero la identidad se puede demostrar como un ejercicio.
"Un operador lineal K : H — H es compacto si el conjunto {Ku : llull < 1} es pre-compacto en H.

17
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Notamos que hace sentido imponer una condicion de borde del estilo

\@H)u(x) =1,

, 1
Lim x2(
x—0t

. . , .y , 1 . .
lo que implicaria que una eventual solucién u se comportaria como x 2(V5+1) cerca del origen, es decir,
la solucién no seria continua hasta x = 0. Este fendmeno no ocurre cuando trabajamos con EDOs lineales
no-singulares (recordar la ecuacidén (x)).

5.1. Espacios de Sobolev con peso

Una manera de atacar el problema es definir un nuevo espacio para considerar este posible efecto.
Basandonos en el procedimiento que hemos desarrollado, una definicién de solucién débil nos puede
ayudar a definir un espacio adecuado. Consideremos lo que pasa con la ecuacién (xx): Sea v € CJ(0,1),
multiplicando (x%) por v e integrando por partes nos da

1 1 1
2.7 / —
/0 x“u'(x)v'(x)dx + /0 u(x)v(x)dx = /0 f(x)v(x)dx.

Esto nos motiva a definir el espacio
! 2
X(0,1) = {u € [%(0,1) que tienen una derivada débil que satisface / x? {u’(x)} dx <ocot,
0

y equiparlo del producto interno

1 1
(u, v)x :/ xzu'(x)v'(x)dx+/ u(x)v(x)dx.
0 0
Con esto en mente, si fuésemos capaces de demostrar que este espacio X es un espacio de Hilbert,

entonces podriamos usar el teorema de Riesz-Fréchet para demostrar la existencia de una funciéon u € X
que satisface

1 1 1
(u,v)x = /0 x2u' (x)V/(x)dx —i—/o u(x)v(x)dx = /0 f(x)v(x)dx para todo v € X,

pero aun ast nos quedaria por demostrar la regularidad de esta solucién (pensando en recuperar una
solucion clasica), ya que no sabemos si esta solucion es siquiera continua. Para ello debemos hacer un
estudio mas avanzado del espacio X.

Definicion 10 (Espacio X%(0,1)). Para o > 0, definimos el espacio X“(0,1) como

1
X%(0,1) = { u € L?(0,1) que tienen una derivada débil que satisface / !x“u'(x)‘2 dx < oo,
0

En primer lugar veamos algunos ejemplos de funciones que pertenecen a estos espacios

18
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Ejemplo 13.

1. Funciones de clase C'[0,1].
2. Funciones en H'(0,1).

3. Observar que cuando consideramos un intervalo de la forma (a,1) para 0 < a < 1, entonces
una funcién u € X%(0,1) pertenece a H'(a,1). En particular deducimos que estas funciones son
continuas mientras estemos “lejos” del origen.

4. Un ejemplo que ilustra la diferencia de estos espacios X< con el espacio H'(0, 1), es que dependiendo
de a > 0, las funciones en X“ pueden no ser continuas en el origen (recordar que gracias al
teorema fundamental del cdlculo, las funciones en H'(0,1) son acotadas en [0, 1]). Consideremos,
por ejemplo, el caso a = % y la funcidn u(x) = ln(1 — ln x). Tenemos que

1 1 00
/ u(x)?dx = / lln(1 = Inx)]* dx = / llny]? e’ Ydy < .
0 0 1

Ademds u’(x) = —W es la derivada débil en (0, 1) (Ejercicio: Demostrar esto.), de donde

/1 X !u'(x)‘zdx /1 S dx /00 ! dy <
- = — 00,
0 o x(1—Inx)? TR

en otras palabras, la funcién v € X?, pero u no es continua cuando x — 0%.

En virtud de estos ejemplos, tratemos de estudiar como son las funciones de estos espacios X“. Para
simplificar la exposicidon de las ideas, solo consideraremos el caso en que 0 < o < 1. En primer lugar,
definamos algunos espacios de funciones clasicos

Definicion 11 (Espacios de Hoélder). Para 0 < y < 1, decimos que una funcion u es Hélder continua en |
si existe una constante C > 0 tal que

lu(y) —u(x)| < Cly —x|¥, para todo x,y € 1

y denotamos a este espacio como C%Y(l). Si lo equipamos de la norma

uly) — ulx
lullo,y = Nlulles + SUP M
xFyel |U _Xl

tenemos un espacio de Banach.

Definicion 12 (Espacios LP). Para 1 < p < oo, decimos que una funcion u es LP integrable en | si la
funcion es medible y satistface

/|u(x)|p dx < oo,
/

y el espacio de tales funciones se denota LP(1), el cual equipado de la norma

llulle = (/|u(x)|’J clx)p
/

es un espacio de Banach reflexivo'?.

2Ver por ejemplo [1,5,6]
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Teorema 8. Para 0 < o < 1, el espacio X?(0,1) estad incluido continuamente en los siguientes espacios

1. C379(0,1] si 0 < a < 3,
2. [P(0,1) para todo 1 < p < o0 si o = % y

3 L7(0,1) sid <a< .

Demostracion. Para cada 0 < x < y < 1 podemos usar el teorema fundamental del calculo y escribir
lu(y) —u(x)| < fxy |su’(s)| s~%ds. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

‘91—2a_x1—2a|% sia+d,

1

(5) u(y) — u(x)] < Cl|s®u|| 2 {
1

il .
[lhy — lnx|2 st a =
Las propiedades de la funcién resultante en el lado derecho de cada desigualdad nos entrega los

resultados deseados. [ |

Definicion 13. Como las funciones u € X%(0,1) son continuas para x =1, entonces podemos definir el
subespacio

X5 (0,1) = {u € X%(0,1) tales que u(1) = 0},
que resulta ser un espacio de Hilbert para el producto interno heredacdo.

Teorema 9 (Desigualdad tipo Poincaré). Sea 0 < o < 1. Para u € X%(0,1) que satisfaga u(1) = 0
tenemos que

(6) ull;z < C ||x“u’HL2,

En particular, llullg := Hx(”u’HL2 define una norma equivalente para Xg(0,1).

Demostracién. Notar que para € >0y 0 < a < 1 podemos escribir

/1 u(x)?dx = — [1 X (u(x)z),dx — eu(e)?

=-2 /1 xu'(x)u(x)dx

1
< 2/ |xu’(x)u(x)| dx

[ |Xau,(x>|dx); f

Donde observamos que como a < 1, el término x'~% < 1 para todo (0, 1), de donde obtenemos al enviar

e—0
[01 u(x)?dx < 2 (/01 }Xau’(x)| clx) (/01 |LI(X)|2 cIX) )

lo que nos da la desigualdad deseada. |

1

2 2
<2 x1_au(x)‘ dx)
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Observacion 11. Para mas referencia de estos espacios, ver por ejemplo el apéndice de [2].

5.2. EDOs singulares

Con estas herramientas en mente, por ejemplo podriamos estudiar una ecuacién de la forma

—(p(x)u’(x))" + g(x)u'(x) + r(x)u(x) = f en (0,1)

bex4) u(1) =0

donde p € C'[0, 1] satisface por ejemplo Cix?% < p(x) < Cox** en (0, 1) para algtin a > 0, g € C[0,1] tal
que |g(x)] < Gx?, y r € ([0, 1] satisface r(x) > ro > 0 para cierto rp.

Definicion 14 (Solucién débil). Definimos una solucién débil de (x x x) como una funcién u € Xg(0,1) tal
que

1 1 1
/ p(x)u’(x)v'(x)dx —I—/ q(x)u’(x)v(x)dx + / r(x)u(x)v(x)dx = /f(x)v(x)clx para todo v € X§(0,1).
0 0 0

El resultado que podemos obtener gracias al Teorema de Lax-Milgram, es que para cierto ry (que
dependerd de (i, (3, (3), existe una Unica solucién débil u € X (0, 1) para la ecuacién (x x*). Lo que
no es evidente ahora es determinar como se comporta la solucién cuando x — 0, tarea que puede ser
bastante compleja.

En primera instancia veamos que pasa en un caso mas simple: p(x) = x?%, q(x) = 0, y r(x) = 1.
Presumimos que el comportamiento de la solucion débil cerca del origen va a depender de a > 0, asi
como de la funcion f. Por ejemplo, de acuerdo a lo demostrado en [2], tenemos lo siguiente (resultados
similares se tienen para la ecuacion general (* * x))

Teorema 10. Para f € 1%(0,1) y 0 < a < 1, la solucién encontrada anteriormente pertenece a X§G_1 0,1
y satisface la siquiente condicion de frontera en el origen

1
lim x>*~20u'(x) = 0,

x—0

en particular:

m Cuando 0 < a < % la funcién u € H' (0,1), en particular la funcion es continua hasta el origen;
., 3_
» Cuando % <a< % la funcién u pertenece a C®2729[0,1]; y

= Cuando % < a < 1, la funcién u pertenece a L%3(0,1), donde, dependiendo de f € [?(0,1), la
solucién puede ser discontinua en el origen.
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