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Teoremas de punto fijo y ecuaciones diferenciales Escuela Verano InstMat 2023

1. Introduccion

Uno de los problemas clasicos en analisis es el llamado problema de puntos fijos. El problema

general es el siguiente:

Dado un conjunto X y una funcion F : X — X /cudles son las condiciones sobre X

y sobre F para asequrar la existencia de u € X tal que u = F(u).

En andlisis (y otras dreas de la matematica) hay una diversidad de problemas que se pueden
resolver si es que uno tiene una respuesta a esa pregunta. Algunas situaciones que se pueden

responder mediante esta idea son las siguientes:

= La existencia de V3: Notar que V3 se puede definir como el nimero real positivo u tal

que u? = 3. Esta definicién se puede reescribir como: encontrar u > 0 tal que

u= 3 = Fluy&su= % (LI-I-E) =: G(u)

u u

es decir, problemas de punto fijo en el conjunto X de nimero reales positivos.

= Resolver un sistema de ecuaciones lineales: Notar que dada una matriz A y un vector B,

resolver la ecuacidn Au = b es equivalente a resolver
u=u-+Au—b=F(u),

es decir un problema de punto fijo en el conjunto N tuplas ordenadas X = RN o X = CV

segun corresponda.

= Resolver una ecuacidn diferencial ordinaria de primer orden: Si queremos resolver la EDO

o u'(t) = f(t, u(t),

u(ty) = uo,

para cierta funcién f(t, u), entonces podemos reescribir esta ecuacién como

u(t) = uo + /t f(s, u(s))ds = F(u)(t),

es decir un problema de punto fijo en un espacio X de funciones u. Por ejemplo X =

C(I,R) ={u:1— R:u es una funcién continua sobre el intervalo /} donde t;, € /.

= Mas en general, la misma idea aplica para sistemas de EDOs de primer orden (idéntico a

lo anterior, solo que u : | — RN), y en consecuencia a EDOs de orden cualquiera (denotar
k
d“u

C/.tk ‘
prumer orden con n ecuaaones).

como una nueva incéginta uy transforma una EDO de orden n en un sistema de



Teoremas de punto fijo y ecuaciones diferenciales Escuela Verano InstMat 2023

Resolver una ecuacién diferencial parcial: St sabemos resolver una EDP como
—Au(t) = h(t) parateQcRV,
u(t)=0 para t € 0Q),

y denotamos por u(t) = S(h(t)) a la solucion, entonces podemos resolver una EDP de la

forma

—Au(t) = f(t,u(t)) parateQcRV,
u(t)y=0 para t € 0Q),

(2)

pues si denotamos por h(t) = f(t, u(t)) entonces (2) es equivalente a encontrar una funcién
u:Q — R tal que u(t) = S(f(t, u(t))) =: F(u)(t), es decir, nuevamente un problema de

punto fijo en un espacio de funciones apropiado.

En general, cualquier ecuacién en cualquier espacio ambiente de la forma f(u) = v se

puede escribir como un problema de punto fijo pues, por ejemplo,
fluy=veu="~Ffu)—v+u=:Gu)

o algo similar.

En general uno no puede esperar que cualquier funcién definida sobre cualquier espacio

ambiente tenga puntos fijos. Un ejemplo sencillo de una funcién sin puntos fijos es la funcién

F(u) = u + b definida sobre un espacio vectorial, donde b # 0. Otro ejemplo que muestra la

importancia del espacio ambiente es la funcién F(u) = u?> + u + 1. Notamos que si el espacio

ambiente es R (o un subconjunto) entonces la funcién no tiene puntos fijos, sin embargo, si el

espacio ambiente es C entonces u =i y u = —i son puntos fijos para F.

Ejemplos de este tipo también se pueden construir en el &mbito de las ecuaciones diferen-

ciales, pero son un poco mas complicados.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién de Dirichlet

1 sit es racional,
f(t) =

0 sitesirracional.

y la EDO siguiente

(3)

u'(t) = f(t), u(0)=0.

Como vimos, esta EDO se puede escribir como un problema de punto fijo, sin embargo esta

EDO no tiene solucién. Una demostracion de este hecho puede ser que la funcién no es Riemann

3
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integrable, por lo que nt siquiera podriamos escribir la ecuaciéon como lo hicimos antes, pero
quizds podamos definir otra integral para la cual si podamos escribir dicha formulacion. El
siguiente teorema nos dice que aunque hagamos eso, no podriamos encontrar una solucion

diferenciable.

Teorema 1.1 (Darboux). Sea u una funcién diferenciable en un intervalo I. Si para a, b € | tales

1
5-

que a < b se cumple que u’'(a) =0 y u’(b) = 1 entonces existe ¢ € (a, b) tal que u’'(c) =
Demostracion. Considere la funcidn v(t) = u(t) — % Como u es diferenciable, entonces ha de

ser continua en el intervalo / y por lo tanto v es continua en el intervalo [a, b]. Gracias al

teorema de Weierstrass sabemos que v debe alcanzar su minimo en algiin ¢ € [a, b]. Como
/ ! 1 1 / ! 1 1 -

Vi(a) = u'(a) =5 = —5 <0y V(b)) =u'(b) — 5 = 5 >0 entonces ¢ # a y c # b, por lo tanto ¢

es un minimo interior para v y por lo tanto v/(c) = 0. |

Gracias a este teorema podemos demostrar que no existe funciéon u diferenciable en un
intervalo [—0, 0] solucidn de (3), pues de existir u seria diferenciable con derivada f(t) y u’(t) # %
para cualquier t € [—0, 0] a pesar de que podemos encontrar a < b tales que v’(a) =0y
u'(b) =1.

Ejemplo 2. En el dmbito de las EDPs la situaciéon es similar: hay EDPs que no tienen solucion,

a pesar de ser “parecidas” a otras que si lo tienen. Un ejemplo de esto es la EDP

—Au(t) = 2(N = 2)e") + £ para t € B(0,1) c RV,

2
(4)
u(t)y=0 para t € dB(0,1).

Como se indicé anteriormente, se puede demostrar con algo de trabajo que para h(t), con
alguna regularidad razonable', la EDP
—Au(t) = h(t) para t € B(0,1) c RV,
u(t)=20 para t € dB(0,1),

tiene una solucidén u = S(h), asimismo para N > 3 la funcién u(x) = —2ln |x| es una solucién de
—Au(t) = 2(N —2)e"" para t € B(0,1) c RV,
u(t)y=0 para t € 0B(0, 1),

sin embargo, si € > 0 la ecuacion (4) no tiene solucidn en ningtin sentido razonable si es que
N > 10 (ver Brezis and Cabré (1998)).

Wer por ejemplo (Evans, 2010; Gilbarg and Trudinger, 2001).
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Todo lo anterior nos lleva a pensar que un teorema de punto fijo ha de tener la siguiente

estructura
Teorema. Sea X un conjunto que satisface la propiedad 7 y una funcion F : X — X
que satisface la propiedad 7 . Entonces existe u € X tal que u = F(u),

donde 7?7 y 7, son propiedades “no-vacias”.

2. El Teorema del punto fijo de Brouwer

El primer teorema de punto fijo que veremos esta diseifiado para problemas en dimension

finita, esto quiere decir que X C RN para algin N € N.

Teorema 2.1 (Brouwer (1911)). Sea C € RN un conjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo y

sea F : C — C una funcién continua. Entonces existe u € C tal que u = F(u).

Este teorema tiene varias demostraciones que usan herramientas diferentes: grado topoldgico
(ver por ejemplo (Deimling, 1985)) o combinatoria (usando el Lema de Tucker o de Sperner (Nyman
and Su, 2013)), entre otras. Aca solo veremos la idea detrds de una de esas demostraciones (ver
el Teorema 3 del Capitulo 8 de Evans (2010)).

Demostracion. Caso N =1 En el caso de dimension N = 1 el teorema es una consecuencia
simple del teorema del valor intermedio. St F : [a, b] — [a, b] entonces para cada x € [a, b] se
cumple que a < F(x) < b, ademas, si F es continua entonces podemos considerar la funcién
continua g(x) = F(x) — x y notamos que g(a) > 0y g(b) < 0. Por lo tanto el TVI nos dice que

debe existir u € [a, b] tal que g(u) = 0.

Caso N > 2 Este caso es mas dificil, solo daremos la idea detras de una de las demostraciones

en el caso en que C = By, la bola unitaria cerrada, y cuando F es de clase C'.?

Argumentamos por contradiccién y suponemos que F no tiene puntos fijos en By, esto quiere
decir que F(u) — u # 0 para todo u € B;. Bajo este supuesto, consideremos la funcién R(u)
que resulta de intersecar el rayo que parte de F(u) con direccidn a u con la esfera dB; (ver
Figura 1). No es dificil verificar que la funcién R : B; — dB; define una funcién continua (de

clase C' bajo nuestro supuesto) tal que R(u) = u para todo u € 9B;.

2El caso para F continua se hace mediante aproximacién. Para un convexo compacto cualquiera, se puede

construir un homeomorfismo g : C — B; lo que reduce el problema al caso de la bola cerrada.
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R(u)

Figura 1: Definicion de R(u).

Ahora para t € [0, 1] definimos dos funciones: la funcidn g¢(u) = tR(u)+ (1 — t)u que satisface

go =1d, g1 = R y ademas g(u) = u para todo u € dB;y; y la funcién h definida como

h(t) = voln(g(B1)) = / 1dx = / det Dg¢(x)dx.
9¢(B1) B

Un calculo utilizando propiedades de algebra lineal y la regla de la cadena permite demostrar
que h'(t) = 0, es decir h es constante en el intervalo [0, 1], sin embargo esto es imposible pues
h(0) = voln(B;) > 0 y

h(1) = voln(R(By)) = voln(dB;) = 0

pues la superficie N — 1 dimensional dB4 no tiene volumen N dimensional. |

2.1. Aplicaciones del Teorema de Brouwer

= Como vimos antes, la existencia de V3 puede ser vista como la existencia de un punto

fijo. En efecto, ya vimos que para v > 0

. 3 -7 . 4
Notamos que si F(u) = — entonces F : (0, 00) — (0, 00) es una funcién continua, y ademas
u

tenemos que
F(1,3) <[1.3],

por lo tanto, como [1, 3] es un conjunto convexo y compacto, el teorema de Brouwer garantiza

la existencia de ug tal que u% = 3. Mas alin tenemos la estimacién que 1 < vy < 3.

= Algo mas general que la existencia de raices cuadradas es el Teorema Fundamental del
Algebra: Sea p un polinomio con coeficientes complejos, entonces existe z € C tal que
p(c) =0.
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La demostracidn de este teorema utilizando el Teorema de Brouwer requiere algunas
herramientas previas que no veremos en este cursillo, como por ejemplo la existencia de

v/f(z) para ciertas funciones complejas f : C — C. Ver (Fort, 1952)

» El Teorema de las curvas de Jordan: Sea y : [0, 1] — R? una funcién continua, inyectiva
tal que g(0) = g(1). Entonces el conjunto R?\ g([0,1]) consiste exactamente de dos

componentes conexas (por caminos).

El uso del Teorema de Brouwer para demostrar el teorema de Jordan aparece en el

siguiente hecho que parece evidente, pero que hay de demostrar:

Dacdo un rectdngulo y dos curvas continuas que conectan las caras opuestas del

rectdngulo respectivamente, entonces dichas curvas se intersecan.

Mas precisamente, tenemos que

Lema. Sean u,v :[—1,1] = [a, b] X [c, d] funciones continuas que satisfacen

u(=1 =a, u(1)=b,

Vz(—1) =C, V2(1) = C/,

entonces existen t,s € [—1,1] tales que u(t) = v(s), es decir, los caminos se intersecan.

,|x2|}, argu-

mentamos por contradiccién y supongamos que u(t) # v(s) para todo t,s. Definamos

Demostracién. Recordando que para x € R? se define lixll, = max{|x

N(t,s) = Hu(t) - \/(S)HOO, asl nuestra hipdtesis de contradiccion nos dice que N(t,s) > 0
para todo t,s. Notar que [-1,1] x [-1,2] = {x € R?: lixllc = 1} y asi la funcién F :
[—1,1] x[-1,1] = [-1,1] x [-1,1] definida como

F(t s) = (va(s) — uq(t), ua(t) — va(s)) = (Fa(t. s), Fa(t. s)),

1
N(t, s)

es continua y satisface que F([—1,1] x[—1,1]) C 9(—1,1] x [=1,1]), pues

IF( o), = 1

Veamos que F no tiene puntos fijos, en efecto, si F(ty, so) = (to, So) entonces [to| =1 o

|so| = 1. Si por ejemplo t, = —1 entonces

F(to,So) = F(_1,SQ) = (—1,50),
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pero esto implicaria que

vi(so) — ui(to) _ vi(so) —a

T NS T Mt so)

pues a < vi(s) < b y N(tp, so) > 0, lo que es una contradiccién. Lo mismo ocurre con las

otras posibilidades donde |ty| =1 o |so| = 1 (ejercicio).

Pero por otra parte como F es continua sobre el conjunto convexo y compacto [—1, 1]x[—1, 1],
entonces el Teorema de Brouwer implica que F si tiene un punto fijo, lo que es una

contradiccidn. [ |

Para el resto de la demostracién del teorema de Jordan utilizando este argumento ver
(Maehara, 1984).

Ejercicio 1. Use el teorema de Brouwer para demostrar que para cada a > 0 existen uy <0y

up > 0 tales que u? = a para k =1,2.

Ejercicio 2 (Teorema de Perron-Frobenius). Sea A € RV*N

una matriz cuadrada tal que a;; > 0
(resp. positivas) para todo i, j. Demuestre que existe A > 0 (resp. postivo) y u € RV \ {0} tales

que u; > 0 (resp. positiva) para todo i y
Au = Au,

es decir toda matriz real con entradas no-negativas (resp. positivas) tiene un valor propio no-
negativo (resp. positivo) y su correspondiente vector propio tiene todas sus entradas no-negativas

(resp. positivas).

3. El Teorema del punto fijo de Banach

Vimos en la introduccién que ciertas ecuaciones diferenciales se pueden escribir como
problemas de punto fijo. En este contexto una ecuacion del tipo u = F(u) tiene como incégnita
a una funcién u = u(t) y por lo tanto no podemos usar el Teorema de Brouwer para resolver
este tipo de problemas, pues cualquier espacio razonable de funciones es infinito dimensional.
Es por esto que necesitamos de un teorema que aplique en espacios infinito dimensionales o

inclusos algunos espacios topoldgicos donde no hay estructura de espacio vectorial.

3.1. Conceptos basicos y el teorema

Definicion 1 (Espacio métrico). Diremos que un conjunto X y una funcion d : X x X — R forman

un espacio métrico si la funcion d satisface las siguientes propiedades:

8
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» d(u,v) >0 para todo u,v € X; du,v)=0& u =y,
» d(u,v)=d(u,v) para todo u,v € X, y
» d(u,v) < d(u,w)+d(w,v) para todo u,v,w € X.
Ejemplo 3.
= En RN podemos considerar d(u, v) = |u — v| donde |-| es una norma en RN (por ejemplo la
Euclidiana).
= En C(/,R) podemos considerar d(u,v) = llu — vl donde

lulleo = sup |u(t)].
tel

Esta métrica se llama métrica uniforme.

En general, cualquier espacio vectorial (real o complejo) normado es un espacio métrico si

se considera la métrica d,.(u,v) := Ilu — vIl. Recordar que para un espacio vectorial X una

norma es una funcion -1 : X — R que satisface

= Jull >0 paratodou e X; llull =0 u=0,
. ||)\LIH = |A| llull, para todo v € X y todo A € R o C,
= |lu+vIl < llull + llvll para todo u,v € X.
Definicion 2 (Convergencia en un espacio métrico). Dada una sucesion (u,),en en un espacio

métrico (X, d) diremos que u, — u € X si se cumple que
n—o0

du,,uy— 0 enR,

Ejemplo 4.

= La sucesion (27"),en converge a 0 en (R, |-]).

= La sucesion u,(t) = t" converge a 0 en (C([0, %]]R) [I-lloo) pUES

d(u,,0) = Hu”Hoo =sup t"=2""—0.
tE[O,%] n—oQ
= La sucesion u,(t) = t" no converge a 0 en (C([0,1],R), lllls) pues
d(u,,0) = ||LI,7HOO = sup t" =1.
tel0,1]
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Definicion 3 (Sucesidon de Cauchy). Diremos que una sucesion (u,),en €s una sucesion de
Cauchy en (X, d) si se cumple que

dlu,, u,) — 0.

m,n—oQ

Ejemplo 5.

» Toda sucesién convergente es de Cauchy pues st u, — u entonces

n—oo

du,, up) <du,, u)+du,u,) — 0.
m,n—oQ
» Una sucesion de Cauchy no es necesariamente convergente: consideremos el conjunto
X = (0,1) y la métrica d(u, v) = |u — v|. Notar que la sucesién u, = n~' es de Cauchy en

(X, d) sin embargo no existe u € X tal que u, — 0.

n—oQ

. . . . . n .
Ejercicio 3. Considerar la sucesiéon u, = (1 + %) en el espacio (Q, |-|). Muestre que (U,),en €s

de Cauchy pero no existe u € Q tal que |u, — u| — 0.
n—oQ

Definicion 4 (Espacio métrico completo). Diremos que (X, d) es un espacio métrico completo si

es que toda sucesion de Cauchy en X es convergente.

Ejemplo 6.

El espacio (R, |-|) es un espacio métrico completo’. Como consecuencia se obtiene que

(RN, 11-11) es un espacio métrico completo para cualquier norma.
= El espacio (C([a, b],R), lI'll,) es un espacio métrico completo.

= Cualquier subconjunto cerrado de un espacio métrico completo, es completo. Por ejemplo

([0,1],]:]) es completo.
» Como lo muestra la sucesién u, = n~', el espacio ((0,1),]-|) no es completo.

= El espacio C([a, b],R) no es completo si usamos la métrica

b

du,v) = / lu(t) — v(t)| dt.
a

= El espacio (C((0,1),R), lI'll,) Nno es completo. Es mas, ni siquiera es un espacio razo-

nablemente bien definido pues por ejemplo la funcién u(t) = t' € C((0,1),R) pero

lUllee = +00.

3Esto es consecuencia por ejemplo de la definicién de R (si es que uno define R como la completacién de Q

bajo |-|) o bien del axioma del supremo (todo conjunto no vacié y acotado superiormente tiene un supremo).

10
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(Ver Rudin (1976) para algunas de las demostraciones de las afirmaciones anteriores).

Con todo lo anterior podemos enunciar el

Teorema 3.1 (Banach (1922)). Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea F : X — X una

funcién para la que existe una constante 0 < L < 1 tal que®
(5) d(F(u), F(v)) < Ld(u, v).

Entonces existe u € X tal que u = F(u), mas aun, dicho u es tnico.

Idea de la demostracion. Sea uy € X un elemento cualquiera de X y definamos para n > 1 la
sucesion u, = F(u,_q).

Paso 1: Probar que (u,),en s de Cauchy. Usando (5) se puede demostrar que

= Para n € Ny k € N se cumple que
d(Unyr, Uy) < L"d(uy, ug).

= Para kK € N se cumple que

1_Ll<

d(ug, ug) < ] d(uq, ug).

En consecuencia se obtiene que para k,n € N se cumple

n

d(uprk, un) < ﬁd(uh uo),
pero como 0 < L < 1 esto implica que d(u,4k, u,) — 0 sea cual sea k € N.
n—oQ0

Paso 2: Como (u,)sen es de Cauchy, entonces existe u € X tal que u, — u. Probemos que
n—-o00

u es el punto fijo que buscamos
d(u, F(u)) < d(u,u,) + d(u,, F(u))

d(u,up,) + d(F(up—1), F(u))
<d(u,u,)+ Ld(u,_1, u)

H 0,
n—o0

por lo tanto d(u, F(u)) = 0 y en conclusién u = F(u).
Paso 2: El punto fijo encontrado es Unico. Si es que &1 es otro punto fijo, entonces
d(u, ) = d(F(u), F(0)) < Ld(u, &),

por lo tanto d(u, 1) = 0 y en consecuencia u = 0. |

*Una funcién que satisface (5) para cierto L > 0 se dice Lipschitz continua. Cuando ademds L < 1, tal funcién

se llama contraccién. Por lo anterior este teorema a veces se conoce como el Principio de contraccién de Banach.

11
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3.2. Aplicaciones del teorema de Banach

3.2.1. Teorema de existencia y unicidad (local) para EDOs

Vimos que dada una funcién f : R x RN — RN entonces la EDO

) u'(t) = f(t, u(t),

u(ty) = uo,

se puede reescribir como

u(t) = uo + /t f(s, u(s))ds = F(u)(t).

Es decir nos considerar un espacio apropiado de funciones X y encontrar u € X tal que u = F(u).

En este contexto es conveniente usar el espacio
X =C(I,RN) = {u : | - RN : u es una funcién continua sobre el intervalo I},

donde ty € /, I un intervalo compacto, equipado con la métrica uniforme (pues asi es un espacio

métrico completo).

Descubramos las hipétesis adicionales que hay que poner sobre la funcién f y el intervalo /
para poder utilizar el Teorema de Banach. Lo primero es que queremos que F : X — X, es decir
queremos que F tome funciones continuas y entregue funciones continuas, en otras palabras la

aplicacidn
t
tHs ug + / f(s, u(s))ds
to

debe ser una funcién continua sobre / cuando v es una funcidn continua sobre /. Gracias al
Teorema fundamental del Calculo sabemos que si por ejemplo f(t, u) es una funcién continua

en ambas variables, entonces ¢ es continua sobre / (de hecho es diferenciable con derivada
f(t, u(t))).

La condicidon mas importante es que queremos que F satisfaga (5), es decir, debemos encontrar

0 <L <1 tal que para cada u,v e X

|F(u) = F(v)||, < Lt — vl

12
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Estimemos entonces ||F(u) — F(v)||oo: Supongamos que t > t; (el caso t < t; es analogo)

ug + /t f(s, u(s))ds — (uo - /t f(s, v(s))cls)

/t(f(s, u(s)) — f(s, v(s)))ds

||F(u) — F(v)”oo = sup
tel

= sup
tel to
t
< sup/ |f(s, u(s)) — f(s, v(s))| ds
tel Jt
<?

Para completar el calculo debemos decir algo sobre la funcién f. Algo que podemos suponer es

que f satisface la siguiente propiedad: existe M > 0 tal que
(7) lf(s,u) —f(s,v)| < M|u—v]| Vs, u,v,

pues de ser ast entonces tendriamos que

|F(u) = Fv)|_, < StLEIIIJ/t (s, u(s)) — f(s, v(s))| ds

tel 0

t
< sup/ M |u(s) — v(s)| ds
ti
t

<sup [ Msuplu(s)—v(s)|ds
tel Jt sel

tel

t
< sup/ Mllu — Vil ds
fo

= Msup |t —to| llu — Ve,
tel

Es decir, si | =[ty —r, ty + r| para cierto r > 0 entonces hemos verificado que
HF(LI) — F(V)Hoo <Mrilu— Vil

y por lo tanto si r > 0 es tal que L := Mr < 1 entonces F satisface (5) y podemos aplicar el

Teorema de Banach para concluir que existe una tnica u € C(/,RN) tal que

u(t) = ug + /t f(s, u(s))ds,

pero como vimos antes, el Teorema fundamental del calculo nos dice que st f(t,u) y u son
funciones continuas, entonces la funcién ¢ es diferenciable y por lo tanto obtenemos que u es

de hecho de clase C' y
u'(t) = f(t, u(t)), u(te) = uo.

Todo lo anterior se resume en el siguiente
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Teorema 3.2 (Picard (1893)-Lindelsf (1894) - versién simplificada). Sea f : R x RN — RN una

funcién continua para la cual existe M > 0 tal que’
|f(t, u) — f(t,v)| < M|u — V]| VteR, u,veRN

Entonces para cada ug € RN y r < M™" existe una dnica funcién u : [ty — r, to + r] = RN de

clase C" solucién de la EDO
u'(t) = f(t, u(t)), u(te) = uo.

Observacion. Algunos comentarios sobre el Teorema 3.2:

n El teorema fue demostrado con anterioridad al Teorema de Banach. La técnica utilizada
en la demostracion del teorema de existencia y unicidad es la misma utilizada en la
demostraciéon del teorema de Banach: definir la sucesién u,, = F(u,_1). Este método se

conoce como el método de aproximaciones sucesivas de Picard.

= El teorema sigue siendo cierto si en vez de suponer que la funcidn f estd definida como
f:R xRV — RN, se cambia por una funcién acotada y continua f : / x Q — R" donde
J es un intervalo que contiene a yo y Q un abierto que contiene a ug, y en vez de pedir
la condicidn (7) para todo s € J, u,v € Q) se puede pedir solo valga en una vecindad de
(to, up). El resultado de estas hipdtesis se conoce como el teorema de existencia y unicidad

local.

= El teorema sigue siendo valido incluso si se supone que en vez de trabajar con funciones
a valores en RN se consideran funciones a valores en un espacio de Banach E. Para ello
“solo” hay que definir lo que significa la derivada y la integral en dicho contexto y que
tengan propiedades similares a las usadas en la demostracidn del Teorema 3.2. Esto ultimo

efectivamente se puede hacer, ver Cartan (1967).

Ejemplo 7. » Consideremos la EDO lineal u’ + pu = g u(ty) = up, para funciones continuas
p, q. En este caso
f(t,u) =q(t) — p(tu

es continua y satisface
[£(t, u) — £(t, V)] = q(t) — p(t)u — q(t) + p(t)v] = [p(O)] |u — v],

luego si es que la funcién p es acotada, i.e. |p(t)] < M para todo t entonces f satisface lo

pedido por el teorema y obtenemos la existencia y unicidad para este tipo de EDOs.

>Una funcién que satisface esta propiedad se dice que es Lipschitz en su segunda variable.
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= Considere la EDO separable (auténoma)

u=vu,

8
& u(0) =0.

Notar que la funcién f(t, u) = /u es continua pero no satisface
[f(t,u) —f(t,v)| < Mu—v|

para ninguna constante M > 0 para (t, u) = (0,0) (que es lo que realmente importa). Esto

2t\ 2 2
se ve reflejado en que uy(t) = 0, u4(t) = (?) , Yy us(t) = — (?) son 3 soluciones

distintas de (8).

Ejercicio 4. Observe que la EDO de segundo orden 6” + 9 sin @ = 0 con condiciones iniciales
6(0) = 6y y 6'(0) = 0 corresponde a la ecuaciéon de movimiento de un péndulo que se libera

desde el reposo con angulo 6y # 0. Muestre que esta ecuacion admite una Unica solucidn.

Ejercicio 5. Para u & C([O,%],]R) defina F(u)(t) = fo% u(s)ds. Muestre que F tiene un Unico

punto fijo. Encuentre dicha funcion w.
Ejercicio 6. En el espacio RV considere la métrica/norma

doo(t, V) = llU — Vil = max |u; — v .
i=1,.,N

Use el Teorema de Banach para demostrar que la ecuacion matricial Au = b admite una Unica

solucidn si es que los coeficientes de la matriz A = (a;;);; satisfacen

N
Z|CIU—5U|§/<<1 Vl,

j=1
donde

1 sii=]

0 sii#|.
Ayuda: Escriba el problema como u = b—(A—I)u = F(u) donde | = (0;;);; es la matriz identidad.

5[/‘ ==

3.2.2. Un ejemplo de EDP

Ejemplo 8. Considere la EDP
—Au(t) = f(u(t)) parate B, c RV,
u(t)y=0 para t € 0By,

9)

donde f : R — R es una funcidn continua para la cual existe M > 0 tal que |f(u) — f(v)| <
M |u — v| para todo u,v € R. Queremos demostrar que existe una tnica solucién a (9) y para

ello necesitamos un resultado de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales:
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Teorema 3.3. ® Sea h : RN — R una funcidén de clase C', entonces existe una funcién u : B;(0) —
R de clase C? tal que
—Au(t) = h(t) parat € B; C RV,

u(t)=20 para t € dB;.

Mas atin, esta funcién tiene la forma’
u(t) = / G(t, s)h(s)ds =: S(h)(t),
By
y existe una constante Cy > 0 que no depende de h tal que
e S e T
Observacion.

» El espacio C' es el conjunto de las funciones continuamente diferenciables y se le puede

poner la métrica/norma

N
luller = llulle + Y [|0uu], -
i=1

= El espacio C? es el conjunto de las funciones dos veces continuamente diferenciables y se

le puede poner la métrica/norma

N
lullcz = llulle + Y ||9sul]., -

i,j=1
Estos dos espacios son completos.

Observacion. Se puede verificar (ver Evans (2010)) que esa funcion G(t, s) es de la forma
G(t,s)=P(s—t)— o (|t| (s — 1)),

A -2
donde t = |t| "ty
1
—=—1In|t] siN=2,
plt) =1 27
2—N .
Cn |t st N > 3.
®Este teorema no estd escrito en su maxima generalidad. Para hacerlo se necesita utilizar los espacios de

Hélder CK@. Ver el Corollary 4.14 en Gilbarg and Trudinger (2001).
’Notar que S es lineal en h pues para cada t se cumple que

S(h+g)(t) = /B G(t,s)(h(s) + g(s))ds = /B G(t,s)h(s)ds + g G(t,s)g(s)ds = S(h)(t) + S(g)(t).
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Usando el Teorema 3.3 tenemos que (9) es equivalente a encontrar u tal que

u = S(f(u)) =: F(u).

Usaremos el Teorema de Banach en el espacio X = C' (que también es completo) y notamos
que si u es de clase C' entonces de acuerdo al Teorema 3.3 la funcién F(u)(t) = S(f(u(t))) es
de clase C? y por lo tanto también de clase C', es decir F : X — X. Adicionalmente como
S(hy) — S(h2) = S(h1 — h3) tenemos que

[F(u) = FW)|| o0 = [|S(F(w) = S(EW) | 4
= ||S(F(u) = £()]|
< ||IS(F(u) = f(v)]|
< Go|[f(u) = F(V)|| o
< GMilu —vlier,

es decir st M < C;" entonces tenemos que F satisface (5) y el Teorema de Banach aplica para

deducir la existencia de u solucion de (9).

4. Aplicaciones varias y generalizaciones

4.1. Otras aplicaciones del Teorema de Banach

Teorema 4.1 (Teorema de la funcién inversa). Sea Q C RN un abierto y f : Q — RN una funcidn
de clase C' tal que Df(xy) es invertible. Entonces la funcién f es inyectiva “cerca” de xp, es

decir, para cada y cerca de f(xp) existe un tnico g(y) cerca de xy tal que f(g(y)) = y.
Idea de la demostracién. Resolver la ecuacidn f(x) = y es equivalente a resolver la ecuacion

x = x+ (Df(x)) ™ (y = f(x) = F(x).

Se verifica que F satisface las condiciones del Teorema de Banach cuando x estd cerca de xo B

Ejemplo 9. Si f : R — R satisface que f'(xo) # 0. Si por ejemplo f(xp) > 0 esto quiere decir que
f es estrictamente creciente en una vecindad de xg, y por lo tanto f ha de tener una inversa en

dicha vecindad.

Teorema 4.2 (Teorema de la funcién implicita). Sea f : RN x RM — R una funcién de clase C'
tal que f(xo, yo) = 0 y D,f(x0, yo) es invertible. Entonces para todo x “cerca” de xq existe g(x)

cerca de yy tal que f(x, g(x)) =0
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Ejemplo 10. Este teorema entrega condiciones para resolver ecuaciones no-lineales como

x?> 4+ y? = 1. En este caso f(x,y) = x> —y> — 1 y si (x0,yo) = (0,1) esto nos dice que

D,f(0,1) = 2 + 0 por lo tanto para x ~ 0 podemos encontrar g(x) tal que x> + g(x)? = 1. Esto

es claro pues si y > 0 (esta seria la vecindad de yo = 1) podemos despejar y en la ecuacidn
f(x,y) = 0 para obtener y = g(x) = V1 — x?.

Esto no ocurre en el punto (1,0) pues D,f(1,0) = 0 no es invertible, y se ilustra en que no

es posible encontrar una funcién g(x) que satisfaga x> + g(x)> = 1 en una vecindad de x = 1.

Observacion. Los Teoremas 4.1 y 4.2 se encuentran en el libro de Cartan (1967) o de Deimling
(1985) en el contexto de espacios de Banach.

Teorema 4.3 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange). Sean f : RN - R y g, : RV - R

para i =1,..., M funciones de clase C'. Si xo € RN es tal que
f(xo) = Inf {f(x) : gi(x) = 0 para todo i =1,..., M},

entonces existen Ag, Ay, ..., Ay € R no todos nulos simultdneamente tales que
M
XV i(xo) + Y AiVgi(xo) =0.
i=1

Observacion. Este teorema se puede encontrar en el libro de Deimling (1985) en el contexto de

espacios de Banach.

4.2. Otros teoremas de punto fijo

El siguiente teorema generaliza el teorema de Brouwer a dimension infinita.

Teorema 4.4 (Schauder (1930)). Sea (E, II-11) un espacio de Banach, C C E un conjunto convexo

y compacto. Si F : C — C es continua entonces F tiene un punto fijo u € C.

Definicion 5. Diremos que F : X — X es una funcién compacta si F es continua y para cada

conjunto Y C X acotado entonces F(Y) tiene clausura compacta.

Observacion. En espacios métricos, la definicidn anterior se puede escribir como: F: X — X
es una funcion compacta si F es continua y para cada sucesion acotada (u,),eny entonces
(F(un))nen tiene una subsucesién convergente.

Bajo esta definicion se puede verificar que el Teorema 4.4 es equivalente a

Teorema 4.5 (Schauder (1930)). Sea (E, II-11) un espacio de Banach, C C E un conjunto convexo,

cerrado y acotado. Si F : C — C es compacta entonces F tiene un punto fijo u € C.
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ya

Teorema 4.6 (Schauder (1930)). Sea (E, II-11) un espacio de Banach, C C E un conjunto convexo
y cerrado. Si F : C — C es continua y satisface que F(C) tiene clausura compacta, entonces F
tiene un punto fijo u € C.

Observacion. Tychonoff (1935) demostré que este teorema sigue siendo cierto en espacios mas

generales que espacios de Banach (espacios vectoriales localmente convexos).

Una consecuencia importante del Teorema 4.4 es el

Teorema 4.7 (Peano (1890)). Suponga que f : | x Q — RN es continua en una vecindad del
punto (ty, ug). Entonces existe una solucién u : (ty — r, to + r) — RN de clase C' al problema de
valor inicial

u'(t) = f(t, u(t)), u(te) = uo.

Observacion. Notar que a diferencia del Teorema de Picard-Lindelof, este teorema solo pide la
continuidad de la funcién f, sin embargo al relajar esa hipotesis se pierde la unicidad. Esto se
puede apreciar en la EDO (8), pues la funcién f(t, u) = Ju' es continua en una vecindad de
(0,0), lo que es suficiente para la existencia de soluciones, pero al no ser Lipschitz continua se

pierde la unicidad.

Observacion. Este teorema (y el de Picard-Lindelof) se puede demostrar de manera relativamente
independiente algtin teorema de punto fijo. La idea consiste en aproximar f por funciones f, que
satisfacen la condicion |f,(t, u) — f,(t, v)] < M, |u — v|, luego proceder como en la demostracién

del Teorema de Banach y definir ug(t) = up y para n > 1

t

un(t) = Froq(una—1)(t) = uo —|—/ fo_1(s, un—1(s))ds.

to

Esto genera una sucesién de funciones continuas (u,),en que se demuestra converge (mediante
una subsucesidn gracias al Teorema de Arzela-Ascoli) a una funcidén u que es la solucion

buscada.

Otro corolario del Teorema de Schauder es

Teorema 4.8 (Schaefer (1955)). Sea (X, lll) un espacio de Banach y F : X — X una funcion

continua y compacta. Si ademds el conjunto
C ={u e X:u=AF(u) para algin A €[0,1]}

es acotado, entonces F admite un punto fijo.
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El siguiente teorema muestra que la hipdtesis de compacidad es muy importante.

Teorema 4.9 (Klee (1955)). Sea E un espacio de Banach infinito dimensional y X C E un
conjunto cerrado, acotado, convexo pero no-compacto. Entonces existe una funcion F : X — X

continua que no tiene puntos fijos.

Otro teorema de punto fijo que de cierto modo combina los teoremas de Banach y Schauder
es el siguiente:
Teorema 4.10 (Krasnosel'skit (1954)). Sea E un espacio de Banach, X C E un convexo cerrado.
Sean f,g : X — E tales que

= f(u)+ g(v) € X para todo u,v € X.

» f es continua y compacta.

= g satisface Hg(u) — g(v)H < Lllu—vll para todo u,v € X.
Entonces la funcion F(u) = f(u) + g(u) tiene un punto fijo.

Es importante mencionar que a pesar de que la gran mayoria de los teoremas de punto fijo
pueden ser visto como “corolarios” (bastante elaborados dicho sea de paso) ya sea del Teorema
de Brouwer o del Teorema de Banach, el hecho de tener teoremas de punto fijo con hipdtesis

de diverso tipo permite su aplicacién a problemas igualmente diversos.
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